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El libro que presentamos constituye un curso de Geometria analftica 
plana y del espacio. Supone el conocimiento, por parte del lector, de 
los principios fundamentals de Geometria elemental, Trigonometrfa 
plana y Algebra. 

En su preparation el autor se ha esforzado, principalinente, en satis- 
facer las necesidades de maestros y ahunnos. Una simple lectura del 
fndiee mostrara que los temas considerados son aquellos inclufdos gene- 
ralmente en los libros de texto de Geometria analftica. Creeinos que el 
maestro encontrara en este libro todo el material que puede considerar 
como esencial para un curso de esta materia, ya que no es convenient*, 
por lo general, el tener que complements!" un libro de texto con material 
de otros libros. 

El metodo didactico empleado en todo el libro consta de las siguien- 
tes partes: orientacion, motivo, discusion y ejemplos, a la manera de 
una leccion oral. 

Para orientacion del estudiante, el autor ha usado el metodo de pre- 
sentar primero ideas familiares y pasar luego paulatinamente y de una 
manera natural a nuevos eonceptos. Por esta razon, cada capitulo co- 
rnienza con un artfculo preliminar. Este enlace de los conocimientos 
anteriores del estudiante con los nuevos eonceptos de la Geometria ana- 
lftica es de considerable importancia, porque un mal entendimiento del 
metodo analftico en los principios conducira, inevitablemente, a dificul- 
tades continuas en las partes mas avanzadas. 

En el desarrollo de los temas se ha puesto especial cuidado en fijar el 
motivo. Esto es necesario si se quiere que el alumno obtenga un conoci- 
miento basico de los metodos analiticos y no haga una simple adquisicion 
de hechos geometricos. Se ha hecho todo lo posible por encauzar el pro- 
ceso de razonamiento de tal maneva que aparte al estudiante de la tarea 
de niemorizar. 

En general, hemos resumido en forma de teoreinas los resultados de 
la discusion de un problema o una proposicion particular. Este proce- 
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dimiento no solamen'oe sirve para llamar la atencion sobre los resultados 
importantes, sino cambien clasifica a dichos resultados para futura refe- 
renda. 

El maestro vera que este libro se presta en si a ser dividido en lecciones 
para taitareas diarias. El estudio de cada asunto va seguido usualmente 
de uno o mas ejemplos y de un conjunto de ejercicios relacionados con la 
teoria explicada. 

Queremos ahora llamar la atencion sobre algunas caracteristicas espe- 
ciales del libro. El estudio de la Geometrfa analitica no alcanza uno de sus 
prin<;ipales objetivos si no da un analisis completo de cualquiera investiga- 
ci4n particular que se trate. El ser conciso en la presentacion no se justifica 
iiiertamente si una conclusion esta basadaeii la discUsiShdfe urio'b varios 
casos posibles. EspOr esto que la investigation de cada cuestibn se ha 
hecho tan completa cottio ha sido posible 1 ,' f los casos excepcionales no 
han sido considerados. Algunos ejemplos de esto pueden verse en la dis-' 
cusion de las posiciones relativas de dos fectas (Aft. '30), la determina- 
tion de la distancia de una "reeta a un putito dado (Art: 33) y el estudio' 
de las familias o haces de cireunfereneias (Art. 42);' ' r ' 

Otra particularidad de esta obra es el dar en forma de tabla o cuadfty 
sinoptico, un resUmen de Mfiriulas y resultados estreehamente relacid- 
nados. Una larga expierienei&'ha'ebnveheido al alitor 'd'e 'que 5 paTS 16s' ! 
estudiantes es una gran ayuda el u'sode tales resumerii?sl i!;?h - ' -\ 

Se observara que se han introducido varios teVminos hiievds'.' ' ; P6r' 
ejemplo el eje focal y el eje normal para las secciones'coriidasCArt.'BO), 
el nombre indicador para el ihvafi'ahte B 2 — bAC fa la 'ecualciori general 1 
de segundo grado con dos variables (Art. 74) y el termino jfidYpiHnapai^' 
coordenadas polares (Art. ! 8G). : Creemo^'que 'el Uso de estoS t&irilhds y 
el de los parentesis rectatagular'es^a^a^nfeerr&rlc^nu^^ 
una recta en elespacio (Art. lIT)'es mu^'c^rivehieh'te. ■ •! ! • ' '■■ -<u ■•.,:. 

El desarrollo de la Geometrfa analitiCa^del espa'6i6 !1 e8 ! dorisi'de l rk ; b1e- 1 
mente mas completo que el que aparece eh la'm'aybria; de lbs fiflrbs' de; 
texto. Un buen fundament© ^h Gedmetr , ia attalitiba del : esp'^Kd ete'de grari 
valor para estudibs posteritfre^ de MatemaMabasV^Por ejem ( pld;'uri : estudio' 
razonado de intersection de superrl'cies'y cufv'as'en el'esp'acib 1 Bfe'rd li'ria 
gran ayuda para la comprensiori'fle'mitch'by'temaB de (3alculb i'rifiriitesi- 
mal. Creemoa, tambieri, que se h'a' iticluMd stintiyhte 1 material £afa que° 
el libro pueda ser facilmente adaptad&'aun cufsbdeGeBm'etrta'a'naffiiba 
del espacio. "'"''■ i:: ' '"" •*"' '" l! _' ,ill " ,; ; ' ,:,: ^'" : '••' 

Como es deseable que el estudiante enf6q"ue su kte'rtiWn 'sBbr^ ! uh mi- 
ninio de conceptos a la vez, se han agrupado los temas semejantes en 
articulos y capitulos individuales. Esto evita las desventajas de la dis- 
traccibn causada por la dfpefsidn de lo8 temas en todo el libro. Por 
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ejemplo, toda la parte fundamental sobre coordenadas polares esta con- 
tenida en un solo capitulo. Esta concentration de material hace que el 
libro sea mas util para consulta aun despues que el estudiante haya ter- 
minado su curso de Geometria analitica y este dedicado a estudios mas 
avanzados. 

El libro contiene suficiente materia para un curso semestral de cinco 
horas por semana pero es facilmente adaptable a cursos mas cortos. El 
maestro puede tambien omitir ciertas partes de Geometria analitica del 
espacio y ver solamente aquellas indispensables para estudiar Calculo 
infinitesimal. 

Se ha dado especial atenckSn a los ejercicios, de los cuales hay 1920 
ordenados en 71 grupos. Esto es mucho mas de lo que normalmente 
resuelven los alumnos en un curso, pero permite una variation de tareas 
de ano a afio. Al final del libro se dan las soluciones a la mayoria de 
estos ejercicios. Ademas hay 134 ejemplos resueltos completamente. 

Se incluyen dos apendices. El primero consiste en una lista resumen 
de formulas, definiciones y teoremas, de Geometria elemental, Algebra y 
Trigonometria plana. El segundo apendice consiste en una serie de 
tablas numericas para ser usadas en los calculos. 

El autor desea expresar a su amigo y colega el profesor F. H. Miller 
su sincera gratitud por el constante estimulo y valiosa cooeperaci6n en la 
realization de su tarea. El profesor Miller ha leido el manuscrito com- 
plete cuidadosamente y ha contribuido mucho al valor del libro por sus 
utiles sugestiones y critica constructiva. 

Charles H. Lehmann 
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CAPITULO PRIMERO 
SISTEMAS DE COORDENADAS 

1. Introducci6n. El objeto de este capitulo es presentar algunos 
de los conceptos fundamentals de la Geometrfa analitica plana. 
Estos conceptos son fundamentals en el sentido de que constituyen 
la base del estudio de la Geometrfa analitica . En particular , se hard 
notar c6mo se generalizan muchas de las nociones de la Geometrfa 
elemental por los mdtodos de la Geometrfa analitica . Esto se ilustrard 
con aplicaciones a las propiedades de las lineas rectas y de las figuras 
rectilineas . 

2. Segmento rectilineo dirigido. La porcidn de una lfnea recta 
comprendida entre dos de sus puntos se llama segmento rectilineo o 
simplemente segmento. Los dos puntos se llaman extremos del seg- 
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Fig. I 

mento . Asi , en la figura 1 , para la recta I , AB es un segmento 
cuyos extremos son A y B. La longitud del segmento AB se repre- 
senta por AB . 

El lector ya esta familiarizado con el concepto geom&rico de 
segmento rectilineo. Para ios fines de la Geometrfa analitica afla- 
diremos , al concepto geomdtrico de segmento , la idea de sentido o 
direccidn. Desde este punto de vista consideramos que el segmento AB 
es generado por un punto que se mueve a \o largo de la recta I de A 
hacia B. Decimos entonces que el segmento AB esta dirigido de 
A a B , e indicamos esto por medio de una flecha como en la figura 1 . 
En este caso , el punto A se llama origen o punto initial y el punto B 
extremo o punto final . Podemos tambidn obtener el mismo segmento 
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dirigiendolo de B a A ; entonces B es el origen y A el extremo , y el 
segmento se designa por BA . El sentido de un segmento dirigido se 
indica siempre escribiendo primero el origen o punto initial . 

Desde el punto de vista de la Geometrfa elemental , las longitudes 
de los segmentos dirigidos , AB y BA , son las mismas . En Geome- 
trfa analitica , sin embargo , se hace una distincion entre los signos de 
estas longitudes . Asi , especificamos , arbitrariamente , que un seg- 
mento dirigido en un sentido sera considerado de longitud positiva , 
mientras que otro , dirigido en sentido opuesto , sera considerado 
como un segmento de longitud negative . De acuerdo con esto , si 
especificamos que el segmento dirigido AB tiene una longitud posi- 
tiva , entonces el segmento dirigido BA tiene una longitud negativa , 

y escribimos 

AB=-BA. (1) 

Consideremos ahora tres puntos distintos A, B y C sobre una 
ltnea recta cuya direction positiva es de izquierda a derecha. Hay 
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Fig. 2 
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3 ! = 6 ordenaciones posibles de estos puntos , como se muestra en la 
figura 2. Considerando solamente segmentos dirigidos de longitudes 
positivas, tenemos las seis relaciones siguientes correspondientes a 
estas ordenaciones : 

~AC +~CB =~AB , (a) 

~CA + IB = ~CB , (b) 

~AB+liC =^AC , (c) 

~BC + ~CA = ~BA , (d) 

CB i-BA =~CA , (e) 

~BA + ~AC = ~BC . • (/) 

Demostraremos en seguida que todas estas relaciones estan inclui- 
das en la relacidn fundamental: 

~AB+~BC ~~AC. (2) 
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Enefecto, por (1), CB = — BC , de manera que la relaci<5n (a) 

puede escribirse 

AC - BC = AB , 

de donde^ pasando — BC al segundo miembro , obtenemos (2). 
Analogamente, por ser CA - — AC y CB = — BC por (1), la 
relation (6) se convierte en 

- AC + AB BC , 

en donde , por transposici6n , obtenemos tambien (2) . La relation 
(c) esta ya en la forma (2). Como anteriormente , usando (1), 
vemos que (d) , (e) y (/) se reducen cada una a (2) . 

3. Sistema coordenado lineal. En el Articulo anterior hemos 
introducido los conceptos de direcci6n y signo con respecto a los 
segmentos rectillneos . Ahora vamos a dar un paso mis introduciendo 
la idea de correspondencia entre un punto geom^trico y un niimero 

P' P 2 A Pj P 

X'- ' 1 o ' ' 1 *-X 

{x') (x 2 ) (0) (1) (xj (x) 

Fig. 3 

real. Consideremos (fig. 3) una recta X'X cuya direcci6n positiva 
es de izquierda a derecha, y sea un punto fijo sobre esta linea. 
Tomemos una longitud conveniente como unidad de medida ; si A es 
un punto de X'X distinto de O y situado a su derecha, la longitud 
OA puede considerarse como unidad de longitud . Si P es un punto 
cualquiera de X ' X situado a la derecha de y tal que el segmento 
dirigido OP , de longitud positiva, contiene x veces a la unidad adop- 
tada de longitud , entonces diremos que el punto P corresponde al 
niimero positivo x. Analogamente , si P' es un punto cualquiera 
de X'X situado a la izquierda de y tal que el segmento dirigido 
OP' tenga una longitud negativa de x' unidades, entonces diremos 
que el punto P ' corresponde al niimero negativo x' . De esta manera , 
cualquier niimero real x puede representarse por un punto P sobre la 
recta X'X. Y reciprocamente , cualquier punto dado P situado 
sobre la recta X'X representa un niimero real x , cuyo valor numenco 
es igual a la longitud del segmento OP y cuyo signo es positivo o 
negativo segun que P este* a la derecha o a la izquierda de . 

De acuerdo con esto , hemos construldo un esquema por medio del 
cual se establece una correspondencia biunivoca entre puntos de una 
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recta y los numeros reales . Tal esquema se llama un sistema coorde- 
nado . En el caso particular considerado , como todos los puntos estan 
sobre la misma recta , el sistema se llama sistema unidimensional o 
sistema coordenado lineal . Refiriendonos a la figura 3 , la recta X ' X 
se llama eje y el punto es el origen del sistema coordenado lineal . 
El numero real x correspondiente al punto P se llama coordenada del 
punto P y se representa por (x) . Evidentemente , de acuerdo con 
las convenciones adoptadas, el origen tiene por coordenada (0) y 
el punto A tiene por coordenada (1 ) . El punto P con su coordenada 
(a;) es la representaci&n geomttrica o grdfica del numero real x, y la 
coordenada (x) es la representacidn analitica del punto P. Ordina- 
riamente escribiremos el punto P y su coordenada juntos , tal como 
sigue : P(x). 

Es importante hacer notar que la correspondencia establecida por 
el sistema coordenado lineal es unica. Es decir, a cada numero 
corresponde uno y solamente un punto sobre el eje , y a cada punto 
del eje correspode uno y solamente un numero real . 

Vamos a determinar ahora la longitud del segmento que une dos 
puntos dados cualesquiera , tales como Pi (xi ) y Pi (x») de la figura 3 . 
En Geometria analitica , se dice que los puntos estan dados cuando se 
conocen sus coordenadas . Por tanto , xi y xi son niimeros conocidos . 
Por la relation (2) del Articulo 2 , tenemos : 



OPi + PiP*=OP». 



Pero , OPi = xi y OPt = xt . Luego , 



Xl + PlPt = X2, 

de donde , 

Pi Pa = xi — xi . 



La longitud del segmento dirigido P»Pi , obtenida de PiPs por me- 
dio de la relation (1 ) del Articulo 2 , es 



Pa Pi = Xl — Xt . 

En cualquier caso , la longitud de un segmento dirigido se obtiene 
restando la coordenada del punto initial de la coordenada del punto 
final . Este resultado se enuncia como sigue : 

1'roRBMA 1 . En un sistema coordenado lineal, la longitud del seg- 
mento divipido que une dos puntos dados se obtiene, en magnitud y signo, 
restando In coordenada del origen de la coordenada del exiremo . 
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La distancta entre dos puntos se define como el valor numeYico o 
valor absolute de la longitud del segmento rectilfneo que une esos dos 
puntos . Si representamos la distancia por d , podemos escribir : 



d = \P 1 Pi\ = \ Xt -Xx\, 

o tambien , 

d = | Pi Pi | = |*i — **|. 

Ejemplo. Hallar la distancia entre los puntos Pi (5) y P 2 (-3). 
Soluci6n. Poi el teoiema 1, las longitudes de los segmentos dirigidos son 



P1P2 =-3-5=-8 



PaPi - 5 -(-3)= 8 

Entonces, para cualquiera de los dos segmentos dirigidos, la distancia esta 
dada por 

rf-|-8|-|8|-8. 

4. Sistema coordenado en el piano. En un sistema coordenado 
lineal , cuyos puntos estan restringidos a estar sobre una recta , el eje , 
es evidente que estamos extremadamente limitados en nuestra investi- 
gaci6n analitica de propiedades geom&ricas . Asi , por ejemplo , es 
imposible estudiar las propiedades de los puntos de una circunferencia . 
Para extender la utilidad del metodo analitico , consideraremos ahora 
un sistema coordenado en el cual un punto puede moverse en todas 
direcciones manteni^ndose siempre en un piano . Esjte se llama sistema 
coordenado-bidimensional o piano , y es el sistema coordenado usado 
en la Geometrfa analitica plana . 

El primer ejemplo que estudiaremos de uno de estos sistemas , y , 
ademas , el mas importante , es el sistema coordenado rectangular , 
familiar al estudiante desde su estudio previo de Algebra y Trigono- 
metria . Este sistema , indicado en la figura 4 , consta de dos rectas 
dirigidas X'X y Y'Y, llamadas ejes de coordenadas , perpendiculares 
entre sf . La recta X' X se llama eje X; Y'Y es el eje Y; y su punto 
de intersecci6n , el origen . Estos ejes coordenados dividen al piano 
en cuatro regiones llamadas Cuadrantes numerados tal como se indica 
en la figura 4 . La direcci6n positiva del eje X es hacia la derecha ; la 
direcci6n positiva del eje Y , hacia arriba . 

Todo punto P del piano puede localizarse por medio del sistema 
rectangular . En efecto , se traza PA perpendicular al eje X y PB 
perpendicular al eje Y. La longitud del segmento dirigido OA se 
representa por * y se llama abscisa de P ; la longitud del segmento 
dirigido OB se representa por y y se llama ordenada de P . Los dos 
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numeros reales , x y y , se Ilaman coordenadas de P y se representan 
por (*, y) . Las abscisas medidas sobre el eje X a la derecha de 
son positivas y a la izquierda son negativaa; las ordenadas medidas 
sobre Y arriba de son positivas y abajo son negativaa. Los signos 
de las coordenadas en los euatro cuadrantes estfin indicados en la 
figura 4. 

Es evidente que a cada punto P del piano eoordenado le corres- 
ponden uno y solamente un par de coordenadas (x , y) . Recfproca- 



II (-.+) 



X'- 



O 



IIK-,-) 



If+,+) 
-<\P(x,y) 



-*~X 



ivr+»-^ 



Y' 

Fig. 4 



mente , un par de coordenadas (x , y) cualesquiera determina uno y 
solamente un punto en el piano eoordenado . 

Dadas las coordenadas (x , y) , x^y, quedan determinados 
dos puntos , uno de coordenadas (x , y)y otro de coordenadas (y , x) 
que son diferentes . De aquf que sea importante escribir las coordena- 
des en su propio orden , escribiendo la abscisa en el primer lugar y la 
ordenada en el segundo . Por esta raztfn un par de coordenadas en el 
piano se llama un par ordenado de numeros reales . En vista de nues- 
tra discusidn anterior , podemos decir que el sislema eoordenado rectan- 
gular en el piano estdblece una correspondencia biunlvoca entre cada punto 
del piano y un par ordenado de numeros reales . 

La localization de un punto por medio de sus coordenadas se llama 
trazado del punto. Por ejemplo, para trazar el punto (—5, —6), 
seflalaremos primero el punto A , sobre el eje X , que estd 5 unidades 
a la izquierda de ; despues , a partir de A , sobre una paralela al 
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eje Y , mediremos seis unidades hacia aba jo del eje X , obteniendo asi 
al pun to P(— 5 , — 6) . La construccidn esta indicada en la figura 5 , 
en la que se han trazado tambien los puntos (2,6), (— 6, 4) y 
(4, -2). 

El trazado de los puntos se facitita notablemente usando papel 
coordenado rectangular, dividido en cuadrados iguales por rectas 
paralelas a los ejes coordenados . La figura 5 es un modelo de papel 



y 



X'~ 



£tt 



ze; 



5, 



31 



i*3I 



a; 



EIE 



-**x 



Y' 

Fig. 5 



de esta clase . Se recomienda al estudiante el empleo de papel coorde- 
nado milimetrado cuando se requiera un trazado de gran exactitud . 

Si consideramos solamente aquellos puntos cuyas ordenadas son 
cero , veremos que todos ellos estan sobre el eje X , y el sistema coor- 
denado piano se reduce al sistema coordenado lineal. Por lo tanto , el 
sistema coordenado lineal es , simplemente , un caso especial del siste- 
ma piano . 

Otro sistema piano que tendremos ocasi<5n de usar es el sistema de 
coordenados polares . Las coordenadas polares se estudiaran mas ade- 
lante en un capitulo especial . 

El lector debera observar que en los sistemas coordenados que han 
sido estudiados , se establece una correspondencia entre los puntos y el 
con junto de los niimeros reales . No se ha hecho mencidn de los niime- 
ros complejos del Algebra. Como nuestros sistemas coordenados no 
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especifican nada para los numeros complejos , no consideraremos tales 
numeros en nuestro estudio de la Geometria analltica . 

Ejemplo. Un triangulo equilatero OAB cuyo Iado tiene una longitud a 
esta colocado de tal manera que el Venice O esta en el origen. el Venice A esta 

sobre el eje de las X y a la derecha 
Y de O, y el vertice B esta arriba del 

eje X. Hallar las coordenadas de los 
vertices A y B y el area del trian- 
gulo. 

Soluci6n. Con referenda a los 
ejes cooidenados, el triangulo esta en 
la posicion indicada en la figura 6. 
Como OA = a. la abscisa del punto 
A es a. Tambien, por estar A sobre 
el eje de las X, su ordenada es 0. 
Por tanto, las coordenadas del Veni- 
ce A son (a, 0) . 

Si trazamos la altura BC, per- 
pendicular al lado OA, sabemos, por 
la Geometria elemental, que C es el 

punto medio de OA. Por tanto, la abscisa de C es -?-. Como BC es paralela 

al eje Y, la abscisa del punto B es tambien — . La ordenada de B se obtiene 
ahora muy facilmente por el tcorema de Pitagoras; dlcha ordenada es 




*~x 



Fig. 6 



BC= ^AB'-CA 2 = J«t-(|.y->/2a. 
B son, pues, | -5L, ^LA a 1 . 



Las coordenadas del vertice 



El area del triangulo (Apendice IA, 1) es 



K 1 V3 V3 j 

a. = — -a • —— a «= a' . 

2 2 4 



EJERCICIOS. Grupo 1 

Dibnjar una figura para cada ejercicio. 

1. Si A y B son dos puntos diferentes de una recta dirigida, demostrar que 
AB + BA=>0 y Za-JBB-O. 

2. Demostrar que las relaciones (d) , (e) J (f) son casos particulares de la 
relaci6n (2) del Articulo 2. 
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3. Si A, B, C y D son cuatro puntos distintos cualesquiera de una recta 
dirigida, demostrar que, para todas las ordenaciones posibles de estos puntos 
sobre la recta, se verifica la igualdad 

AB + BC + CD = AD. 

4. Hallar la distancia entre los puntos cuyas coordenadas son: (—5) y 
(6); (3) y (-7); (-8) y (-12). 

5. La distancia entre dos puntos es 9. Si uno de los puntos es (—2), 
hallar el otro panto. (Dos casos.) 

6. En un sistema coordenado lineal, Pi(xi) y P2(x2) son los puntos 
extremos dados de un segmento dirigido. Demostrar que la coordenada (x) de 
un punto P que divide a P1P2 en la razon dada r = Pi P : P P2 es 

xi + rx2 
* = 1 + r ' r *~ l - 

7. Haciendo r — 1 en la formula obtenida en el ejercicio 6, demostrar que 
la coordenada del punto medio de un segmento rectilineo es la media aritmetica 
de las coordenadas de sus puntos extremos. 

8. Hallar los puntos de triseccion y el punto medio del segmento dirigido 
cuyos extremos son los puntos (—7) y (— 19) . 

9. Un extremo de un segmento dirigido es el punto (—8) y su punto 
medio es (3) . Hallar la coordenada del otro extremo. 

10. Los extremos de un segmento dirigido son los puntos Pi (4) y P% (— 2) . 
Hallar la razon P 2 P : ~PP~i en que el punto P (7) divide a este segmento. 

11. Un cuadrado, de lado igual a 2 a. tiene su centro en el origen y sus 
lados son paralelos a los ejes coordenados, Hallar las coordenadas de sus cuatro 
vertices. 

12. Tres vertices de un rectangulo son los puntos (2, —1), (7, — 1) y 
(7, 3). Hallar el cuarto Venice y el area del rectangulo. 

13. Los vertices de un triangulo rectangulo son los puntos (1, —2), 
(4, —2), (4, 2). Determinar las longitudes de los catetos. y despues calcular 
el area del triangulo y la longitud de la hipotenusa. 

14. En el triangulo rectangulo del ejercicio 13, determinar primero los 
puntos medios de los catetos y, despues, el punto medio de la hipotenusa. 

15. Hallar la distancia del origen al punto (a, b) . 

16. Hallar la distancia entre los puntos (6, 0) y (0. —8). 

17. Los vertices dc un cuadrilatero son los puntos (1. 3), (7, 3), (9, 8) 
y (3. 8) . Demostrar que el cuadrilatero es un paralelogramo y calcular su area. 

18. Dos de los vertices de un triangulo equilatero son los puntos (— I, 1) 
y (3, 1). Hallar las coordenadas del tercer vertice. (Dos casos.) 
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19. Demosttai que los pantos (—5, 0), (0, 2) y (0, — 2) son los ver- 
tices de un triangulo isosceles, y calcular su area. 

20. Demosttar que los puntos (0, 0) , (3, 4) , (8, 4) y (5. 0) son los 
vertices de un lcibo, y calcular su area. 

5. Caracter de la Geometria analitica. La Geometria elemental , 
conocida ya del lector , se llama Geometria pura para distinguirla del 
presente estudio . Acabamos de ver que por = medio de un sistema 
coordenado es posible obtener una correspondencia biunivoca entre 
puntos y numeros leales . Esto , como veremos , nos permitira aplicar 
los mdtodos del Analisis a la Geometrfa , y de ahi el nombre de Geo- 
metria analitica. Al ir avanzando en nuestro estudio veremos, por 
ejemplo , c<5mo pueden usarse , ventajosamente , los m£todos alge- 
braicos en la resoluci6n de problemas geom£tricos . Reciprocamente , 
los mdtodos de la Geometria analitica pueden usarse para obtener 
una representacidn geomdtrica de las ecuaciones y de las relaciones 
funcion ales. 

iij|HMMVB> de sistema coordenado , que caracteriza a la Geome- 
trfa analitica , fne" introducido por primera vez en 1637 por el matema- 
tico francos Rend Descartes (1596-1650) . Por esta raz6n , la Geome- 
tria analitica se conoce tambien con el nombre de Geometria cartesiana. 
Por la parte que toma en la unificaci6n de las diversas ramas de las 
matematicas , la introduccidn de la Geometrfa analitica representa 
uno de los adelantos mas importantes en el desarrollo de las mate- 
maticas . 

En Geometria pura , el estudiante recordara que , generalmente , 
era necesario aplicar un mdtodo especial o un artificio , a la soluci6n de 
cada problema ; en Geometrfa analitica , por el contrario , una gran 
variedad de problemas se pueden resolver muy facilmente por medio de 
un procedimiento uniforme asociado con el uso de un sistema coorde- 
nado . El estudiante debe tener siempre presente que esta. siguiendo un 
curso de Geometria analitica y que la solucidn de un problema geomd- 
trico no se ha efectuado por Geometria analitica si no se ha empleado 
un sistema coordenado . Segun esto , un buen plan para comenzar la 
soluci6n de un problema es trazar un sistema de ejes coordenados 
propiamente designados. Esto es de particular importancia en los 
primeros pasos de la Geometrfa analitica, porque un defecto muy 
comun del principiante es que si el problema que trata de resolver 
se le dificulta, esta propenso a caer en los m6todos de la Geome- 
tria pura. El estudiante debera hacer un esfuerzo para evitar esta 
tendencia y para adquirir el mdtodo y espiritu analitico lo mas pronto 
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6. Distancia entre dos puntos dados. Sean P\(x\, y\) y Ptixt, 1/2) 
dos puntos dados cualesquiera (fig . 7 ) . Vamos a determinar la dis- 
tancia d entre Pi y Pi , siendo d = [ Pi Pj | . Por P t Pi tracemos las 
perpendiculares Pi A y P2 D a ambos ejes coordenados , como se in- 
dica en la figura , y sea E su panto de interseccidn . Consideremos el 
tri&ngulo rectangulo Pi EPi . Por el teorema de Pit&goras , tenemos : 



d 2 = P1P2 = P S JS'+ EPi 



(1) 



? p A^i) 




*-X 



Las coordenadas de los pies de las perpendiculares a los ejes coorde- 
nados son A(xi, 0), B(Q, 2/1), C(xi, 0), D(0, yi). Luego, por el 
teorema 1 (Art. 3) tenemos 



PiE = CA = Xi — Xi, EPi = DB = j/i-j/!. 

Sustituyendo estos valores en (1 ) , obtenemos 

d 2 = (xi-* 2 ) s + (2/1 -2/ 2 ) 2 , 
de donde , 



d= V(xi — X2) 2 +(yi — yi)* . 

Este resultado se enuncia como sigue : 

Teorema 2. La distancia d entre dos puntos Pi(xi, yj) y P 2 (xj, y 2 ) 
esld dada por la formula 



d= V(xi-x 2 ) 2 + (yi-y 2 ) s 



NOTAS. 1. En la demostracion del teorema 2, no se hizo mencion de los 
cuadrantes en que se encuentran los puntos Pi y P 3 . Segun esto el resultado 
del teorema 2 es completamente general e independiente d. la situaci6n de los 
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P a (-3V3,3V5) 



PA3) 



*-X 



puntos Pi y P 2 . La posicion de un punto en un cuadrante particular esta 

determinada por los signos de sus coordenadas. 

2. La distancia d es positiva, siendo Pi Pa el valor numerico o absoluto 

de la longicud del segmento rectili- 
neo. Por esta razon no aparece en la 
formula ningun signo delante del ra- 
dical. Debe entcnderse, por conve- 
nio. que si no aparece ningun signo 
delante de la raiz cuadrada indicada 
de una cantidad, se considera siempre 
que se ttata del valot positioo. Si se 
debe tomar la raiz cuadrada negativa. 
debe aparecer el signo menos delante 
del radical. Asi, el valor positivo de 
la raiz cuadrada de una cantidad a se 
expresa por V a, el valor negativo 
por — V a, y ambos valores, el po- 
sitivo y el negativo por =•= V a . 

Ejemplo. Demostrar que los puntos 

Pi (3, 3), P 2 (-3. -3), P 3 (^3\/T, 3 VI) 

son vertices de un triangulo equilatero. 

Solucidn. El triangulo del problema es el indicado en la figura 8. Por el 
teorema 2, tenemos: 

I PTPa I = V(3 + 3)»+ (3 -f-3) 2 = 6 VI , 




P2P3 



= V(- 


3 + 3 V3)'+ (- 


■3 -3 V3) 2 


= V(9 


- 18 V 3 + 27) + (9 + 18 V"3 + 27) 


= V36 + 36 = 6V2, 





I P3P1 I = V(-3\/3-3) 2 + (3v/3-3) ! =6V2. 
Luego el triangulo es equilatero, ya que todos sus lados son de igual longitud. 



7. Divisi6n de un segmento en una raz6n dada. 

Teorema 3. Si Pi(xi, yi) y P2(x 2 , y2) son los extremos de un 
segmento Pi P2 , las coordenadas (x , y) de un punto P que divide a este 
segmento en la razdn dada r=PiP : P P2 son 



x = 



xi + rx 2 

1 + r ; 



y = 



yi + rya 
1 + r * 



r * -1. 



Demostbaci6n. Por los puntos Pi, P, Pi, tracemos perpen- 
diculares a los ejes coordenados , tal como se indica en la figura 9. 
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Por Geometrfa elemental , las tres rectas paralelag Pi At , PA y Pi A* 
interceptan segmentos proportionates s o b r e las dos transversales 
Pi Pj y Ai Ai. Por tanto , podemos escribir 



PiP AiA 



PPi 



AA* 



(1) 



Las coordenadas de los pies de las perpendiculares al eje X son 
Ai(x h 0), A(x, 0), Atfa, 0). 
Por tanto , por el teorema 1 , del 
Artfculo 3 , tenemos 



A\A = x — xi , 
A At = xi — x . 

Sustituyendo estos valores en 
( 1 ) , obtenemos 



P 2 tevVi) 



r = 



x — XI 



Xl — x' 
de donde , 

xi + rii 




x = 



1 + r 



r* 



Fig. 9 



Por un procedinoiento semejante para las ordenadas, obtenemos 
P^P 



r = 



PPl 



BiB 
BBi 



y — yi 



(2) 



de donde , 



y 



y\ + ryi 
1+r > 



r*-l. 



En el caso particular en que P es el punto medio del segmento 
dirigido Pi Pj , es r = 1 , de manera que los resultados anteriores se 
reducen a 



x = 



Xl + Xi 



y = 



yi +2/2 



Segiin esto tenemos el siguiente 



Coholahio . Las coordenadas del punto medio de un segmento diri- 
gido cuyos punios extremos son (xi , yi ) y (xa j y* ) son 



x = 



Xl + X? 



y = 



yi + y» 
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NOTAS. 1. En Geometria elemental, las relaciones (1) y (2) se escriben 
sin considerar el signo. En Geometria analitica, en cambio, las lazones deben 
ser consideradas con su signo, ya que estamos tratando con segmentos rectilineos 
dirigidos. 

2. Al usar las formulas del teorerha 3, debe cuidarse de que la sustitucion de 
las coordenadas sea correcta. Por tsia razon, frecuentemente es preferible no 
sustituir en estas formulas sino escribir directamente los valores de las razones, 
tal como los dan las formulas (1) y (2) . Esto se muestra en el ejemplo que 
damos a continuacion. 

3. Si el punto de division P es externo al segmento dirigido P1P2, la razon 
r es negativa. 




*x 



Ejemplo. Si Pi (—4, 2) y P2(4, 6) son los puntos extremos del segmento 
dirigido Pi P2, hallar las coordenadas del punto P (x, y) que divide a este 
segmento en la razon PiP : PP2 = — 3. 

Solucidn. Como la razon r es negativa. el punto de division P es externo, 
tal como se indica en la figura 10. Si aplicamos el teorema 3 directamente, 
obtenemos 

v _ xi + r*a _ -4 +(-3)4 _ a 

.. -, Vi + ryz _ 2 + (- 3)6 _ R 
y 1 +r 1-3 

Si, como se sugiere en la nota 2 anterior, escribimos las razones directamen- 
te, obtenemos tambien 



PiP 



(-4) 




PPa 



6-y 



= — 3, de donde, x = 8: 



3, de donde, y = 8. 
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EJEECICIOS. Grupo 2 

Dibujese ana figuta para cada ejetcicio. 

1. Hallar el perimetro del cuadrilatero cuyos vertices son (—3, —1), 
(0, 3), (3, 4), (4. -1). 

2. Demostrar que los puntos (—2, —1), (2, 2) , (5, —2), son los 
vertices de un triangulo isosceles. 

3. Demostrar que los puntos (2, —2), (—8, 4), (5, 3) son los vertices 
de un triangulo rectangulo, y hallar su area. 

4. Demostrar que los tres puntos (12, 1), (—3, —2), (2, - 1) son 
colineales, es decir. que estan sobre una misma linea recta. 

B. Demostrar que los puntos (0, 1), (3, 5), (7, 2), (4, —2) son los 
vertices de un cuadrado. 

6. Los vertices de un triangulo son A (3, 8), B(2, — 1) y C(6, —I). 
Si D es el punto medio del lado BC. calcular la longitud de la mediana AD. 

7. Demostrar que los cuatro puntos (1, 1), (3, 5), (11, 6), (9, 2) 
son los vertices de un paralelogramo. 

8. Calcular el area del triangulo cuyos vertices son los puntos (0, 0) , 
(1, 2), (3, — 4). Sugeslion. Usese la segunda formula del Apendice IA, 1. 

9. Uno de losextremos de un segmento rectilineo de longitud 5 es el punto 
(3, — 2) . Si la abscisa del otro extremo es 6 hallar su ordenada. (Dos solu- 
ciones. ) 

10. Determinar la ecuacion algebraica que expresa el hecho de que el punto 
(_Xr y) equidista de los dos puntos (—3, 5), (7, —9). 

11. Hallar los puntos de triseccion y el punto medio dtl segmento cuyos 
extremos son los puntos (— 2, 3) y (6, — 3) . 

12. Los puntos extremos de un segmento son Pi (2, 4; y P 2 (8, —4). 
Hallar el punto P (x, y) que divide a este segmento en dos partes tales que 
PTP :PP[ = - 2. 

13. Uno de los puntos extremos de un segmento es el punto (7, 8) , y su 
punto medio es (4, 3) . Hallar el otro extremo. 

14. Los extremos de un segmento son los puntos Pi(7, 4) y P»( — 1, —4) . 
Hallar la raz6n Pi P : PP2 en que el punto P (1 , — 2) divide al segmento. 

15. Los puntos medios de los lados de un triangulo son (2, 5) , (4, 2) y 
(1, 1). Hallar las coordenadas de los tres vertices. 

16. Los vertices de un triangulo son A (— 1. 3) , B (3, 5) y C (7, — 1) . 
Si D es el punto medio del lado AB y E es el punto medio del lado BC, demos- 
trar que la longitud del segmento DE es la mitad de la longitud del lado AC. 

17. En el triangulo rectangulo del ejercicio 3, demostrar que el punto medio 
de la hipotenusa equidista de los tres vertices. 
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18. Demos trar que los segmentos que unen los pantos medios de los lados 
sucesivos del cuadrilatero del ejercicio 1 forman un paralelogramo. 

19. Los vertices de un triangulo son (2, —1), ( — 4, 7), (8, 0). Hallar, 
para cada una de las medianas, el punto de triseccion mas cercano al panto medio 
del lado correspondiente. Demostrar que este punto es el mismo para cada una 
de las medianas y, por tanto, que las medianas concurren en un punto. Este 
punto se llama bacicentco del triangulo. 

20. En el triangulo cuyos vertices son (xi, t/i) • (-*2> <Jz) > (*3. <Jz) . 
demostrar que las coordenadas del baricentro son 

(HUi 4 xi + jc 3 ], Hts/i 4 W2 4 t/3]) • 

Utilizar este resultado para comprobar el ejercicio 19. 

8. Pendiente de una recta. Dos rectas al cortarse forman dos 
pares de angulos opuestos por el vertice (fig. 11). Por tanto, la ex- 
presidn ' ' el angulo comprendido entre dos rectas ' ' es ambigua , ya 




Fig. 11 

que tal angulo puede ser el a o bien su suplemento el (J . Para hacer 
una distincion entre estos dos angulos , consideramos que las rectas 
estan dirigidas y luego establecemos la siguiente 

Definici6n. Se llama dngido de dos rectas dirigidas al formado 
por los dos lados que se alejan del vertice . 

Asi, por ejemplo, segun esta definicion, el angulo que foiman las rectas 
dirigidas U y h (fig. 11) es el angulo a. Sin embargo, si la direccion de una 
de estas rectas, digamos /a, se invierte, el angulo formado por las dos rectas es 
el angulo suplementario fJ. 

Si h j li son paralelas, diremos que el angulo comprendido entre ellas es de 
0° cuando tienen la misma direccion, y de 180° cuando tienen direcciones 
opuestas. 

NOTA. En la figura 11, teniendo las rectas sus direcciones marcadas. el 
angulo y = 360° — a tambien, segun la definicion 1, es el angulo de las rectas 
li y /s. Este angulo y > '80° se llama angulo concavo. Siempre que hablemos 
de angulo de dos rectas, solo consideraremos angulos < 180°. 
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Definici6n 2. Se llama dngulo de inclinacidn de una recta el 
formado por la parte positiva del eje X y la recta , cuando &ta se 
considera dirigida hacia arriba . 

Asi , de acuerdo con las definiciones 1 y 2 , el angulo de inclinacidn 
de la recta I (fig. 12) es a, y el de I' es a'. Evidentemente , a 
puede tener cualquier valor comprendido entre 0° y 180° ; es decir, 
su intervalo de variacidn esta dado por 



0° < a < 180° . 



(1) 



Para la mayor parte de los problemas de Geometrfa analitica , em- 
plearemos mas la tangente del angulo de inclinacidn que el angulo 
mismo . Segiin esto : 

Definici<5n 3. Se llama pen- 
dienle o coeficiente angular de una 
recta a la tangente de su angulo de 
inclinacidn . 

La pendiente de una recta se 
designa comunmente por la letra m. 
Por tanto , podemos escribir 



m 



tg a. 



(2) 




*X 



Fig. 12 



Por (1) y (2) se ve que la pen- 
diente puede tomar todos los valores 
reales . Si a es agudo, la pendiente 
es positiva , como para la recta I en la figura 12 ; si a' es obtuso , 
como para la recta I' , la pendiente es negativa. Cualquier recta que 
coincida o sea paralela al eje Y sera perpendicular al eje X, y su 
angulo de inclinacidn sera de 90° . Como tg 90° no esta definida , 
la pendiente de una recta paralela al eje Y no existe. Podemos 
establecer, por lo tanto, que toda recta perpendicular al eje X no 
tiene pendiente . El estudiante recordara , probablemente , la igualdad 
tg 90° = oo , cuyo significado debe considerar muy cuidadosamente 
ya que oo no es un niimero . Esta igualdad es una manera simbdlica 
de expresar que , a medida que el angulo a se aproxima mas y mas 
a 90°, tg a se hace y permanece mayor que cualquier numero positivo 
por grande que se suponga . 

Teorema 4. Si Pi(xi, yi) y Pj(x», y 2 ) son dos puntos dijerentes . 
eualesquiera de una recta, la pendiente de la recta tes 



yi — y» 

m = =*- . xi ?£■ X2 . 

Xl — x» ' 



(3) 



L«hnman< — 2. 
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Demosteaci6n . Consideremos la recta Pi Pi de la figura 13, 
determinada por los puntos Pi y Pi , y sea a su angulo de inclina- 
tion . Por Pi y Pj tracemos las perpendiculares Pi A\ y Pi Ai al 
eje X , y por Pi tracemos una paralela al eje X que corte a Pi A\ 
en B . El angulo Pi Pi B = a , y , por Trigonometria , tendremos 



m = tg <x = 



BPi 
PiB 



(4) 




*-X 



Las coordenadas de los puntos Ai, Aj y B son A\(x\, 0), Aifa, 0) 
y Bixi , y 2 ) . Por tan to , por el teorema 1 , Art. 3 , tenemos 



BPi = r/i — j/2 , P? B = A 2 Ai = ii — x-i. 

Sustituyendo estos valores en (4) , obtenemos lo que se queria de- 
mostrar . 



NOTAS. 1. El valor de m dado por la formula (3) no esta definido anali- 
ticamente para xi = x 2 - En cstc caso, la interpretacion geometrica es que una 
recta determinada por dos puntos diferentes con abscisas iguales es paralela al 
eje V y, por tanto, como se anoto anteriormente, no tiene pendiente. 

2. El orden en que se toman las coordenadas en (3) no tiene importancia, 

yaque yz ~ yi = v - &2. El estudiante debe evitar, en cambio. el error muy 

X2 — X\ x\ — Xt 
f recuente de torrur las ordenadas en un orden y las abscisas en el orden contrario, 
ya que esto cambia el signo de m. 
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Ejemplo. Hallar la pendiente y el angulo de inclinaci6n de la recta que pasa 
por los puntos (1, 6), (5, —2). 

SoluciAn. Est a recta se muestra en la figura 14. Por el teorema 4 tenemos, 
para la pendiente, 

m , 6-(-2) 8 __, 

De la tabla B del Apendice II tenemos, para angulo de inclinacion, 
a = arc tg (-2)- 116° 34'. 




*-x 



Fig. 14 

9. Signiflcado de la frase "condicidn necesaria y suficiente". En 
este aftfculo nos apartaremos moment&neamente de nuestro estudio de 
la Geometria analitica para considerar el signiflcado de una expresion 
que se presenta frecuentemente en Matem&ticas. La expresion par- 
ticular a que nos referimos es ' ' una condition necesaria y suficiente ' ' . 
Veamos primero su signiflcado con un ejemplo . 

Consideremos el sencillo teorema siguiente de la Geometria ele- 
mental : 

Si un triangulo es isosceles , los angulos opuestos a los lados iguales 
son iguales . 

Este teorema establece que si un triingulo es isosceles necesa- 
riamente se verifica que los Angulos opuestos a los lados iguales son 
iguales . Por tanto , podemos decir que la existencia de dos Angulos 
iguales es una condicidn necesaria para que el tri&ngulo sea isosceles . 
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Pero el reclproco de este teorema tambi6n es verdadero , a saber : 

Si dos angulos de un triangulo son iguales , los lados opuestos a 
estos angulos son tambi6n iguales , y el triangulo es isdsceles . 

Este teorema establece que la existencia de dos angulos iguales es 
suficiente para que un triangulo sea isdsceles . De ahi deducimos que la 
existencia de dos angulos iguales es una condicidn suficiente para que 
el triangulo sea isdsceles . 

Podemos entonces combinar ambos teoremas , directo y reclproco , 
en el siguiente enunciado unico : 

Una condicidn necesaria y suficiente para que un triangulo sea isds- 
celes es que dos de sus angulos sean iguales . 

Una frase de uso frecuente en lugar de ' ' una condicidn necesaria y 
suficiente" es "si y solamente si". Asi el enunciado precedente 
puede escribirse : 

Un triangulo es isdsceles si y solamente si dos de sus angulos son 
iguales . 

De una manera mas general , si la hipdtesis A de un teorema 
implica la verdad de una tesis B , entonces B es una condicidn nece- 
saria para A. Por otra parte, si, recfprocamente , B implica la 
verdad de A , entonces B es una condicidn suficiente para A 

Debemos hacer notar , sin embargo , que una condicidn puede ser 
necesaria sin ser suficiente , y viceversa . Por ejemplo , para que un 
triangulo sea equilatero , es necesario que sea isdsceles ; pero la condi- 
cidn no es suficiente , ya que un triangulo puede ser isdsceles sin ser 
equilatero . 

Puede haber mas de una condicidn necesaria y suficiente para la 
verdad de un teorema . Asi , una condicidn necesaria y suficiente para 
que un triangulo sea equilatero es que sea equiangulo . Y otra condi- 
cidn necesaria y suficiente para que un triangulo sea equilatero es la 
igualdad de sus tres alturas . * 

A medida que vayamos avanzando en nuestro estudio de la Geome- 
tria analitica , tendremos ocasiones frecuentes de deducir condiciones 
necesarias y suficientes de naturaleza analitica para diversas propieda- 
des geom6tricas . 

10. Angulo de dos rectas. Consideremos (fig. 15) las dos rectas 
h y h ■ Sea C su punto de interseccidn y A y B los puntos en que 
cortan al eje X. Sean $i y $2 los dos angulos suplementarios que 
forman . Cada uno de estos angulos , $ 1 y $ 2 , se miden , tal oomo 
indican las flechas curvadas , en sentido contrario al de las manecillas 
de un reloj , sea , en sentido positivo , como en Trigonometria . La 
recta a partir de la cual se mide el angulo se llama recta inicial; 
la recta hacia la cual se dirige el angulo se llama recta final. Las 
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pendientes de las rectas initial y final se llaman pendiente initial 
y pendiente final , respectivamente . 

Designemos por ai el angulo de inclination de la recta U y por mi 
la pendiente ; para la recta h , sean at y mi el angulo de inclinaci6n 
y la pendiente, respectivamente. Para el angulo 0\, la recta inicial 
es h , la pendiente inicial es mi , la recta final es h y la pendiente 
final es m,2 ; para el angulo 02 , la recta y la pendiente inicialea , y la 



X'- 



h 




Bis 


'1 









V 1 








/a 




i\ 


* 



Y' 



Fig. U 



recta y pendiente finales , estan dadas por h , rm , h y mi , respecti- 
vamente. Vamos ahora a calcular cada uno de los angulos $1 y $2 
cuando se conocen las pendientes mi y m2 de los lados que forman 
estos angulos . 

Por Geometria elemental , un angulo exterior de un triangulo es 
igual a la suma de los dos angulos interiores opuestos . Por tanto , en 
el triangulo ABC , siendo di — angulo ACB , tendremos : 



o sea , 



at = <xi + 0i , 



a 2 — ai. 



(1) 



Tomando las tangentes de ambos miembros de {1 ) , tenemos (Ap6n- 
dice IC , 6) 

tg.ai — tg ai 



tg 0i = 



1 + tg a 2 tg ai ' 



(2) 
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Pero wii = tg ai y rm — tg 02. Luego , de (2) , 

tg6l =-^=^- (3) 

Para el triangulo ABC , con 62 por angulo exterior , tenemos 

62 - ai + (180° - a 2 ) . 

Tomando tangentes de ambos miembros , obtenemos (Ap6ndice IC , 
6y 3) 

tg ai + tg (180° - 02) tg ai - tg as 

tgn- ! _ tgai tg ( 18 o° _ a2 ) l + tgaitgai' 

de donde obtenemos el resultado buscado : 

, . m\ — m.2 , . N 

t8fe= ,, B , m ■ (4) 

Comparando (3) y (4) , vemos que solamente difieren en el signo , 
lo cual era de esperarse, ya que 61 y di son angulos suplementarios. 
Para calcular un angulo especificado es esencial saber si se debe usar 
la formula (3) la (4) , es decir, debemos tener la seguridad de que 
eatamos calculando un angulo particular su suplemento. Esto se 
resuelve muy sencillamente si observamos que , en ambos resultados , el 
numerador se obtiene re.stando la pendiente inicial de la pendiente final . 
De acuerdo con esto tenemos el siguiente 

Teorema 5 . Un dngulo especificado 6 formado por dos rectas estd 
dado por la f&rmula 

ma — mi , , _, 

tg " = l+ mi m 2 ' m > m ^-!> (5) 

en donde mi es la pendiente inicial y m« la pendiente final correspon- 
diente al dngulo 6 . 

NOTA. Si mi/Ha ■» — 1, tg 9 no esta definida por la f6rmula (5). Este 
caso sera considerado mas adelante en el corolario 2. 

Del teorema 5 podemos deducir las condiciones de paralelismo y 
perpendicularidad de dos rectas , conocidas sus pendientes. 

En efecto , segiin vimos en el Articulo 8 , si dos rectas son parale- 
las , el dngulo formado por ellas es 0° 6 180° . En cualquiera de los 
dos casos , la formula (5) se reduce a 

_ _ rm — mi 



1 + mi mi ' 
de donde , mi «■ rm ; es decir , las pendientes son iguales . 



SISTEMAS DE COORDENADAS 23 

Recfprocamente , si mi = rrn , (5) se reduce a 

tee = o , 

de donde se deduce que 6 es igual a 0° 6 180° , y, en consecuencia , 
los rectas son paralelas . Por tanto , de acuerdo con el Articulo 9 , una 
condicidn necesaria y suficiente para el paralelismo de dos rectas es 
que sus pendientes sean iguales. De aqui se deduce el siguiente coro- 
lario de gran importancia practica : 

Corolario 1. La condicidn necesaria y suficiente para que dos 
rectas sean paralelas es que sus pendientes sean iguales . 

Si dos rectas sou perpendiculares, el angulo comprendido entre ellas 
es de 90°. En este caso , como no puede usarse la relacidn (5) para 
hallar el valor de 6 , escribiremos (5) en la forma 

ctg0= — — - . (6) 

7712 — 7711 

Como ctg 90° = , para que la fraccidn sea cero debe anularse el 
numerador , es decir , 

= 1 + mi 77i2 , 
de donde , mi mi «■ — 1 . 

Reciprocamente , si mi mi = — 1 , la fdrmula (6) se anula y , por 
lo tanto , 

ctg $ = , 

de donde , 6 = 90° , y las rectas son perpendiculares . Segun esto 
tenemos el 

Corolahio 2. La condicidn necesaria y suficiente para que dos 
rectas sean perpendiculares entre si, es que el producto de sus pendientes 
sea igual a — 1 , 

NOTA. El corolario 2 se enuncia frecuentemente en la siguiente forma equi- 
valente: Dos rectas son perpendiculares entre si si la pendiente de una dc las 
rectas es reciproca y de signo contrario de la pendiente de la otra recta, o, mas 
brevemente, si las pendientes son negativamente reciprocas. 

Ejemplo. Hallar el angulo agudo del paralelogramo cuyos vertices son 
A(-2. 1), B(l, 5). C(10, 7) y D(7. 3). 

Soluci<5n. El primer paso es indicar la direccton positiva del angulo que se 
busca que, en este caso, es el angulo C de la figura 16, Entonces el lade £C da 
la pendiente inicial mi y el lado CD la pendiente final mj. 

Por el teorema 4 del Articulo 8 tenemos para las pendientes 

7-5 2 7-3 4 
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Despues, por el teorema 5, tenemos 
tgC- 



3 9 36-6 6 



de donde. C - 40° 36'. 



, , 4 2_ 27 + 8 7 ' 
3 " 9 



C(10,7) 




>< ■; 



*~x 



Fig. 16 

EJEECICIOS. Grupo 3 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Digase el angulo de inclinacion de cada una de las siguientes rectas diri- 
gidas: a) El eje X. b) El eje Y . c) Una recta paralela al eje X y diri- 
gida hacia la derecha. d) Una recta paralela al eje X v dirigida hacia la 
izquierda. 

2. Digase la pendiente de cada una de las siguientes rectas dirigidas: a) El 
eje X. b) Una recta paralela al eje X y dirigida ya sea a la derecha o a la iz- 
quierda. c) La recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante I. d) La 
recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante II 

3. Demostrar el teorema 4 del Articulo 8, empleando una figura en la cual 
el angulo de inclinacion a sea obtuso. 

4. Hallar la pendiente y el angulo de inclinacion de la recta que pasa por los 
puntos (— 3, 2) y (7. - 3) . 

5. Los vertices de un triangulo son los puntos (2, —2), (— 1, 4) y 
(4. -5) . Calcular la pendiente de cada uno de sus lados. 

6. Demostrar, por medio de pendientes, que los puntos (9, 2), (11. 6), 
(3> 5) y (1, 1) son vertices de un pa ralelogramo. 

7. Una recta de pendiente 3 pasa pot el punto (3, 2). La abscisa de otto 
pun to de la recta es 4. Hallar su ordenada. 

8. Ur.a recta de pendiente —2 pasa por el punto (2, 7) y por los puntos 
Ay B. Si la ordenada de A es 3 y la abscisa de S ts6, icual es la abscisa de A 
y cuil la ordenada de B? 

9. Ties de los vertices de un paralelogramo -son (— 1, 4), (1, — 1) y 
(6, J), Si la ordenada del cuarto veitice es 6, J cual es su abscisa? 
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10. Hallar los angulos interiores del triangulo cuyos vertices son los puntos 
(—2, 1), (3, 4) y (5. —2). Comprobar los resultados. 

11. Demostrar que los puntos (1, 1), (5, 3), (8, 0) y (4, —2) son ver- 
tices de un paralelogramo, y hallar su angulo obtuso. 

12. Demostrar que los puntos (1, 1), (5, 3) y (6, —4) son vertices de 
un triangulo isosceles, y hallar uno de los angulos iguales. 

-*. 13. Hallar los angulos del cuadrilatero cuyos vertices son los puntos 

(2, 5), (7, 3), (6, 1) y (0. 0). Comprobar los resultados. 
--*». 14. Dos rectas se cortan formando un angulo de 135°. Sabiendo que la recta 

final tiene una pendiente de — 3, calcular la pendiente de la recta inicial. 
. ^ 15. Dos rectas se cortan formando un angulo de 45°. La recta inicial pasa 

por los puntos (—2, 1) y (9, 7) y la recta final pasa por el punto (3, 9) y 

porelpunto A cuya abscisa es —2. Hallar la ordenada de A. 

16. Hallar el area del triangulo cuyos vertices son A(l, —3), B (3, 3) y 

C(6, — 1) empleando el seno del angulo BAC. Sugestion. Ver Apendi- 

ce IC, 12. 
'-17. Por medio de las pendientes demuestrese que los tres puntos (6. — 2) , 

(2, 1) y (— 2, 4) son colineales. 

18. Una recta pasa por los dos puntos (—2, —3), (4, 1). Si un punto 
de abscisa 10 pertenece a la recta, icual es su ordenada? 

19. Hallar la ecuacion a la cual debe satisfacer cualquier punto P (jf, y) que 
pertenezca a la recta que pasa por los dos puntos (2. — 1) , (7, 3) . 

•—*•-- 20. Hallar la ecuacion a la cual debe satisfacer cualquier punto P(x, y) 
que pertenezca a la recta que pasa por el punto (3, — 1) y que tiene una pen- 
diente igual a 4. 

21. Demostrar que la recta que pasa por los dos puntos (— 2, 5) y (4, 1) 
es perpendicular a la que pasa por los dos puntos (— 1, 1) y (3, 7) . 

22. Una recta U pasa por los puntos (3, 2) y (— 4, — 6) , y otra recta h 
pasa por el punto (— 7, 1) y el punto A cuya ordenada es — 6. Hallar la abs- 
cisa del punto A, sabiendo que /i es perpendicular a h. 

23. Demostrar que los tres puntos (2, 5), (8, — 1) y (—2, 1) son los 
vertices de un triangulo rectangulo, y hallar sus angulos agudos. 

24. Demostrar que los cuatro puntos (2,4), (7, 3), (6, — 2) y (1, —1) 
son vertices de un cuadrado y que sus diagonales son perpendiculares y se dividen 
mutuamente en partes iguales. 

25. Demostrar que los cuatro puntos (2, 2), (5, 6), (9, 9) y (6, 5) son 
vertices de un rombo y que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en su 
punto medio. 

11. Demostracion de teoremas geometricos por el metodo analitico. 
Con los resultados obtenidos en este eapitulo es posible demostrar muy 
facilmente muchos teoremas de la Geometria elemental por los m6todos 
de la Geometria analitica . El estudiante comprendera el alcance de la 
Geometria analitica comparando la demostrach5n analitica de un teo- 
rema con la demostracion del mismo teorema dada en Geometria ele- 
mental . 

En relacidn con la demostracion analitica de un teorema, son nece- 
sarias ciertas precauciones . Como en la demostracion se emplea un 
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sistema coordenado , es muy util construir la figura de manera que se 
facilite la demostraci6n . Uba figura debe colocarse siempre en la 
posicidn mas simple , es decir , en una posicidn tal que las coordenadas 
de los puntos de la figura simplifiquen lo mas posible los calculos 
algebraicos . Por ejemplo , en un teorema relativo a un triangulo 
cualquiera , la figura puede suponerse tal como se indica en la figu- 
ra 17 (a) , teniendo los vertices las coordenadas que se indican. Pero 
es mas sencillo suponer el triangulo en la posici6n indicada en la 
figura 17 (b) ; en efecto, para esta posici6n solamente tenemos tres 
cantidades , a, b y c, que considerar , mientras que si conrideramos 



X'- 



O 




(a,b) 



Y' 



(a) 



(e,f) 



'X X 




**X X 




el triangulo dado en la figura 17 (a) seran seis las cantidades que 
entraran en nuestros calculos . Una posicidn analoga a la dada en la 
figura 17 (6) es aquella en que ningiin veYtice estd en el origen , pero 
un veVtice esta sobre uno de los ejes coordenados y los otros dos estan 
sobre el otro eje coordenado . El estudiante dibujard las figuras corres- 
pondientes a este caso . 

Por afan de simplificaci6n no se debe caer , sin embargo , en el 
extremo opuesto y situar la figura de tal manera que el teorema 
quede restringido . Por ejemplo , las coordenadas para los vertices del 
triangulo de la figura 17 (c) contienen solamente dos cantidades oy5, 
pero esta figura es el caso especial de un triangulo rectangulo y no 
servirfa para la demostraci6n de un teorema relativo a un tridngulo 
cualquiera . Tambien es muy ii til el usar letras y no numeros para las 
coordenadas de los puntos . 

Como primer paso en la demostraci6n analftica de un teorema , se 
debe dibujar un sistema de ejes coordenados y , despufe , colocar la 
figura en una de las posiciones mds simples , sin particularizar el teo- 
rema , tal como se explic6 en el parrafo anterior . A continuaci6n , 
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todos los puntos comprendidos por el teorema deberan designarse 
por coordenadas apropiadas marcadas sobre la figura. El procedi- 
miento a seguir despu^s de esto depende de la propiedad o propiedades 
particulares que van a demostrarse y se comprenderd mejor por medio 
de ejemplos . 

EJemplo 1. Demostrat analiticamente que las tectas que unen los puntos 
medios de los lados sucesivos de cualquier cuadrilatero forman un paralelo- 
gramo. 



B(cd) 




*-X 



Fig. 18 



Demostraci6n. Una de las posiciones mas simples paia un cuadrilatero 
cualquiera es la mostrada en la figura 18. Sean D. E. F y G los puntos me- 
dios de los lados sucesivos del cuadrilatero OABC. Tenemos que demostrar 
que el cuadrilatero DEFG es un paralelogramo. Esto sugiere la obtencion de 
las pendientes de los lados de DEFG. Estas pendientes se obtienen muy facil- 
mente siempre que se conozcan las coordenadas de los puntos D. E. F y G. 
Para calcolar estas coordenadas observemos que, por ser los puntos medios de los 
lados del cuadrilatero daHo, bastara aplicar las formulas del punlo medio de un 
segmcnto. Segun esto, la obtencion de las coordenadas sera el punto de partida 
de la demostracion. 

Por el corolario del teorema 3 del Articulo 7, tenemos, para las coordenadas 
de los puntos medios: 



D: 



F: 



+ a 

2 ' 

+ c 



( 



(f *)■ 



'-¥>■' 

i+2). .-. (f o). 
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Pot cl teorema 4, Articulo 8, tenemos, para las pendientes de I09 lado9 
de DEFG: 

b b + d 

2 2 d 



Pendiente de DE 



a a + c c 



Pendiente de EF 



b+d _ d 

2 2b 



a + c c + e a — e 



.-0 



Pendiente de FG = 



Pendiente de GD = 



c + 
2 


e 


e 
2 




c 


b _ 

2 







b 




a 


e 
2 


a 




e 



Siendo identicas las pendientes de DE y FG, estos dos lados son paralelos, 
segun el corolario 1 del teorema 5, Articulo 10. Analogamente, los lados 
EF y DG son paralelos. Pot tanto, la figura DEFG es un paralelogramo, y 
el teorema esta demostrado. 



, 


, 






C(b.c) 


^1 


. 


V> 


V . 


(0,01 




Al*$) 



Y' 



Fig. 19 



EJemplO 2. Demostrar analititanwiite que. si las diagonales de un parale- 
logramo son perpendiculaies entre si, el paralelogramo es un rorabo. 

Demostraci6n. Una de las posiciones mas sencillas para un paralelogramo 
cuaJquiera es la indicada en la figura 19. Podemos entonces asignar a los vertices 
Ay C sus coordenadas como esta indicado. Como OABC es un paralelogramo, 
el lado BC es paraltlo e igual al lado OA~ Luego. la ordenada de B es igual a 
la ordenada <le C, y la abscisa de B es a unidades mayor que la abscisa de C. 
Todo esto lo indicamos analitkamente asigaando las coordenadas (a + b, c) al 
vertice B. 
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Por hipotesis, las diagonales OB y AC son perpendiculares entre si. Segun 
el corolario 2 del teorema 5 del Articulo 10, este hecho se expresa, analitica- 
mente, por la relation 

c c 



a + b b 



de donde. 



y a 



1. 



= V b a + 



Pero a es la longitud del lado OA. y, por el teorema 2, Articulo 6, Vb 2 + c 4 
es la longitud del lado OC. Por tanto, por ser iguales dos lados adyacentes de 
OABC el paralelogramo es un rombo, como se queria demostrar. 



EJEECICIOS. Grupo 4 

Los teoremas enunciados en los siguientes ejercicios deben demostrarse anali- 
ticamente. Para cada ejercicio dibujese una figura colocada, con respecto a los 
ejes coordenados, de manera que facilite la demostracion. 

1. Las diagonales de un paralelogramo se dividen mutuamente en partes 
iguales. 

2. Enunciar y demostrar el teorema reciproco del anterior. 

3. Las diagonales de un rombo son perpendiculares y se cortan en su punto 
medio. 

4. El segmento de recta que une los puntos medios de dos lados cualesquiera 
de un triangulo es paralelo al tercet lado e igual a su mitad. 

5. EI punto medio de la hipotenusa de un triangulo rectangulo equidista de 
los tres vertices. 

6. Los angulos opuestos a los lados iguales de un triangulo isosceles son 
iguales. 

7. Enunciar y demostrat el reciproco del teorema del ejercicio 6. 

8. Si las diagonales de un paralelogramo son iguales, la figura es un rec- 
tangulo. 

9. Las medianas correspondientes a los lados iguales de un triangulo isos- 
celes son iguales. 

10. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 9. 

11. Los dos segmentos que se obtienen uniendo dos vertices opuestos de un 
paralelogramo con los puntos medios de dos lados opuestos son iguales y 
paralelos. 

12. El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos de 
un trapecio es paralelo a las bases e igual a su semisuma. 

13. El segmento que une los puntos medios de las diagonales de un trapecio 
es igual a la mitad de la diferencia de las longitudes de los lados paralelos. 

14. La suma de los cuadrados de los lado.? de un paralelogramo cualquiera es 
igual a la suma de los cuadrados de sus diagonales. 

15. Los segmentos que unen los puntos medios de cada dos lados opuestos 
de un cuadrilatero cualquiera se bisecari entre si. 

16 Los segmentos que unen los puntos medios de cada dos lados contiguos 
de un rectangulo forman un rombo, 

17. Los segmentos que unen los puntos medios de cada par de lados conti- 
guos de un rombo forman un rectangulo. 
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18. Los angulos de la base de un trapecio isosceles son iguales. 

19. Los puntos medios de dos lados opuestos de cualquier cuadrilatero y los 
puntos medios de las diagonales son los vertices de un paralelogramo. 

20. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema de Pitagoras. 

21. El segmento que une los puntos medios de dos lados opuestos de cual- 
quier cuadrilatero y el que une los puntos medios de las diagonales del cuadrila- 
tero se bisecan entre si. 

22. El segmento de recta que une los puntos medios de los lados no parale- 
los de un trapecio biseca a ambas diagonales. 

23. La suma de los cuadrados de las distancias de cualquier punto de un 
piano a dos vertices opuestos de cualquier rectangulo es igual a la suma de los 
cuadrados de sus distancias a los otros dos vertices. 

24. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 23. 

25. Si O, A. B y C son los vertices sucesivos de un paralelogramo, y 
D y E los puntos medios de los lados AO y BC. respectivamente, los seg- 
mentos DB y OE trisecan a la diagonal AC. 

12. Resumen de formulas. A intervalos apropiados el estudiante 
debe construir tablas que comprendan un sumario de los resultados 
obtenidos . En tales tablas se apreciard a simple vista no solamente las 
relaciones importantes sino tambien algunas analogias o propiedades 
comunes ; tambi6n serviran para reducir a un minimo los resultados 
que deben aprenderse de memoria . Como ejemplo, presentamos a con- 
tinuacitfn un resumen , en forma de tabla , de los principales resultados 
obtenidos en este capitulo. El estudiante debe tener estos resulta- 
dos claramente definidos en su mente , y , en particular , debe notar 
el paralelismo entre la condicidn geom&rica por una parte y su repre- 
sentation analitica por otra . 

CONDICION GEOMETRICA REPRESENTACION ANALITICA 



Longitud Pi Pa de un segmento de recta 
dirigido. Pi Pa, con punto inicial Pi y 
punto final Pa. 

Pi Pa coincidiendo con el eje X: 

Pi(*i0), P 2 (*a. 0). Pi Pa paralelo } P1P2 = *2 - x\. 
al eje X; P,(jt„ y) , P 3 (x 2 . y) . y^O. 

Pi Pa coincidiendo c on el eje Y; 

Pi(0, c/i), Pa(0, (/a). Pi P 3 paralelo } PiPa = 5/2-1/1 
al eje Y; Pi (*, yi) , P a (x. yt) . x ^0. 



Distancia d entre dos puntos dados 
Pi(jci, 5/1) Y PaUa. ya). 



d = V (xi-x,)'+{y 1 - y 2 )> 
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Coordenadas (x, y) del punto P que 
divide al segmento lectilineo diiigido Pi Pa, 
con puntos extremos dados Pi(xu t/i) y 
PaOca, ya), en la razon dada r = Pi P : PPa . 





= 


xi + rxa 




1+r 
yi + rya 




1 + r 



7^-1. 



Cooidenadas (jc, y) del punco medio ^xi+xi 



del segmento dirigido, P1P2 cuyos extre- 2 

mos dados son los puntos Pi(xi, yi) y y L + y 2 

Pa(x2, ya) • y 2 



Pendiente m de la recta que pasa poi los 
dos puntos dados diferentes Pi(xi, yi) y m =■ ^' ~ tf2 , xi ^ Jta. 



Pa(.X2. ya). 



xi — JCa 



Angulo 9 formado por dos rectas con .. „ ma — mi _ _/ 1 

,. .... .. ,. tg ~ -= — - , mimiF= — 1. 

pendiente micial ml y pendiente final ma. 1 + mi ma 

Condicion necesacia y suficiente para el 

paralelismo de dos rectas dadas de pendien- mi = ma- 
tes mi y ma. 



Condicion necesatia y suficiente para la 
peipendiculaiidad de dos rectas dadas de mlrm = — 1. 
pendientes mi y rm. 
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13. Dos problemas fundamentals de la Geometria analftica. En 
este capitulo haremos un estudio preliminar de dos problemas funda- 
mentales de la Geometria analitica . 

I . Dada una ecuacidn interprets rla geom^tricamente , es decir , 
construir la grafica corresporidiente . 

II . Dada una figura geom^trica, o la condicidn que deben cumplir 
Los puntos de la misma , determinar su ecuacidn . 

El lector observara, que estos problemas son esencialmente inversos 
entre si . Estrictamente hablando , sin embargo , ambos problemas 
estan tan estrechamente relacionados que constituyen juntos el pro- 
blema fundamental de toda la Geometria analitica . Por ejemplo , 
veremos mas adelante que , despuds de obtener la ecuacidn para una 
condicidn geom^trica dada , es posible , frecuentemente , determinar 
por un estudio de esta ecuacidn posteriores caracteristicas geom&ricas 
y propiedades para la condicidn dada . Nuestro propdsito al considerar 
inicialmente separados los dos problemas no es de mucha necesidad 
sino , mas bien, de conveniencia ; de esta manera tenemos que enfocar 
nuestra atencidn sobre un numero menor de ideas a la vez . 

14. Primer problema fundamental. Grafica de una ecuaci6n. Su- 
pongamos que se nos da una ecuacion de dos variables , x y y , que 
podemos escribir , brevemente , en la forma 

/(*,!/) = 0. (1) 

En general , hay un numero infinite de pares de valores de x y y que 
satisfacen esta ecuacidn . Cada uno de tales pares de valores reales se 
toma como las coordenadas (x , y) de un punto en el piano . Este con- 
venio es la base de la siguiente definici6n : 
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Definici6n 1 . El conjunto de Ios puntos , y solamente de aque- 
llos puntos cuyas coordenadas satisfagan una ecuacidn (1 ) , se llama 
grdfica de la ecuacidn o , bien , su lugar geomitrico . 

Otro concepto importante esta dado por la 

Definici6n 2. Cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la 
ecuacidn (1 ) perlenece a la grdfica de la ecuacidn . 

No debe insistirse mucho en aquello de que solamente aquellos pun- 
tos cuyas coordenadas satisfacen una ecuacidn pertenecen a su lugar 
geom^trico. Lo importante es que si las coordenadas de un punto 
satisfacen una ecuacidn, ese punto pertenece a la grafica de esa ecuacidn 
y , reciprocamente , si un punto esta sobre la grafica de una ecuacidn , 
sus coordenadas satisfacen la ecuacidn . Esto es , evidentemente , el 
enunciado de una condickSn necesaria y suficiente (Art. 9) . Como las 
coordenadas de los puntos de un lugar geom^trico estan restringidas 
por su ecuacidn tales puntos estaran localizados , en general , en posi- 
ciones tales que , tomadas en conjunto , formen un trazo definido 
llamado curva , grafica , o lugar geom6trico . 

Como ejemplo de las notas precedentes consideremos la ecuacion 

u = x ! -8i'+ 15 x. (2) 

Dando diversos valores a x J calculando los valores correspondientes de y. 
obtcnemos los pares de valores que figuran en la tabla. Cada par de valores 
correspondientes. tornado como las coordenadas de un punto, nos permite 
trazar varios puntos, tal como se muestra en la figura 20. 

En Algebra se estudia el trazado de graficas del tipo (2) . El pro- 
cedimiento consiste en trazar un cierto numero de puntos y dibujar una 
llnea continua que pasa por todos ellos . tal como esta indicado en la 
figura 20 . Pero , al hacer esto , se supone que la grafica entre dos 
puntos sucesivos cualesquiera tiene la forma de la curva continua que 
se dibuja uniendo los puntos. Aunque esto es verdadero para la 
grafica particular que estamos considerando , no es verdadero para 
las graficas de todas las ecuaciones . Por tanto , bajo este supuesto , 
podemos introducir muchos errores en el trazado de la grafica entre dos 
de sus puntos . Para evitar errores de este tipo , debemos hacer una 
investigacidn preliminar de la ecuacidn para ciertas caracteristicas 
antes de proceder al trazado de la curva. Esto se llama discutir la 
ecuacion y se describira en los articulos que siguen inmediatamente 
al presente . 

El lector no debe creer que toda ecuacion del tipo (') tiene, necesariamente. 
una grafica. Por ejemplo, la ecuacion 

x 2 +i/* + 4-0 (3) 

Lahmann* — 3- 
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se satisface para un niimero infinito de paces de valorcs de x y y, pero en 
ningun caso son umbos valores niimcros reales. Por esto no se puede trazar 
ningun punto cuyas coordenadas satisfagan esta <cuaci6n, ya que estamos res- 
tringidos a puntos cuyas coordenadas sean ambas numerot reales. Decimos 
entonces que (3) no tiene grdfica en el sistema coordenado rectangular real 
que estamos empleando. 



X 


y 








1 


8 


2 


6 


3 





4 


-4 


5 





6 


18 


-1 


-24 




*-x 



Otro ejemplo es la ecuacion 



Fig. 20 



+ y 2 =0, 



(4) 

en donde, x = 0, y — es el unico par de valores reales que la satisfacen. 
En este caso, en nuestro sistema coordenado rectangular real, la grafica de la 
ecuacion (4) es un solo punto, el origen. 

15. Intercepciones con los ejes. El primer punto que estudiare- 
mos en relacidn con la discusi6n de una ecuacion es el de las intercep- 
ciones de la curva con los ejes coordenados . 

Definiciones . Llamaremos intercepcidn de una curva con el eje 
X a la abscisa del punto de interseccidn de la curva con el eje . Ana- 
logamente , la intercepcidn con el eje Y es la ordenada del punto de 
intersection de la curva con dicho eje . * 

El m^todo para obtener la intercepciones es evidente a partir de la 
definicidn. Como la intercepcidn con el eje X es la abscisa de un 



* N. DEL T. Muchos autores Hainan intersecciones a las intercepciones 
sobrentendiendo que al decir punto de interseccion se quiere indicar abscisa u 
ordenada del punto. 
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punto que esta sobre el eje de las X, la ordenada de ese punto es csro. 
Por tan to , haciendo y = en la ecuacidn de la curva , las soluciones 
reales de la ecuacidn resultante en x nos daran las intercepciones con 
el eje de las X . Analogamente , haciendo en la ecuaci6n x = 0, las 
soluciones reales de la ecuacitfn resultante en y nos daran las intercep- 
ciones con el eje Y . 

Como ejemplo del metodo, considcrcmos la ecuacion (2) del Articulo 14: 
y = x 3 - 8*' + Ujc. (1) 

Para y = 0, esta ecuacion se reduce a 



de donde, 

y las raices son 



x* - 8x> + 15 x = 0. 

jc(jc -3) (jc - 5) = 0. 

x - 0, 3. 5. 



I 



A 

o— 



Por tanto, las intercepciones de (1) con el eje X son 0, 3, 5. Para x — 
en (1), y — 0. de manera que la intercepcidn con el eje Y es 0. Todas estas 
intercepciones estan indicadas en la figura 20 del Articulo 14. 

16. Simetria. El segundo punto que consideraremos , en relaci6n 
con la discusidn de una ecuaci6n , es la simetria de la curva que repre- 
senta , con respecto a los ejes coor- 
denados y con respecto al origen. 

Definici6n 1 . Se dice que dos 
puntos son simetricos con respecto a 
una recta si la recta es perpendicu- 
lar al segmento que los une en su 
punto medio . 

La recta con respecto a la cual 
son simetricos los dos puntos se 
llama eje de simetria . Asi , en la 
figura 21 , los dos puntos A y B 
son simetricos con respecto al eje de 
simetria I si la recta I es perpen- 
dicular al segmento AB en su pun- 
to medio . 

Definici6n 2 . Se dice que dos 
puntos son simitricos con respecto a un punto O si O es el punto medio 
del segmento que los une . 

El punto O se llama centro de simetria . Asi , en la figura 22 , los 
dos puntos A y B son simetricos con respecto al centro de simetria O 
siempre que O sea el punto medio del segmento AB. • 



Fig. 21 



\ 
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Ahora vamos a extender las definiciones 1 y 2 hasta incluir la sime- 
tria de una curva plana completa con respecto a una linea o un punto . 

Definici6n 3. Se dice que una curva e3 sinUtrica con respecto a 
un eje de simetria cuando para coda punto de la curva hay un punto 
correspondiente , tambien de la curva , tal que estos dos puntos son 
simetricos con respecto al eje . 

Dbfinici6n 4 . Se dice que una curva es simitrica con respecto a 
un centro de simetria O cuando para cada punto de la curva hay un 





>X 



Fig. 22 



Fig. 23 



punto correspondiente , tambien de la curva , tal que estos dos puntos 
son simetricos con respecto a . 

Todas las definiciones anteriores son puramente geom^tricas . Ahora 
interpretaremos estas definiciones analiticamente, usando los ejes coor- 
denados como ejes de simetria y el origen como centro de simetria . 

a) Simetria con respecto al eje X. Sea P(x, y) un punto cual- 
quiera de una curva (fig . 23 ) . Si esta curva es simetrica con respecto 
al eje X , de la definieidn 3 se deduce que debe haber otro punto 
P'(a, b) sobre la curva, tal que el segmento PP' queda bisecado 
perpendicularmente por el eje X. Sea M el punto medio de PP' ; 
sus coordenadas son, evidentemente , (x , 0). Entonces, por las 
formulas del punto medio dadas en el corolario del teorema 3 , Art . 7 , 
tenemos 



x = 



a + x 



= 



b + y 
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de donde a = a; y b = — y. Por tanto, las coordenadas de P' son 
(x, — y) . Pero, como P' esta sobre la curva, de la definici6n 1, 
Artfculo 14 , se deduce que sus coordenadas deben de satisfacer la 
ecuacion de la curva. Es decir, una ecuacion f(x, y) = que se 
satisface para las coordenadas (x, y) de P se satisface tambien para 
las coordenadas (x , — y) de P' siempre que la curva sea sim4trica 
respecto al eje X . Este resultado se enuncia como sigue : 



P(*.V) 



P'(a,b) 




Teorema 1 . Si la ecuacidn de una curva no se altera cuando la 
variable y es reemplazada por — y , la curva es simitrica con respecto 
al eje X . 

Nota. EI reciproco del teorema 1 tambien es verdadero. La demostracion 
se deja como ejercicio al estudiante. 

Un ejemplo sencillo del teorema 1 es la curva cuya ecuacidn es 
y* = x . Se deja como ejercicio al estudiante la construccion de esta 
curva , que es una parabola . 

b) Simetria con respecto al eje Y . Usando la figura 24 , podemos 
establecer un teorema analogo al teorema 1 para la Bimetria de una 
curva con respecto al eje Y . La demostracidn se deja como ejercicio 
al estudiante . 

Teorema 2. Si la ecuacidn de una curva no se altera cuando la 
variable x es reemplazada por — x, la curva es sinUtrica con respecto al 
eje Y , y reciprocamente. 

Un ejemplo sencillo del teorema 2 es la curva cuya eeuaci6n es 
y = 2 i 2 + 1 . Se deja al estudiante el trazado de esta curva . 

c) Simetria con respecto al origcn. Sea P(z, y) un pun to cual- 
quiera de una curva (fig . 25) . Para que esta curva sea sim£trica con 
respecto al origen , de la definition 4 se deduce que debe haber otro 
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punto P (a, b) , sobre la curva, tal que sea el punto medio del 
segmento PP' . Por las fdrmulas del punto medio tenemos 







x + a 



= 



+ b 



de donde o» -i y 6= -y, de manera que las coordenadas de P' 
son (— x, — y). Como P' esta sobre la curva, sus coordenadas 
(— x , — y) deben satisfacer la ecuacidn de la curva. Por tan to , 
para que haya simetria con respecto al origen , la ecuacidn del lugar 



P(x,y) 




geomdtrico no debe alterarse al reemplazar x por — x y y por — y . 
El reciproco de este enunciado tambteri es verdadero y puede demos- 
trarse . Estos resultados nos dan el 

Teorema 3 . Si la ecuacidn de una curva no se altera al reemplazar 
las variables x y y por — x y — y , respectivamente, la curva es sime- 
trica con respecto al origen; y reciprocamente . 

Un ejemplo sencillo del teorema 3 es la curva y = x 3 . Se reco- 
mienda al estudiante la construccidn de esta curva . Se llama pardbola 
cubica 

NOTA. Si comparamos log tcorcmas 1, 2 y 3 veremos que, si una curva es 
simctrica con respecto a ambos ejes coordenados, es tambien sime'trica con res- 
pecto al origen. Pero el reciproco no es necesariamente verdadero. Por ejemplo, 
la curva cuya ecuaci6n «s xy » 1 es simitrica con respecto al origen, pero no es 
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simetrica con respecto a ningnno de los ejes coordenados. Se recomienda al estu- 
diante la coastruccion dc la grafica de esta ecuacion que se llama hipecbola equi- 
lateca. 

17. Extensi6n de una curva. El tercer punto que consideraremos , 
en relacidn con la discusi6n de una ecuacidn, es el estudio de la eiden- 
sidn de la curva . Con este termino queremos expresar la determinaci6n 
de los intervalos de variaci6n para los cuales los valores de x y y son 
valores reales . Esta informaci6n es util por dos razones : 1 ) Da la 



X 


1 

2 
3 


1 



± 1 
±2.8 
±5.2 




Fig. 26 



localizacidn general de la curva en el piano coordenado . 2) Indictv si 
la curva es cerrada o si es de extension indefinida . 

Los intervalos para los cuales los valores de x y y son reales se 
determinan , simplemente , resolviendo la ecuacion dada para y , en 
terminos de i, y para x en t&minos de y . 

EJemplo. Discutir la ecuacion y 2 = x 3 . estudiando las intercepciones. si- 
metria y extension de la cutva. Trazar la grafica correspondiente. 

Soluci6n. a) Intercepciones. Para y «= 0, x ■«■ 0; para x «« 0, y — 0. 
Por tanco, el unico punto de interseccion con los ejes coordenados es el 
origen. 

b) Simetria. Si se sustituye y por — y. la ecuacidn no se altera Por tan - 
to, la curva es simetrica con respecto al eje X. Si suitituimos x por — x, Ik 
ecuacion se altera; por tanto, la curva no es simetrica con respecto al eje Y. Si 
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se sustituyen x y y por — x y — y, respectivamente, la ecuacion tambien cam- 
bia; luego, la curva no es simetrica con cespecto al origen. 

c) Extension. Despejando y en funcion de x. obtenemos 

y . ± V"^». (1) 

Vemos inmediatamente que y ei compleja si x es negativa; poi tanto, todos 
los valores negativos de x qaedan excluidos. Esto significa que ninguna por- 
cion de la curva esta a la izquierda del eje V. En cambio, pueden tomarse todos 
los valores positivos de x. 

Despejando x en funcion de y. obtenemos 

*-„*. 

Evidentemente. y puede tomar todos los valores positivos y negativos. Esto, 
agcegado al becho de que todos los valores positivos de x son admisibles, indica 
que la curva se extiende indefinidamente bacia la derecba del eje Y y hacia ambos 
lados, arriba y abajo, del eje X. Por tanto, la curva no es cerrada. 

Finalmentc, por medio de (1), calculamos unos cuantos pares de valores 
para x y y como los que aparecen en la tabla. La curva es la trazada en la 
figura 26. Es una parabola semicubica. 



EJEECICIOB. Grupo 5 

En cada uno de los ejercicios 1-25 discutase la ecuacion estudiando las inier- 
cepciones, simetria y extension. Despues tracese la grafica correspondiente. 

1. 5 x + 4 y - 20 = 0. 14. x* - 9jr 2 - y = 0. 

2. 3 x — 2 y = 0. 15. x - y* +9 y* = 0. 

3. 3 x 1 +3 y 3 - 10 = 0. 16. x 1 - y» = 

4. 3 x 1 +4 y J - 12 = 0. 17. x* + y* - 4 y = 0. 

5. 4x" + 3 y J - 12 = 0. 18. x'-bx + y* = 0. 

6. 4x 2 - 9y* - 36 = 0. 19. jc 2 4- y J - 2 x - 2y = 14 

7. 9jc j - 4 y» - 36 = 0. 20. x* - 4 x — 4 y + lb =■ 0. 

8. 16jr s -y=0. 21. x 2 + 4 x + 3 y + 1 = 0. 

9. 16y 2 -jr = 0. 22. y> - 2 jr - 8 y + 12 = 0. 

10. * 2 -y»-9=0. 23. x* +4y* -2x- 16 y +13 =• 0. 

11. y = x 3 + x 2 — 9x -9. 24. 4 *» - y« - 2 y = 2. 

12. 8*»-y=0. 25. y 2 -9x J - 18*-8y -2 =0. 

13. x» - x - y = 0. 

26. Enunciar y demostrar el rtciproco del teorema 1, Articulo 16. 

27. Demostrar el teorema 2, Articulo 16. 

28. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 3, Articulo 16. 

29. Demostrar el siguiente teorema: Si la ecuaci6n de una curva no se altera 
cuando se intercambian las variables x y y, la curva es simetrica con respecto a 
la recta que pasa por el origen y es bisectriz de los cuadrantes I y III. 

30. Demostrar el siguiente teorema: Si la ecuacion de una curva no se altera 
al sustituir la variable x por — y y la variable y por — x, la curva es sime- 
trica con respecto a la recta que pasa por el origen y es bisectriz de los cuadran- 
tes II y IV. 
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I 








->X 



18. Asintotas. El cuarto punto que consideraremos , en relaci6n 
con la discusi6n de una ecuacion , es la determination de las asintotas 
que la curva pueda tener . 

Definici6n. Si para una curva dada, existe una recta tal que, 
a medida que un punto de la curva se aleja indefinidamente del origen , 
la distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y tiende a 
cero , dicha recta se llama asintota de la curva. 

Esta definici6n implica dos cosas : 1 ) una curva que tiene una 
asintota no es cerrada o de extension Anita , sino que se extiende inde- 
finidamente ; 2) una curva se aproxima a la asintota mas y mas a 
medida que se extiende mas y mas 
en el piano coordenado . 

Siendo la asintota una linea 
recta , puede tener una cualquiera 
de tres posiciones particulares . Si 
es paralela o coincide con el eje X , 
se llama asintota horizontal; si es 
paralela o coincide con el eje Y, 
asintota vertical; y si no es paralela ■%'- 
a ninguno de los ejes coordenados , 
asintota oblicua. Aqui considera- 
remos solamente la determihaci6n 
de asintotas verticales y horizon- 
tales. Posteriormente veremos la 
determinaci6n de asintotas oblicuas 
para una curva particular conocida 
con el nombre de hiperbola . 

El estudiante debe tener pre- 
sente que una curva no tiene nece- 

sariamente una o mas asintotas . Hay muchas curvas que no tienen 
asintotas . Sin embargo , si una curva tiene asintotas , su determina- 
ci6n sera , como veremos , una gran ayuda para construir su grafica . 

En el capitulo siguiente haremos un estudio detallado de la ecua- 
cion general de la recta. Pero ahora tenemos necesidad de saber 
hallar ecuaciones de asmtotas verticales y horizontales . Para ello 
sea I (fig. 27) una recta cualquiera paralela al eje Y y que dista 
k unidades del eje . Todo punto de I, cualquiera que sea el valor de su 
ordenada , tiene una abscisa igual a k , Las coordenadas de todos los 
puntos de I satisfacen , por tanto , la ecuaci6n x — k . Reciproca- 
mente , cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen esta ecuaci6n es 
un punto cuya abscisa es k y situado , por tanto , a una distancia 
de k unidades del eje Y, y, en consecuencia , esta sobre la recta I. 



Fig. 27 
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De aquf que la ecuacitin de I es x = k . Por un razonamiento analogo 
hallamos que y = k es la ecuacidn de una recta paralela al eje X , 
a A; unidades del eje . 

Vimos (Art. 17) que se puede determinar la extensidn de una 
curva despejando y en funcidn de x y x en funci6n de y . Para ob- 
tener las asfntotas verticales y horizontales , usaremos estas mismas 
ecuaciones en las que aparecen despejadas las variables . 

Ejemplo. Determinar las asintotas verticales y horizontales de la curva cuya 
ecuacion es 

xy-y- 1=0. (1) 

Solucion. Despejando y en funcion de x. resulta 

1 



y = 



x-l 



(2) 



O 



-*-x 



Segun la ecuacion (2) y no esta definida para x = 1. Sin embargo, si se le 

asigna a x un valor que sea ligera- 
y mente mayor que 1, vemos que y 

,f , toma un valor positivo muy grande; 

y si se le da a x un valor ligera- 
mente menor que 1, resulta que y 
toma un valor negativo numerica- 
mente muy grande. En cualquiera 
de estos dos casos, obtenemos un 
punto de la curva para el cual la 
abscisa tiene un valor muy aproxi- 
mado a 1 y la ordenada es. numeri- 
camente, muy grande, A medida que 
x se aproxima al valor 1, el valor 
absoluto de y se hace mayor que cual- 
quier numeio por grande que se le 
suponga. Bajo estas condiciones la 
curva se extiende indefinidamente 
lejos y se aproxima a una recta cuyos 
puntos tienen todos la propiedad 
comun de que su abscisa es igual a 1 . 
F>8- 28 L a ecuacidn de dicha recta es, eviden- 

temente, x — I, y, de acuerdo con 

nuestra definicion de asintota, es la ecuacion de una asintota vertical. Este 

resultado se obtiene simplemente igualando a cero el denominador x—l de la 

ecuacion (2) . 



3 = 1 



Despejando de (1) el valor de x en funcion de y se obtiene 

y ■+■ 1 

X = •* 

y 



O) 



Aplicando precisamente el mismo argumento a (3) , obtenemos y «= 0, o sea, 
el eje X. como asintota horizontal. La grafica de (1) se muestra en la figu- 
ra 28. Se llama una hiperbola. 
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NOTAS. 1 . Una curva puede tener mas de una asintota vertical u horizon- 
tal. Asi, la curva cuya ecuacion es 

1 
y = 



(*- l)<*-2) 



tiene dos asintotas verticales, x = 1 y x = 2. 

2. La discusion anterior sugiere un metodo general para obtener las ecuacio- 
nes de las asintotas verticales y horizontales. Para obtener las ecuaciones de las 
asintotas verticales, resuelvase la ecuacion dada para y en funcion de x e igua- 
lese a cero cada uno de los factores lineales del denominador; estas son las ecua- 
ciones buscadas. Analogamente, para obtener las ecuaciones de las asintotas 
horizontales, resuelvase la ecuacion dada para x en funcion de y e igualese 
a cero cada uno de los factores lineales del denominador. 

3. Para muchas ecuaciones en las variables x y y, veremos que, frecuen- 
temente, es ventajoso investigar el comportamiento de una de las variables 
cuando a la otra se le dan valores cada vez mas grandes en valor absoluto. 
Esto es particularmente util para la determinacion de las asintotas. Asi, para 
la ecuacion (2) de nuestro ejemplo, 

1 
y = 



- 1 

si damos valores a x cada vez mas grandes, en valor absoluto, el valor de y se 
aproxima a cero. Es decir, a medida que el punto sobre la curva se aleja indefi- 
nidamente del origen, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda, la curva se 
aproxima a la recta y = que, por lo tanto es una asintota horizontal. 
Analogamente, si escribimos la ecuacion (3) en la forma 

, = 1+1, 

y 

vemos que, a medida que y toma valores cada vez mayores en valor absoluto, 
x se aproxima a 1. Por tanto, x = 1 es una asintota vertical. 

4. El estudiante debe observar la ventaja de usar las asintotas de una curva, 
cuando existen, en el trazado de la curva. Las asintotas actuan como tineas 
guia de la grafica. 

19. Construcci6n de curvas. La discusion de una ecuacion y su 
representacidn grafica constituyen , en conjunto , un problema de tan 
gran importancia en todas las ramas de la Matematica y sus aplicacio- 
nes, que se le ha dado el norabre especial de construccidn de curvas . 
Dedicaremos el presente articulo a hacer un resumen de los resultados 
obtenidos en los articulos inmediatamente precedentes . Desde nuestro 
punto de vista , el trazado de una curva constara de los seis pasos 
siguientes : 

1 . Determinaci6n de las intercepciones con los ejes coordenados . 

2. Determinaci6n de la simetrfa de la curva con respecto a los 
ejes coordenados y al origen . 

3 . Determinacidn de la extensidn de la curva . 
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4 . Determinaci6n de las ecuaciones de las asintotas verticales u 
horizon tales que la curva puede tener. 

5 . Calculo de las coordenadas de un ntimero suficiente de puntos 
para obtener una grafica adecuada . 

6 . Trazado de la curva . 



Ejemplo 1. Construir la cutva cuya ecuacion es 
x s + xy 2 — y 2 = 0. 



(1) 



Soluci6n. I. Intercepciones. Para y — 0, x = 0; para x =• 0. y — 0. 
Pot tanto, el unico punto de interseccion con los ejes coordenados es el origen. 



X 


y 








0,25 


±0,14 


0,5 


±0 5 


0,75 


± 1,3 




2. Simetria. La ecuacion dada soUmeme no se altera en el caso en que y es 
reemplazada pot — y. Por tanto, la unica simetria de la curva es con respecto 
al eje X. 

3. Extension. Despejando y en funcion de x. resulta 



-M 



(2) 



De (2) vemos que y es compleja cuando x es negative. Por tanto, todos los 
valores negativos de x quedan excluidos; tegun esto no hay curva a la izquierda 
del eje Y. Ademas, y no esta definidi para x "■ 1 y es compleja yara todos los 
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valores de x mayores que 1. Por Canto, los valores de x para los cuales y esta 
definida y es real, estan dados por el intervalo de variacion 

< jc < 1. (3) 

El despejar x en funcion de y no se puede efectuar facilmente ya que es una 
ecuacion cubica en x. Sin embargo, en (2) vemos que y puede tomar todos los 
valores reales asignando a x valores comprendidos dentro del intervalo de varia- 
cion dado por (3) . La grafica es, por consiguiente. una curva abierta que se 
extiende indefinidamente hacia arriba y abajo del eje X. 

4. Asintotas. De la ecuacion (2) vemos, inmediatamente, que x •= 1 es 
una asintota vertical. Como de (1) no podemos despejar facilmente x en funcion 
de y, no podemos investigar la posible existencia de una o mas asintotas hori- 
zontales tan rapidamente como determinamos la asintota vertical. Sin embargo, 
de acuerdo con la nota 3, Articulo 18, se pueden investigar las asintotas hori- 
zontales dando a x valores cada vez mayores en valor absoluto. Pero este proce- 
dimiento queda aqui excluido por el intervalo de variacion permisible para los 
valores de x dado por (3) . Por tanto, no hay asintotas horizontales. 

5. Cdlculo de coordenadas. Las coordenadas de los puntos pueden obte- 
nerse a partir de (2) asignando a x valores comprendidos en el intervalo dado 
por (3) . Tales pares de valores estan dados en la tabla. 

6. Construccion de la cucua. La grafica esta trazada en la figura 29; se 
llama cisoide. 

Ejemplo 2. Construir la curva cuya ecuacion es 

x z y - x 1 - y = 0. (4) 

Solucion. 1. Intercepciones. El unico punto de interseccion con los ejes 
es el origen. 

2. Simetria- La curva solamente es simetrka con respecto al eje V. 

3. Extension. Despejando de (4) el valor de y en funcion de x se obtiene 

y = -Ap (5) 

JC 1 — 1 

En (5) , y no esta definida para x ± 1. Para x>l y jr < — 1, yes positiva; 
para valores de x comprendidos en el intervalo — 1 < x < 1 , y es negativa o 
cero. A medida que x se aproxima a + 1 6 —1, y aumenta numericamente 
sin limite. 

Despejando de (4) el valor de x en funcion de y obtenemos 



"^ 



(6) 



En (6) , x no esta definida para y = 1. Tambien x es compleja para los valo- 
res de y comprendidos en el intervalo < y < 1. Por tanto, deben excluirse 
tales valores de y, A medida que y se aproxima a 1 decreciendo, x aumenta 
numericamente sin limite. 

Las conclusiones que hemos deducido de las ecuaciones (5) y (6) , respecto a 
los intervalos en los cuales los valores de las variables x y y son reales, nos dan 
una buena idea de la localizacion de la curva en el piano ccordenado. Hay tres 
regiones definidas en las cuales la curva existe; arriba de la recta y = 1 y a la 
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derecha de la recta x = 1: arriba de la recta y = 1 y a la izquierda de la recta 
x = — I ; y abajo del eje JC y entre las rectas x = 1 y x = — 1 . Se trata, eviden- 
temente, de una curva abierta. 

4. Asintotas. De (5) vemos que hay dos asintotas verticales: x ~ 1 y 
x = — 1. De (6) vemos que hay una asintota horizontal: y — 1. Tambien po- 
demos obtener estas asintotas tal y como se sugiere en la nota 3 del Articulo 18. 

5. Cdlculo de las coordenadas de algunos pantos- Las coordenadas de unos 
cuantos puntos pueden obtenerse a partir de (5) , dentro de los intervalos de 



X 


y 








±K 


-H» 


*X 


-Yi 


*y* 


-% 


*» 


"A 


±% 


% 


*% 


4 %3 


±2 


% 


* % 


sl As 




^X 



Fig. 30 

variacion obtenidos en el paso 3. Alguno de tales pares de valores estan dados en 
la tabla. 

6. Construction de la curva. La grafica esta trazada en la figura 30. El 
estudiante debe hacer siempre un estudio particular para comprobar que la gra- 
fica y la discusion de una ecuacion esten en completo acuerdo. 

EJERCICIOS. Grupo 6 



En cada uno de los siguientes ejercicios, construir la curva correspondiente a 
ecuacion dada. 



1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 



xy — 2 y 
xy — 1 x 
x* + y* = 



-3=0. 
-1=0. 
16. 
y =0. 



xy — 3 y — x = 0. 
xy — 3 x — y =» 0. 
xy-2x-2y + 2 = 0. 
x* - 4 x' - y = 0. 
x'+2xy+y 2 +2x-2y-\ =0. 



10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 



x 2 -2 xy + y* -bx -6 y+3 =0. 
x 3 + y* - 4 y + 4 = 0. 
y 3 -x* + 3y 2 +2x + 3y = 0. 
x 3 -3x 2 -y 1 + 3x-2y-2=0. 



x" y 

xy 3 - 



-Ay - x = 0. 
9 x - y - 1 ■ 



x' y — xy 



2y 

xy* -\- xy — 2 x — 2 
x 2 — xy + 5 y = 0. 



1 



■ 0. 
0. 
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19. x 2 y - x 2 - 4xy + 4 y = 0. 23. x 2 y 2 - 4 x 2 - 4 y s = 0. 

20. xy 2 + 2 xy - y a + jc >- 0. 24. x a - xy 8 + 2 y 2 = 0. 

21. x 2 y - x 2 + xy + 3x - 2. 25. y 3 -f x 2 y - x 2 - 0. 

22. xy 2 — y 3 — xy + y » 0. 

20. Ecuaciones factorizables. El trazado de curvas se puede sim- 
plificar considerablemente para ciertos tipos de ecuaciones a las que 
llamaremos ecuaciones factorizables; es decir , aquellas que pueden es- 
cribirse en forma del producto de dos o mas factores variables igualado 
a cero . Por ejemplo , es evidente que la ecuacidn 

x 2 -y 2 =0 (1) 

puede escribirse en la forma equivalente 

(i-y)(* + y)-0. (2) 

La ecuacidn (2) solamente se satisface para valores de x y y que 
anulen a uno , por lo menos , de los factores de su primer miembro 
(Ap^ndice IB , 2) . Es decir, la ecuacidn (2) se satisface para valores 
que satisfagan a una cualquiera de las ecuaciones siguientes : 

x-y = 0, (3) 

x + y = 0. (4) 

Las coordenadas de cualquier punto que satisfagan ya sea a (3) o (4) 
satisfaran tambten (2) y, por tanto , a (1) . Por lo tanto , de acuerdo 
con la definici6n 1 del Articulo 14 , la grdfica de la ecuacion (1 ) cons- 
tant de dos curvas que son las grdficas de las ecuaciones (3) y (4) . Se 
recomienda al estudiante que trace las graficas de (3) y (4) y com- 
pruebe que se trata de dos rectas que pasan por el origen y tienen de 
pendientes 1 y — 1 , respectivamente . 
En general , si la ecuaci6n 

/(*,V)-0 (5) 

es factorizable, es decir, si / (x , y) puede escribirse como el producto 
de dos o mas factores variables , la grafica de (5) constara de las gra- 
ficas de las ecuaciones obtenidas al igualar a cero cada uno de estos 
factores . 

21. Intersecciones de curvas. Consideremos dos ecuaciones inde- 
pendientes 

/(*,») -0, (1) 

g(x,y) = 0. (2) 
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Si sus graficas se cortan en uno o mas puntos , cada uno de estos 
puntos se llama punto de interseccidn . Como un punto de interseccion 
de dos curvas (1) y (2) esta sobre cada una de dichas curvas, sus 
coordenadas deben satisfacer, simultaneamente , ambas ecuaciones 
(1) y (2) , de acuerdo con las definiciones del Articulo 14. La inter- 
pretacidn analitica de un punto de interseccidn es obvia ; en el caso 
que estamos estudiando , es un punto cuyas coordenadas representan 
una solution comun de las ecuaciones (1) y (2) . 




*-X 



Fig. 31 



Como las coordenadas de un punto deben ser ambas niimeros 
reales, una solucidn comun (x , y) de (l) y (2) no puede representar 
un punto de interseccion en nuestro sistema coordenado real a menos 
que ambos valores de x y y sean reales . Ademas , si las ecuaciones 
(1) y (2) son incompatibles , esdecir, no tiene solution comun , sus 
graficas no se cortan . 

Ejemplo. Hallar analitica y graficamente, los puntos dc interseccion de las 
dos curvas (laprimera es realmente una recta) cuyas ecuaciones son 



2* + y-4 = 0, 
u s - 4 x = 0. 



(3) 
(4) 



Soluci6n. De (3), y = 4 — 2 x; sustituyendo en (4) se obtiene la ecua- 
cion cuadratica 

x" - 5 x +4 = 0. 
cuyas raices son x = 1, 4. 
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Sustituyendo en (3) se obtienc que los valores correspondientes de y son 
2, —4. Por tanto, los puntos de intersection son (1, 2) y (4, -4). 

Graficamente, los puntos de interseccion se obtienen trazando la recm (3) y 
la curva (4) . La grafica correspondiente aparece en la figura 31 



EJERCICIOS. Qrupo 7 

En cada uno de los ejercicios 1-10, factoiizar la ecuaci6n correspondiente y 
ttazat la grafica. 

1. x 2 - 4 y 2 = 0. 3. x 3 - x 2 y - 2 xy 2 - 0. 

2. 9x 2 -2y 2 = 0. 4. x* + 2 xy + y s = 1. 

5. 6x 2 + xy - 2 y 2 + 7 x + 7 y - 3 = 0. 

6. x s + y 3 + x 3 y + xy 2 — 4 x — 4 y =0. 

7. x 9 — x 2 y - xy + y 2 = 0. 8. x 2 y 2 - 4 x 3 + 4 xy 2 - y* = 0. 
9. jc 2 y + x 2 - xy 2 + xy + 2 x = 0. 

10. x 3 + jc 2 + 2 xy» + 2 y« - 4 x - 4 - 0. 

En cada uno de los ejercicios 11-20 hallar, analitica y graficamente, los 
puntos de intersecci6n, cuando los haya. pata Us cutvas dadas. 

11. 2x-y-l=0: 3x + y-9 = 0. 

12. x + 4y + 7 = 0; 2x-3y-8 = 0. 

13. x + y-5=0; 3 x + 3 y + 7 = 0. 

14. y J -x=0: 2x- y-b-0. 17. x 2 + y* - 8; y 2 = 2 x. 

15. x 1 - y = 0; y 2 - x - 0. 18. x 2 + y 2 - 1 ; x 2 - y 2 = 4. 

16. x 2 + y 2 =4; x + y = 2. 19. jc 2 +y 2 = 13: xy = 6. 
20. x 8 + y 2 - 4x - 6y + 8 = 0; 3 x - y - 8 = 0. 

22. Segundo problema fundamental. Consideremos ahora el se- 
gundo problema fundamental de la Geometria analitica , ya enunciado 
en el ArtJculo 13 : Dada una figura geom£trica , o la condicion que 
deben cumplir los puntos de la misma , determinar su ecuacirin . 

Una figura geom£trica , tal como una curva , se da , generalmente , 
por su definition . Por definicidn de un objeto entendemos una descrip- 
ci6n de ese objeto , de tal naturaleza que sea posible identificarlo 
de una manera definida entre todos los demas objetos de su clase. 
Debemos observar cuidadosamente lo que implica este enunciado : 
expresa una condicidn necesaria y suficiente para la existencia del obje- 
to definido (Art . 9 ) . As! , consideremos que estamos definiendo una 
curva plana del tipo C por medio de una propiedad P que unica- 
mente posee C. Entonces, entre todas las curvas planas , una curva 
es del tipo C si y solamente si posee la propiedad P . 

Como un ejemplo especifico, consideremos una curva plana muy ronocida, 
la circunferencia. Definimos una circunferencia como una curva plana que pojee 
la propiedad linica P de que todos sus puntos estan a igual distancia de un panto 

L«hnt«nn . — 4. 
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fijo en su piano. Esto significa que toda ciicunfeiencia tiene la piopiedad P, 
y lecipiocamente, toda cuiva plana que tenga la piopiedad P es una ciicunfe- 
iencia. 

Para una curva , dar la condicidn que deben cumplir sua puntos es 
dar una ley a la cual deben obedecer los puntos de la curva. Esto 
significa que todo punto de la curva debe satisfacer la ley particular de 
la curva . De acuerdo con esto se define frecuentemente una curvs 
como el Ivgar geometrico descrito por un punto que se mueve siguiendo 
una ley especificada . A si, una circunferencia puede definirse como 
el lugar geometrico de un punto que se mueve en un piano de tal 
manera que su distancia a un punto fijo de ese piano es cons- 
tan te . 

Un lugar geometrico no debe satisfacer necesariamente una sola 
condicidn ; puede satisfacer dos o mds condiciones . Asi podemos 
tener una curva que sea el lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que: 1) pasa por un punto dado, y 2) se 
conserva siempre a una distancia constante de una recta dada. 
Podemos entonces hacer el resumen de las notas precedentes en la 
siguiente 

Definici6n . Una curva es el lugar geometrico de todos aquellos 
puntos , y solamente de aquellos puntos , que satisfacen una o mas 
condiciones geometricas dadas . 

El estudiante debe observar que esta definicion implica que la 
condicidn o condiciones dadas sean necesarias y suficientes para 
la existencia de la curva. Esta definicidn debe tambien compararse 
con la definici6n 1 del Articulo 14 . 

En este articulo hemos estudiado el problema desde un punto 
de vista puramente geometrico . En el siguiente , consideraremos la 
interpretacidn analitica. 

23. Ecuaci6n de un lugar geometrico. Estudiaremos ahora el 
problema de la determination de la ecuacion de un lugar geometrico 
en el caso de que la interpretaci6n analitica de la condicidn o condi- 
ciones geometricas definen el lugar geometrico . El metodo esta indi- 
cado claramente por dos definiciones previas, la definicion 1 del 
Articulo 14 y la ultima definicidn del Articulo 22 . Combinando estas 
dos definiciones tenemos una nueva 

Definici6n . Se llama ecuacidn de un lugar geometrico piano a una 
ecuacion de la forma 

/(*,y) = o, (i) 

cuyas soluciones reales para valores correspond ientes de x y y son 
todas las coordenadas de aquellos puntos, y solamente de aquellos 



GRAFICA DE UNA ECUACION Y LUGARES GEOMETRICOS 5 1 

puntos, que satisfacen la condicion o condiciones geom6tricas dadas 
que definen el lugar geometrico . 

Ndtese que esta definicidn expresa una condicidn necesaria y sufi- 
ciente para que (1) sea la ecuacidn de un lugar geometrico. De 
acuerdo con esto , el procedimiento para obtener la ecuacitfn de un 
lugar geometrico es esencialmente como sigue : 

1 . Se supone que el punto P , de coordenadas {x , y) es un 
punto cualquiera que satisface la condition o condiciones dadas , y , 
por tanto , un punto del lugar geometrico . 

2 . Se expresa , analfticamente , la condition o condiciones geo- 
metricas dadas, por medio de una ecuacidn o ecuaciones en las coorde- 
nadas variables x y y . 

3 . Se simplifica , si hace falta , la ecuacidn obtenida en el paso 2 
de tal manera que tome la forma (1 ) . 

4 . Se comprueba el reciproco : sean ( Xi , j/i ) las coordenadas de 
cualquier punto que satisfacen (1 ) de tal manera que la ecuaci<5n 

/(*i, 2/0 = (2) 

esverdadera. Si de (2) se puede deducir la expresidn analitica de la 
condicidn o condiciones geometricas dadas , cuando se aplica al punto 
(xi, 2/1), entonces (1) es la ecuaci6n del lugar geometrico que se 
buscaba . 

En la practica se omite , generalmente , el paso 4 , ya que la 
repetition del trabajo del paso 3 al paso 2 es , generalmente , inme- 
diata . Ndtese en el paso 1 que , al tomar P como un punto cual- 
quiera del lugar geometrico , estamos considerando todos los puntos de 
ese lugar geometrico . 

Ahora aplicaremos este procedimiento a dos ejemplos . Se reco- 
mienda al lector que estudie cuidadosamente estos ejemplos , porque 
una gran parte de nuestro futuro trabajo en Geometria analitica sera 
la determination de las ecuaciones de lugares geometricos . 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que siempre equidista de dos puntos dados A{— 1, 2) y 
fl(4. -1). 

Soluci6n. l. Sea P(x. y) un punto cualquiera del lugar geometrico. 
Entonces P debe satisfacer la condicion geometrica de que los segmentos 
PA y PB sean iguales en longitud, o sea, que 

\~PA~\ = \p~E\ (3) 

2. Por el teorema 2 del Articulo 6, tenemos 



\PA\ = V(x + !)» + (</ -I)'- 



PB\ = V(*-4)» + (y-r-l)». 
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Pot tanto, la condicictn geometrica dada (3) esca expresada analiticamente por 
la ecuacion 



V(x + l)'+ („ -2)» = y/{x -4)» + (y + 1)». 



(4) 



3. Si clevamos al cuadrado amboi micmbroj dc (4), desarrollamos, traspo- 
nemos y limplificamos, la ecuad6n se reduce a 



5 i - 3 v - 6 - 0. 



(5) 



4. Sean (jti, yi) las coordenadas de un punto cualquicra Pi que satisfacen 
(5) de tal manera que la ecuacictn 



5 *i - 3 tf i - 6 - 



(6) 



i4M,2)<»-—- 




BU.-D 



Fig. 32 



es verdadera. Invirtiendo los pasos dados para teducir (4) a (5) , podemos 
demosttat que de la ecuacion (6) se deduce la ecuacion 

V(jci + l) 2 +(yi-2)» = • v /Ui-4)> + (v, + l)» , 

que es la expresion analitica de la condicion geometrica (3) aplicada al 
punto Pi. 

Luego (5) es la ecuacion buscada. El lugar geometrico, que aparece en la 
figura 32, es la perpendicular al segmento AB en su punto medio, es decir, 
la mediatriz del segmento AB. 

EJemplo 2. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del eje Y es 
siempre igual a su distancia del punto A (4, 0) . Hallar la ecuacion de su lugar 
geometrico. 

Solucl6n, 1. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar geometrico. 
Sea B el pie de la perpendicular bajada de P al eje Y (fig. 33) . Segun el pro- 
blema, P debe satisfacer la condicion geometrica 



PB\=\PA, 



(7) 
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2. Poi definici6n de abscisa (Ait. 4) . 

\PB\-\x\, 
j por el teorema 2 del Articulo 6, 

I PA | = y/(x- 4)» + y* . 

Poi tanto, la condici6n geometrica (7) esti expiesada, analiticamente, poi la 
ecuacion 

I * I = y/ix-4)* + V* . (8) 




**x 



Fig. 33 



3. Elevando al cuadiado ambos miembios de (8) , desanollaado. y traspo- 
niendo, obtenemos 

y» - 8 x + 16 - 0. (9) 

4. Si (jc i , vi) son las coordenadas de cualquier punto Pi que satisfa- 
cen (9) , entonces 

Vi» -8 xi + 16-0. (10) 

Si aplicamos a (10), en oiden inveiso, las mismas opeiaciones empleadas pan 
reducir (8) a (9) , obtenemos 

I *i I = y/lxi-W + v? , 

que es la expresion analitica de la condicion geometrica (7J aplicada al 
punto Pi. 

Por tanto, (9) es la ecuaci6n buscada. El lugar geometrico, una parabola, 
esta trazado en la figura 33- 
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EJEECICIOS. Grupo 8 

En cada nno de los ejercicios siguientes se recomienda al lector que, despues 
de obtener la ecuacion del lugar geometrico, construya la curva de acuerdo con 
lo dicho en el Articulo 19. 

1. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que: a) se conserva siempre a 2 unidades a la izquierda del eje Y; 
b) esta siempre 4 unidades arriba del eje X; c) esta siempre a igual distancia 
de los ejes X y Y. 

2. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que: a) su abscisa es siempre igual al doble de su ordenada; b) su 
ordenada es siempre igual a su abscisa incrementada en 2; c) su abscisa es 
siempre igual a la reciproca de su ordenada. 

3. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al eje Y disminuida en 
3 es fiempre igual al doble de su distancia al eje X. Hallar la ecuacion de su 
lugar geometrico y dar su interpretation geometrica. 

4. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al origen es siempre 
igual a 2. Hallar la ecuacion de su lugar geometrico y dar su intepretacion geo- 
metrica. 

5. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (2, 3) cs 
siempre igual a 5. Hallar la ecuacion de su lugar geometrico y dar su interpreta- 
tion geometrica. 

6. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que se conserva siempre equidistante de los dos puntos A(l, —2) y 
B (5, 4). Identificar el lugar geometrico, y construirlo graficamente. 

7. Una recta contiene los dos puntos A( — 1, 5) y B(l, 3). Expresar, 
analiticamente, el hecho de que un punto cualquiera P (x, y) esta sobre la recta. 
Deducir la ecuacion de la recta. 

8. Hallar la ecuaci6n del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que el cuadrado de su distancia al punto (4, 1) es siempre igual a su dis- 
tancia del eje Y . 

9. Una recta I, que pasa por el punto A(— 5, 1), es perpendicular a otra 
cuya pendiente es Vi . Expresar, analiticamente, el hecho de que un punto cual- 
quiera P{x. y) esta sobre la recta I, y deducir, de aqui, su ecuacion. 

10. Una circunferencia de radio 3 tiene su centro en el punto C ( — 3, —2). 
A partir de la definition, hallar la ecuacion de esta circunferencia. 

11. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al eje X es siempre 
igual a su distancia del punto A (0, 4) . Hatlar la ecuacion de su lugar geometrico. 

12. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que la suma de los cuadrados de sus distancias a los dos puntos A (3, 5) 
y B (— 4, 2) es siempre igual a 30. 

13. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que la diferencia de los cuadrados de sus distancias a los dos puntos 
A (2, — 2) y B (4, 1) es siempre igual a 12. (Doscasos.) 

14. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (2, 4) es 
siempre igual a su distancia del eje Y aumentada en 3. Hallar la ecuacion de su 
lugar geometrico. 

15. Hallar la ecuaci6n del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que la suma de sus distancias a los dos puntos A (3, 0) y 5 (—3, 0) 
es siempre igual a 8. 
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16. Hallar la ecuacion del lugat geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que la suma de sus distancias a los dos puntos A (0, 3) y 5 (0, — 3) es 
siempre igual a 8. Comparese el tesultado con el obtenido en el ejercicio 15. 

17. Un punto se mueve de tal manera que la difeiencia de sus distancias a 
los dos puntos A (3, 0) y B (- 3, 0) es siempre igual a 4. Hallar la ecuacion de 
su lugat geometrico. 

18. Un punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias a 
los dos puntos A (0, 3) y B (0, — 3) es siempre igual a 4. Hallar la ecuacion de 
su lugar geometrico. Comparar el resultado con el obtenido en el ejercicio 17. 

19. Un circulo de radio 4 tiene su centro en el punto C(l, — 1). Hallar 
la ecuaci6n del lugar geometrico de los puntos medios de todos sus radios. 

20. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (3, 1) 
es siempre igual a la mitad de su distancia al eje Y . Hallar la ecuaci6n de su 
lugar geometrico. 

21. Un punto te mueve de tal manera que su distancia al punto A( — 1, 2) 
es siempre el doble de su distancia al eje X. Hallar la ecuacion de su lugar 
geometrico. 

/ T22) Un segmento rectilineo de longitud 4 se mueve de tal manera que uno 
de KSs puntos extremos permanece siempre sobre el eje X y el otro permanece 
siempre sobre el eje Y. Hallar la ecuacion del lugar geometrico del punto medio 
del segmento. Sugestion. Vease el ejercicio 5 del grupo 4, Art. 11. 

23. Dos de los vertices de un triangulo son los puntos fijos A( — 1, 3) 
y B (5, 1). Hallar la ecuacion del lugar geometrico del tercer vertice C si se 
mueve de tal manera que la pendiente del lado AC es siempre el doble de la del 
lado BC. 

24. Dos de los vertices de un triangulo son los puntos fijos A(1, 0) 
y B (5, 0). Hallar la ecuacion del lugar geometrico del tercer vertice C si se 
mueve de tal manera que la diferencia entre las longitudes de los lados AC y BC 
es siempre igual a la mitad de la longitud del lado AB. 

25. Los extremos de la base de un triangulo son los puntos A (0, 0) 
y B(3, 0). Hallar la ecuaci6n del lugar geometrico del vertice opuesto C si se 
mueve de tal manera que el angulo en la base CAB es siempre igual al doble del 
angulo en la base CBA. 



CAPITULO III 
LA LINEA RECTA 

24. Introduccibn. Hemos llegado a un punto en que debemos dar 
un giro a nuestro estudio de la Geometria analitica . Hasta aqui hemos 
deducido algunas relaciones fundamentales y considerado m£todos 
generates para la construcci6n de curvas y la obtenci6n de la ecuacidn 
de un lugar geom^trico . Pero todavia no hemos hecho ningiin intento 
sistemitico de identificar las ecuaciones y sus lugares geom^tricos de 
una manera especifica . Mis aun , hasta este momento , no hemos 
establecido ninguna de las propiedades particulares que puede poseer 
una curva . En este y en los siguientes capitulos , haremos un estudio 
detallado de la linea recta y de algunas de las curvas que son de maxi- 
ma importancia en la Geometria analitica y sus aplicaciones . Natu- 
ralmente comenzaremos con el estudio de la linea recta debido a que su 
ecuacion es la mis sencilla . 

25. Definlclbn de linea recta. Nuestro primer objetivo en este 
capitulo es la obtenci6n de la ecuaci6n de la recta . Ya dijimos en el 
Articulo 23 , que la ecuaci6n de un lugar geom&rico se obtiene a partir 
de un numero suficiente de las propiedades unicas que lo definen . El 
estudiante recordari varias definiciones de la linea recta dadas en sus 
estudios anteriores , siendo la mis comiin la que se expresa diciendo 
que una recta es la distancia mis corta entre dos puntos . Pero esta 
definici6n se apoya en el significado del te"rmino distancia . Si trata- 
mos ahora de definir la distancia , veremos que cualquier explicaci6n 
nos devuelve al punto de partida . Por esta razon , los tratados supe- 
riors de Geometria , construidos sobre bases axiomiticas , admiten la 
existencia de la linea recta como un postulado . Nosotros admitiremos 
la siguiente definici6n de linea recta basada en el concepto de pendiente 
dado en el Articulo 8 . 

Definicidn de linea recta . Llamamos linea recta al lugar geom^trico 
de los puntos tales que tornados dos puntos diferentes cualesquiera 
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Pi (xi , yi ) y Ps (xs , y2 ) del lugar , el valor de la pendiente m calculado 
por medio de la formula del teorema 4 , Articulo 8 , 



yi — yi 

Xi — Xi 



Xi ^ Xi , 



resulta siempre constante. 

26. Ecuaci6n de la recta que pasa por un punto y tiene una 
pendiente dada. Geom^tricamente , una recta queda perfectamente 
determinada por uno de sus puntos y su direccion . Analiticamente, la 




*X 



ecuacidn de una recta puede estar perfectamente determinada si se 
conocen las coordenadas de uno de sus puntos y su angulo de inclina- 
cion (y , por tanto , su pendiente) . 

Teorema 1 . La recta que pasa por el punto dado Pi (xi , yi) y 
liene la pendiente dada m , tiene por ecuacidn 



y -yi = m(x - Xi). 



(1) 



Demostraci6n . De acuerdo con el m^todo dado en el Artfculo 23, 
sea P(x, y) (fig. 34) un punto cualquiera de la recta, diferente del 
punto dado Pi(xi , yi) . Por la definicion de recta (Art. 25), las 
coordenadas del punto P{x, y) satisfacen la ecuacion 



m = 



- Vi 

x — Xi : 



de la cual obtenemos , inmediatamente , quitando denominadores , la 
ecuacidn (1 ) . 
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Reciprocamente , si las coordenadas da cualquier otro punto 
Pi{xi, yz) satisfacen (1), tenemos 



m 



yt - yi 

Xi — Xi 



que es la expresidn analitica de la definition de recta , aplicada a los 
dos puntos P\(x\ , y\) y Pt(x2, 2/2). Por tanto, P2 esta, sobre la 
recta . Esto completa la demostracion . 

NOTAS. 1. Como la ecuacion (1) esta dada en funcion de un punto y !a 
pendiente, se llama, a veces, de la forma de panto y pendiente. 

2. Una recta que coincide o es paralela al eje Y no tiene pendiente (Art. 8) . 
Por tanto, la ecuacion (1) no puede representar a una recta de tal naturalezs, 
ni nuestra definicion de recta puede aplicarse a ella. Para este caso. se ha demos- 
trado en el Articulo 18 que la ecuacion de la recta es de la forma x = k, en 
donde k es cualquier numero real. 

Ejemplo. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (4, — 1) y 
tienc un angulo de indinacion de 1}5 C . 




Fig. 35 

Soluci6n. La recta cuya ecuacion se busca es la trazada en la figura 35. 
Por el Articulo 8, la pendiente de esta tecta es 

m = tg 135° = - 1. 

Por tanto, por el teorema 1, la ecuacion dc la recta es 

„-(-!) - - l(*-4). 
o sea. 

x + y - 3 - 0. 
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j 27. Otras formas de la ecuaci6n de la recta. Una recta es o no 
paralela al eje Y . Si es paralela al eje Y su ecuacidn es de la forma 
x = k ; si no es paralela a dicho eje , su pendiente esta definida y su 
ecuacidn esta dada por el teorema 1 del Articulo 26 Como todas las 
rectas caen bajo una de estas dos clasificaciones , cualquiera otra 
forma de la ecuacidn de una recta debe reducirse , necesariamente , a 
una de estas dos formas . Para algunos tipos de problemas , sin em- 
bargo, son m&s convenientes otras formas ; a continuacidn considera- 
mos algunas de ellas . 




Fig. 36 



a) Ecuacidn de la recta dada su pendiente y su ordenada en el origen. 
Consideremos una recta I (fig. 36) cuya pendiente es m y cuya orde- 
nada en el origen, es decir , su intercepcidn con el eje Y, es b . Como sc 
conoce b, el punto cuyas coordenadas son (0,6) esta sobre la recta 
(Art. 15). Por tan to , el problema se reduce a hallar la ecuacidn de 
la recta que pasa por un punto (0, b.) y tiene una pendiente dada. 
Segtin el teorema 1 del Articulo 26 la ecuacidn buscada es 



o sea , 



y — b = m(x — 0) , 
y+mx + b. 



Podemos enunciar este resultado como el 

Teorema 2 . La recta cuya pendiente es m y cuya ordenada en el 
origen es b tiene por ecuacidn 

y = mx + b. 
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NOTA. Una recta paralela al eje Y no tiene ordcnada en. el otigen. En este 
caso no puedc usarse la forma de ecuacion que acabamos de obtener. Como ya 
dijimos la ecuacion de una recta tal es de la forma x = k. 

b) Ecuacidn de la recta que pasa por dos puntos. Geom6trica- 
mente , una recta queda perfectamente determinada por dos cuales- 
quiera de sus puntos. Analiticamente , la ecuacion de una recta tam- 
bi£n queda perfectamente determinada conociendo las coordenadas de 
dos cualesquiera de sus puntos . 

Y 




Fig. V 



Teorema 3 . La recta que pasa por dos puntos dados Pi (xi , yi) y 
P2 (x 2 , y 2 ) tiene por ecuacion 



yi — y-2 , n 



x s . 



(1) 



Demostraci6n. Sea la recta Pi Pt de la figura37. Como se 
conocen dos de sus puntos , su pendiente esta dada por (Teorema 4 , 
Articulo8) 

yi — y» 



m = 



Xl — Xl 



Xi ^ Xi . 



Por tanto , con esta pendiente y el punto Pi (ii , j/i) , el problema se 
reduce a hallar la ecuaci6n de una recta que pasa por un punto y tiene 
una pendiente dada . En consecuencia , sustituyendo este valor de la 
pendiente en la ecuaci6n ( 1 ) del Teorema 1 , Art . 26 , obtenemos 
la forma ( 1 ) tal como se queria demostrar . 

NOTAS. 1. Si xi " xi, la ecuacion (1) no puede usarse. En esce caso, la 
recta es paralela al eje Y, y su ecuacion es x ™ x\. 
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2. Si se multiplies la ecuacion ([) por xi — X2 7 se pasan todos sus termi- 
nos al primer miembro, se obtiene 



xi yi — xiyi — yi x + xi y + yi x — xiy = 0, 
que puede escribirse en forma de determinante: 

x y 1 

jfi y { 1 - 0. 
I xa yt 1 



(2) 



(3) 



En efecto, si desarrollamos este determinante por menores con respecto a los 
elementos de la tercera columna, obtendremos el primer miembro de (2) . Mas 
adelante deduciremos la ecuacion (3) por otro metodo (Art. 35) y sera discutida 
en esa ocasion. 




Fig. 38 



c) Ecuacion simetrica de la recta. Sean a ^ y 6^0 los seg- 
mented que una recta determina sobre los ejes X y Y (fig. 38), es 
decir, sus intercepciones . Entonces (a, 0) y (0, b) son dos puntos 
de la recta (Art. 15) . Por tanto , el problema de obtener la ecuaci6n 
de una recta cuando se conocen los segmentos que determina sobre los 
ejes se reduce a hallar la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos , 
y tenemos , por el teorema 3 , 

n 0-fr / x 

V - - „ (x — a), 



de donde 



a — 



ay = —bx + ab 



Trasponiendo — bx al primer miembro y dividiendo por ab, obtenemos 

xv 



Lj_y. 



a 



+ f-'- 



62 



GEOMETRIA ANAHTICA PLANA 



Esta ecuacion es la llamada ecuacion sim£trica de la recta . De aqui el 
siguiente 

Teorema 4 . La recta cuyas intercepciones con los ejes X y Y son 
a ^ y b^O, respectivamente, tiene por ecuacidn 



a b 



(4) 



NOTAS. 1. Si a = 0, entonces tambien 6=0, y la forma simetrica no 
puede usarse. En este caso, solamente se conocc un punto, el origen, y no es 
suficiente para determinar una recta. 

2. Como una recta queda perfectamente determinada por dos cualesquiera de 
sus puntos, la manera mas conveniente de trazar una recta a partir de su ecuacion 




^X 



Fig. 39 

es determinar las dos intersecciones con los ejes. Si la recta pasa por el origen, 
basta determinar otro punto cuyas coordenadas satisfagan la ecuacion. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (— 3, 1) 
y es paralela a la recta determinada por los dos puntos (0, — 2) y (5, 2) . 

SoluciOn. Como se conoce un punto de la recta requerida / (fig. 39), 
solamente es necesario obtener su pendiente que, segun sabemos, es la misma que 
la de la recta paralela /' que pasa por los dos puntos (0, — 2) , (5, 2) (coro- 
lario 1 del teorema 5, Art. 10) . La pendiente de /' es, por el teorema 4 del Ar- 
ticulo 8, 

2-- (-2) 4 
5-0 5 

Por tanto, segun el teorema 1, Artic'ulo 26, la ecuacion de I es 



o sea. 



- 5 y + 17 w 0. 
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Ejemplo 2. Hallar la ecuacion de la mediatriz (perpendicular en su punto 
medio) del segmento (— 2, 1) , (3, — 5) . 

SoluciOn. Supongamos que la mediatriz es la recta / y que el segmento 
es /' (fig. 40). Las coordenadas del punto medio M de /' son (%, — 2) por 
el corolario al teorema 3, Articulo 7. La pendiente de /', por el teorema 4 del 
Articulo 8, es 

, 1 -(- 5) 6 

m = - — — — . 

- 2 - 3 5 




~>x 



Fig. 40 

Como / es perpendicular a /', su pendiente, por el corolario 2 del teorema 5. 
Articulo 10, es m = %. Por tanto, por el teorema 1, Articulo 26, la ecuacion 
de I es 

V+l-Klx-K). 
la cual se reduce a 

10 jc - 12 y - 29 = 0. 



EJEKCICIOS. Grupo 9 



Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(l,'5) y tiene de 
pendiente 2. 

2. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (— 6, — 3) y tiene 
un angulo de inclinacion de 45°. 

3. Hallar la ecuacion de la recta cuya pendiente es — 3 y cuya intercepcion 
con el eje Y es — 2. 

4. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos A (4, 2) y 
B(-5. 7). 

5. Los vertices de un cuadrilatero son A (0, 0), B (2, 4), C (6, 7), D (8, 0). 
Hallar las ecuaciones de sus lados. 
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6. Los segmentos que una recta determina sobre los ejes X y Y son.2 y - 3. 
respectivamente. Hallat su ecuacion. 

7. Una recta pasa por los dos puntos A (— 3, — 1) y B (2, — 6) . Hallar 
su ecuacion en la forma sime'trica. 

8. Una recta de pendiente —2 pasa por el punto A( — 1. 4). Hallar su 
ecuacion en la forma simetrica. 

9. Hallar la ecuaci6n de la mediatriz del segmento A (— 3, 2) , B (1. 6) . 

10. Una recta pasa por el punto A (7, 8) y es paralela a la recta C (— 2, 2) 
y£>(3, —4). Hallar su ecuacion, 

11. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (— 2, 4) , y 
determina sobre el eje X el segmento — 9. 

12. Demostrar que los puntos A( — 5, 2), £(I, 4) y C (4, 5) son coli- 
neales hallando la ecuacion de la recta que pasa por dos de estos puntos. 

13. Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento que los ejes coordenados 
determinan en la recta 5 x + 3 y — 15 = 0. 

Los ejercicios 14-21 se refieren al triangulo cuyos vertices son A (—2, 1), 
B(4, 7) y C(6, -3). 

14. Hallar las ecuaciones de los lados. 

15. Hallar la ecuacidn de la recta que pasa por el vertice A y es paralela al 
lado opuesto BC. 

16. Hallar las ecuaciones de la rectas que pasan por el vertice B y trisecan 
al lado opuesto AC- 

17. Hallar los vertices del triangulo formado por las rectas que pasan por los 
vertices A, B y C y son paralelas a los lados opuestos. 

18. Hallar las ecuaciones de las medianas y las coordenadas de su punto de 
interseccion. 

19. Hallar las ecuaciones de las mediatrices de los lados y las coordenadas de 
su punto de interseccion. Este punto se llama circuncentro. 

20. Hallar las ecuaciones de las alturas y su punto de interseccion. Este 
punto se llama orfocenfro. 

21. Hallar las coordenadas del pie de la altura correspondiente al lado AC. 
A partir de estas coordenadas hallese la longitud de la altura y luego el area del 
triangulo. 

22. Hallar la ecuacion de la recta cuya pendiente es — 4, y que pasa por el 
punto de interseccion de las rectas 2 a: + y — 8 = y 3 x — 2 y + 9 = 0. 

23. Las ecuaciones de los lados de un cuadrilatero son 3 x — 8 y + 36 = 0, 
x -\- y — 10 = 0, 3 x — 8 y — 19 = y x + y -f- 1 = 0. Demostrar que la figura 
es un paralelogramo, y hallar las coordenadas de sus vertices. 

24. Hallar el area del triangulo rectangulo formado por los ejes coordenados 
y la recta cuya ecuacion es 5 x f- 4 y -f- 20 = 0. 

25. Las coordenadas de un punto P son (2, 6) , y la ecuacion de una recta I 
es 4 x + 3 y = 12. Hallar la distancia del punto P a la recta I siguiendo en 
or den, los siguientes pasos: a) Hallar la pendiente de I. b) Hallar la ecua- 
cion de la recta /' que pasa por P y es perpendicular a /. c) Hallar las coor- 
denadas de P 1 , punto de interseccion de I y I', d) Hallar la longitud del 
segmento PP'. 

26. El punto P de ordenada 10 esta sobre la recta cuya pendiente es 3 y que 
pasa por el punto A (7, — 2) . Calcular la abscisa de P. 

27. Determinar el valor de los coeficientes A y B de la ecuacion Ax — By 
+ 4 = de una recta, si debe pasar por los puntos C (— 3, \) y D (1 , 6) . 
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28. Las ecuaciones de los lados de un triangulo son 5x — 7y + 27 = 0, 
9jc — 2y — 15 = U y 4x + 5y + 11 =0. Hallar sus angulos y comprobar los 
resultados. 

29. Deducir la ecuacion de la recta cuya pendiente ts ra y determina sob re 
el eje X el segmento a. Compirese este resultado con la ecuacion de una recta 
conocida su pendiente y su ordenada en el origen, dada en el Articulo 27. 

30. Una recta pasa por los dos puntos A (— 1, 3) y B (5, 4). Esciibase su 
ecuacion en forma de deteiminante. Veiifiquese el resultado desarrollando el 
determinante. 

28. Forma general de la ecuacion de una recta. En los articulos 
precedentes hemos visto que la ecuaci6n de una recta cualquiera , en el 
piano coordenado , es de la forma lineal 

Ax + By+C = 0, (1) 

en donde ya sea A o B debe ser diferente de cero y C puede o no ser 
igual a cero . La ecuacion (1 ) se llama la forma general de la ecuacidn 
de una recta . 

Ahora consideraremos el problema inverso , a saber , la ecuacion 
lineal (1) , irepresenta siempre una lfnea recta? Para contestar a esta 
pregunta examinaremos las dos formas posibles de la ecuacidn (1) 
con respecto al coeficiente de y , es decir , las formas para B = 
y B*0. 

Caso I. B = . Si£ = 0, entonces A ^ , y la ecuacion (1 ) 
se reduce a la forma 

«--f (2) 

Pero (2) es de la forma x = k , de la que anteriormente se demostr6 
que es la ecuacion de una recta paralela al eje Y (Art . 18) . 

Caso II . B ^ 0. Si B ^ , podemos dividir la ecuacidn (1 ) 
por B , y entonces por trasposicidn se reduce a la forma 

Pero (3) esta en la forma y = mx + b (Art. 27) y, por tanto, es la 

ecuaci6n de una recta cuya pendiente es — -^ y cuya ordenada en el 

C 
origen es — „ . 

En consecuencia , vemos que en todos los casos la ecuacidn (1 ) 
representa una recta . Vamos a hacer un resumen de estos resulta- 
dos en el 
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Teorema 5 . Una ecuacidn lineal en las variables xyy represenla 
una recta y rertprocamente . 

NOTAS. 1. E«te teorema muettra lo apropiado del termino lineal para 
designar las expretiones algebraical de primer grado. 

2. La pendiente dc una recta cualquiera, no paralela al eje V, puede obte- 
nerse directamente a partir de su ecuaci6n. Para ello bastari reducir la forma 
dada (1) a la forma (3) ; el coeficiente de x es la pendiente. Mas sencillamen- 
te, todo lo que tenemos que hacer es dividir en (1) el coeficiente de x por el 
coeficiente de y y despues cambiar el signo. 

29. Discusion de la forma general. Ahora haremos algunas obser- 
vaciones de gran importancia , no sdlo con respecto a la recta , sino 
tambien a toda la Geometria analftica . Acabamos de ver que la ecua- 
cidn de una recta es, necesariamente , de la forma 

Ax + By + C = 0. (1) 

Por tanto , al buscar la ecuacidn de una recta particular , sabemos 
a priori que es de la forma lineal (1 ) ; el problema que queda por 
resolver es el de determinar los coeficientes A , B y C . El estudio de 
los coeficientes es, pues, de gran importancia. Este ultimo enun- 
ciado , sin embargo , no esta restringido a la lfnea recta solamente ; a 
medida que avancemos en el estudio de la Geometria analltica veremos 
que , una vez que se haya establecido la ecuacidn general de un tipo 
particular de curva , las propiedades y caracteristicas distintivas de 
esa curva pueden determinarse por una investigacidn de los coeficientes 
de su ecuacidn . 

Consideremos los tres coeficientes A , B y C en la forma gene- 
ral (1 ) . Notamos , en primer lugar , que todos son constantes reales 
y arbitrarias , es decir , que pueden tomar cualquier valor real , siem- 
pre que A y B no sean simultaneamente nulos. Puede parecer a 
primera vista que estas tres constantes son independientes . Pero 
puede demostrarse facilmente que , en realidad , solamente hay dos 
constantes independientes . En efecto , uno , cuando menos , de los 
coeficientes A y B debe ser diferente de cero . Por tanto , si A ^ , 
podemos dividir la ecuacidn (1 ) por A de manera que tome la forma 

X + f y+ A =0 ' (2) 

en la que hay solamente dos constantes independientes que son las 
razones arbitrarias B/A y CI A . Sabemos , por Algebra , que para 
calcular estas constantes se necesitan dos ecuaciones independientes 
que las contengan , y que cada una de estas ecuaciones se obtiene a 
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partir de una condicion independiente . Por tan to , analilicamente , la 
ecuacion de una recta queda perfeclamente determinada por dos condi- 
ciones independientes . Geom^tricamente , una recta tambten queda 
determinada por dos condiciones independientes ; luego una recta esta 
completamente determinada si se conocen dos de sus puntos , o uno de 
sus puntos y su direccidn . 

EJemplo. Hallar los valores que deben tcner los coeficientes de la ecuacion 
general Ax + By + C = de una recta, para que pase por los dos puntos 
(—1, 4) y (3, — 2). De ahi hallar la ecuaci6n de la recta. 

Soluci6n. Como los dos puntos estan sobre la recta, sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuaci6n de dtcha recta (Art. 14) . Por tanto, para el punto 
(— 1, 4) , tenemos: 

- A + 4B + C = 0; (3) 

y para el punto (3, —2) tenemos 

3A -2B + C -0. (4) 

Resolviendo las ecuaciones (3) y (4) para Ay B en tirmiaos de C, obtenemos 

A - - %C. B - - %C 

Si sustituimos estos valores de A y B en la forma general, obtenemos 

- HCx - %Cy + C = 0. 

Dividiendo toda la ecuacion por C y simplificando, obtenemos como ecuacion 
de la recta 

3jc + 2y - 5 - 0, 

cuyos coeficientes son A = 3, B = 2, C = — 5. 

NoTA. Si C =■ 0. el problema no puede resolverse tal como se ha hecho. 
En estc caso podemos resolver (3) y (4) para A y C en terminos de B si 
B ?± 0, o para B y C en terminos de A si A yt 0. 

30. Posiciones relatives de dos rectas. Ahora consideraremos las 
posiciones relativas de dos rectas , cuyas ecuaciones pueden ponerse en 
las formas generates : 

Ax + By + C=0, (1) 

A'x + B'y + C = 0. (2) 

En particular , determinaremos las condiciones analfticas bajo las cua- 
les estas dos rectas son : a) paralelas ; b) perpendiculares ; c) coin- 
ciden ; d) se cortan en uno y solamente en un punto. 

a) La pendiente de (1) es — -jr si B ^ , y la pendiente de (2) 

A 1 
es — -5: si B ' ?* . Por el corolario 1 al teorema 5 , Articulo 10 , 
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una condicidn necesaria y suficiente para que las rectas (1) y (2) sean 
paralelas es que 

B B" 

o sea , 

A = .B 

A' B" 

es decir , los coeficientes de x y y deben ser proporcionales . 

Si B= 0, la recta (1) es paralela al eje Y. Si la recta (2) es 
paralela a la (1 ) , tambi£n es paralela al eje Y, luego tambien B' = . 
En este caso , la ultima proporcidn establecida no tiene sentido ; lo 
mismo sucede si Ay A' son cero , es decir , si ambas rectas son para- 
lelas al eje X . Pero , si escribimos esta relation en la forma 

AB> -A'B = 0, 

tenemos una relacidn verdadera para todos los casos . 

b) Por el corolario 2 al teorema 5 , Articulo 10 , una condici6n 
necesaria y suficiente para que las rectas (1) y (2) sean perpendicu- 
lares es que 

o sea, 

AA' + BB> = 0. 

El estudiante debe demostrar que esta ultima relaci6n es tambi&i 
verdadera si una de las rectas es paralela al eje Y y , por lo tanto , no 
tiene pendiente . 

c) Dos rectas coinciden si tienen un punto comun y la misma 

direcci6n o pendiente . La intersection de la recta (1 ) con el eje X es 

C 
el punto de abscisa — -r, y la de la recta (2) esel punto de abscisa 



A'' 



o sea, 



Por tanto , debemos tener 



A A" 

i-%- (3) 
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Tambien , por ser las pendientes iguales , 



o sea , 



De (3) y (4) tenemos 





A 






A' 




B 


™ 




w 




A 
A' 


= 


B 
B' 


'• 


A 




B 




c 


A' 


~ 


B' 


^ 


C" 



(4) 



(5) 



es decir , dos rectas coinciden si y solamente si sus coeficientes corres- 
pondientes son proporcionales . 

La proporcidn (5) se ha escrito suponiendo que todos loscoefi- 
cientes de las ecuaciones (1) y (2) son diferentes de cero. Si , en vez 
de esto , uno o mas coeficientes son cero , esta proporcidn no tiene 
sentido en su totalidad o en parte . Pero si escribimos 

A = kA', B-kB', C = kC, 

en donde k es una constante diferente de cero , obtendremos relaciones 
verdaderas para todos los casos . 

d) Geom<5tricamente , dos rectas se cortan en uno y solamente en 
un punto en el caso de que no sean paralelas. Analiticamente , si las 
rectas (l)y (2) no son paralelas , del apartado (a) anterior se dedu- 
ce que 

A B 

— y^-fr,) o sea , que AB' — A'B ^ . 

Podemos hacer el resumen de los resultados anteriores en el 

Teorema 6 . Si las ecuaciones de dos rectas son Ax + By + C = 
y A'x + B'y + C ' = , las relaciones siguientes son condiciones nece- 
sarias y suficientes para 

A B 

a) Paralelismo t ~r~, — W)> ° sea > 'AB' . — A'B = ; 

b) Perpendicularidad , AA' + BB' = 0; 

c ) Coincidencia , A = kA' , B = kB ' , C = kC (k ¥■ 0) ; 
d) Interseccion en uno y solamente un punto , 

£;*§■,, osea, AB'-A'B^O. 

Ejemplo. La ecuacion de una recta I es 5x — 7y + 11 — 0. Escribir la ecua- 
ci6n que represent! a todas las rectas paralelas a /. A partir de esta ultima ecuacion 
ballar la de la recta paralela a / y que pasa por el punto (4, 2) . 
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Solucitfn. Representemos pot Ax + By + C = la ecuaci'6n de todas las 
rectas paralelas a /. Pot el apartado (a) del teorema 6 se veiifica 

*_ A- r osea. B--L A . 
Por tanto, la ecuacion de todas las rectas paralelas a / es 



de donde. 



o sea. 



Ax-lAy + C = 0. 



5* - 7y + i£ - 0. 
A 



5x-7y + k=0. (6) 



5C 
en donde k = — es una constante arbitraria. 
A 

Si la recta (6) debe pasar por el punto (4, 2) . las coordenadas deben satUfa- 

cer (6) . Por tanto: 

5.4-7.2 + ft-0. 

de donde k = - 6, y la recta buscada es 

5x - 7y - 6 - 0. 

EJEBCICIOS. Grupo 10 

Oibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Transformar la forma general de la ecuacion de una recta a la forma 
stmetrica. Establecer las restricciones a que deben estar sometidos los coeficien- 
tes para permitir esta transformaci6n. 

2. Haltar la ecuacion de la recta, determinando los coeficientes de la forma 
general, que pasa por el punto ( — 2, 4) y tiene una pendiente igual a — 3. 

3. Hallar la ecuaci6n de una recta, determinando los coeficientes de la forma 
general, si los segmentos que determina sobrc los ejes X y Y. es decir, sus 
intercepciones, son 3 y — 5, respectivamente. 

4. Hallar la ecuacion de la recta, determinando los coeficientes de la forma 
general, que es perpendicular a la recta 3jr — 4y + 11 =0 y pasa por el punto 
(-1. -3). 

5. Hallar el valor de k para que la recta kx + (k — 1) </ — 18 ■■ sea pa- 
ralela a la recta 4x + 3y + 7 =■ 0. 

6. Oeterminar el valor de k para que la recta k*x + (k + 1) y + 3 " sea 
perpendicular a la recta 3jt — ly — 11 = 0. 

7. Hallar la pendiente e intercepciones de la recta 7x — 9;/ + 2 = 0. 

8. Hallar la pendiente, angulo de inclinacion y las intercepciones de la recta 
que pasa por el punto (2, 3) y es perpendicular a la recta 2x — 7y + 2 = 0. 

9. Oeterminar el valor de k para que la recta 4x + 5y + h — forme con 
los ejes coordenados un triingulo rectingulo de irea igual a 2 Vi unidades cna- 
dradas 
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10. En las ecoaeionts ax + (2 - b) y — 23 - y (a - 1) x + by + 15 - 
hallar los valorej dc a y b para que rcprcscntcn rcctas que pasan por el pan- 
to (2, -3). 

11. Demostrar que la recta que pasa por los puntos (4, — 1) y (7, 2) 
bisecta al segmento cuyos extremos son los puntos (8, —3) y (—4, —3). 

12. Demostrar que las rectas 2jc - y— 1 =0, *-8i/+37-0, 2x — y — 16-0 
y jc — 8y + 7 =■ forma n nn paralelogramo, y hallar las ecuacioncj de sus 
diagonales. 

>-»- 13. Demostrar que las rectas 5x — y — 6 = 0, x + 5y — 22 — 0, 5jc— j/-32«»0 
yjc + 5y + 4«0 forman nn cuadrado. 

14. Demostrar que los angulos suplementarios formados por las dos rectas 
Ax + By + C - y A'jc -f B'y + C «■ estan dados por las fdrmulas 

ti6= ^A'B-AB' 



AA' + BB' 



_, — 15. Hallar el angulo agudo formado por las rectas 4x — 9y + 11 m y 

3jr + 2«-7-0. 
__^16. Hallar las ecuacioncj de las rectas que pasan por el punto (2, — 1) y 

que forman cada una un angulo de 4J° con la recta Ix — Jy + 7 — 0. 

17. A partir del resultado del ejercicio 14. deducir las condiciones necesarias 
y suficientes para el paralelismo y perpendicularidad de dos rectas, dadas en los 
apartados (a) y (6) del teorema 6, Articulo 30. 

18. Si k es una constante cualquiera diferente de cero, demuestrese que todo 
punto que este sobre la recta Ax + By + C = tambUn estara sobre la recta 
kAx •+ kBy + kC = 0. Por tanto, deduzcase la condici6n necesaria y sufi- 
ciente para la coincidencia de dos rectas, dada en el apartado (c) del teorema 6, 
Articulo 30. 

10. Por medio de determinantes obtengase la condicidn necesaria y suficiente 
para que las dos rectas Ax + By + C — y A'x + B'y + C — se corten en 
uno y solamente un punto, dada en el apartado (d) del teorema 6, Articulo 30. 
Sugeslion: Vease apendice IB. 6. 

20. Si tres rectas se cortan en un punto comun, se dice que son concurren- 
tes. Si las tres rectas At x + Biy + Ci — 0, Atx + Biy + Cs ■» y 
A3X + Bz y + Cj — son concurrentes, demuestrese que sus coeficientes satis- 
facen la condicion 



Ai Bi C, 




g/ 


r-e-cApvooo ha J^rdojd 


A2 £2 Ca 


- 0. 


•* 


C /pOsf JLi rvvo i\ o-x (xUw 


A3 B* C3 









21. Demostrar que las tres rectas 3jr — 5y + 7 — 0. 7x + 3y — 8 — y 
bx — 7y + 8 — son concurrentes. 

22. Demostrar analiticamente que las medianas de cualquier triingulo son 
concurrentes. 

23. Demostrar analiticamente que las mediatrices perpendiculares a los lados 
en su punto medio en cualquier triangulo son concurrentes. 

24. Demostrar analiticamente que las alturas de cualquier triangulo son 
concurrentes. 

25. Los vertices de un triangulo son (1, 1), (4, 7) y (6, 3). Demostrar 
que el baricentro (punto de interseccion de las medianas) , el circuncentro (pun- 
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to de interseccion de las mediatrices) y el ortocentro (punto de intersection de 
las alturas) son colineales. 

26. Dcmostrar analiticamente que el baticcntro, circuncentro y ortocentro 

de cualquier triangulo son colineales. La recta que los une se llama recta de 

Euler. 

\, 27. Desde el punto (6, 0) se trazan pe rpend ic u lares a los lados 

K™ 5jc — y — 4=0, y ** 1 y x — y — 4 » de un triangulo. Demostrar que 

los pies de estas perpendiculares son colineales. 

28. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (a, b) y por la 

- (\jJ interseccion de las rectas — + -2- = I y£+-^-=l. 

0<T abfca 

Y 29. Una recta se mueve de tal manera que la suma de los reciprocos de los 

segmentos que determina sobre los ejes coordenados es siempre igual a una cons- 

tante k ?£ 0. Demostrar que la recta pasa siempre por el punto fijo I — , — J. 

30. Hallar la longitud de la perpendicular bajada del punto Pi (x\. yi) a la 
recta / : Ax + By + C = 0. Demostrar, a partir de esto, que la distancia d del 
punto Pi a la recta / esta dada por 

I Ax, + By, + C | 
d = 



V A J + B S 



31. Forma normal de la ecuaci6n de la recta. Consideremos un 
segmento OPi de longitud p y con uno de sus extremos siempre en 
el origen , tal como puede verse en la figura 41 . La posicion exacta 
de este segmento de recta en el piano coordenado esta determitiada 
por el angulo to , que , como en Trigonometria , es el angulo positivo 
engendrado por el radio vector OPi al girar alrededor del origen 
(Ap6ndice IC , 1). De acuerdo con esto , la longitud p se considera 
siempre posiliva , y la variaci6n de los valores del angulo to viene 
dada por 

0° < to < 360° . ( 1 ) 

Es evidente que, para un par cualquiera de valores dados de p y w, 
la recta I trazada por Pi (xi , y\ ) perpendicular a OPi queda perfec- 
tamente determinada. Ahora obtendremos la ecuaci6n de I por medio 
de la fdrmula de la recta que pasa por un punto y tiene una pen- 
diente dada . 

Por Trigonometria , para cualquier posicion de la recta I , 

Xi = p cos to , y\ ■= p sen to . ( 2 ) 

Por tanto , las coordenadas del punto Pi son (p cos to , p sen to) . 

Para las posiciones (a) y (b) (fig. 41) el angulo de inclinaci6n 
del segmento OPi es to , y , por tanto , su pendiente es tg <o . 
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Para las posiciones (c) y (d) (fig. 41) en donde a es el angulo de 
inclinacion de OPi , tenemos (Ap6ndice IC, 3) 

tgo> = tg (180° + a) - tga. 

De aqui que para todas las posiciones del segmento OPi , su pendiente 
esta dada por tg to . Como la recta I es perpendicular a OPi , su 





>x 





>x 



Fig. 41 



pendiente para todas las posiciones es , por el corolario 2 del teore- 
ma 5 , Articulo 10 , 

, cos O) , ,. 

to = — ctg to = — . ( 3 ) 



sen to 



Segiin esto, de (2) y (3), la ecuacidn de I (teorema 1 , Articu- 
lo 26) es 

COS 0) 



y — p sen co = — (x — p cos co ) , 

sen (a 



de donde 



y sen co — p sen 2 co » — x cos co + p cos s co , 
o sea , x cos co + y sen to — p(sen 2 co + cos' co) = . 
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Como sen 2 w + cos 2 w = 1 (Apendice IC , 2) , esta ultima ecuacidn se 
reduce a 

x cos a> + y sen w — p = . (4) 

Este resultado conduce al siguiente 

Tborema 7 . La forma normal de la ecuacidn de una recta es 

x cos a) + y sen w — p = , 

en donde p es un numero positivo, numericamente igual a la longitud de 
la normal trazada desde el origen a la recta, y w es el dngulo positivo 
< 360° medido a partir de la parte positiva del eje X a la normal . 

Nota, Si una recta pasa por el origen. se tiene p = en la forma normal 
de su ecuacion. En este caso se prefiere suponer que la recta normal esta diri- 
gida hacia arriba del origen de tal manera que la variacidn de los valores de in 
este dada por 

< to < 180°. 

Ejemplo. En un circulo de centro en el origen y radio igual a 5, hallar la 
forma normal de la ecuacion de su tangente en el punto (— 3, 4) • 




*~x 



Fig, 42 



Solucidn. La tangente buscada / aparece trazada en la figura 42. Por Geo- 
metria elemental sabemos que el radio que va al punto de tangencia es perpen- 
dicular a la tangente. Por tanto, p = 5, y sen o> = % y cos oj — — %. Luego 
la ecuacion de / en la forma normal es 



- Kx + Jitf -5=0. 



(5) 



Ordinariamente, despues de obtener la forma (5) en un problema, la escribiria- 
mos en la forma general, que es mas simple, 



3x - 4i/ + 25 - 0. 



(6) 
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Aim que (5) y (6) representan la misma recta /, debe tenerse presente que (5) 
es la forma normal, y (6) no lo es. La importancia de esta distincion se apre- 
ciara cuando consideremos las aplicaciones de la forma normal (Art. 33) . 

32. Reduccidn de la forma general de la ecuacidn de una recta a la 
forma normal. Usualmente , la ecuaci6n de una recta se da en la for- 
ma general 

Ax + By + C - . ( 1 ) 

Sin embargo , la forma normal 

x cos (o + y sen <o — p = , (2) 

es util para ciertos tipos de problemas. Por esto consideraremos en 
este articulo el m6todo de obtener la forma normal a partir de la forma 
general de la ecuacion . 

Si las ecuaciones (1) y (2) representan la misma recta, sus 
coeficientes correspondientes deben ser proporcionales (apartado (c) 
del teorema 6 , Art. 30) . Por tanto , 

cos a) = kA , ( 3 ) 

sen a) = kB , ( 4 ) 

-p = kC. (5) 

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de (3) y (4), y suma- 
mos , obtenemos 

cos 8 to + sen 2 o> = k^A 1 + S') . 

Pcro como cos* w + sen* w = 1 , esta ultima relacion nos da 

k= . \ % , m , A* + B'*0. (6) 

± v A 2 + B 1 

Si se sustituye este valor de k en cada una de las ecuaciones (3 ) , (4 ) 
y (5) , obtenemos las relaciones buscadas entre los coeficientes corres- 
pondientes de las dos formas (1 ) y (2) . Estas son : 

A B 

cos co = . . , - f , sen to = 



± V A 1 + B 2 ' ' ±VA 2 + B 2 ' 

C 
P ± V A* + S 2 ' 

y la recta definida por la forma general (1) tiene por ecuacion en la 

forma normal 

A B C _ 
- t H =»-| = = 0. 

± V A 7 + B* ±V A 2 + B* ± V A 2 + B> 
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Esevidente, sin embargo, que, en cualquier caso particular, no 
podemos usar en (6) ambos signos del radical, ya que esto no nos 
daria un unico valor para el angulo co . Para determinar el signo de 
este radical, notamos en primer lugar que, cuandop es diferente 
de cero , debe ser positivo (Art. 31). En este caso, la relaci6n (5) 
muestra que k y C deben ser de signos diferentes y ,' por tanto , que, 
al radical de (6 ) se le debe dar el signo opuesto al de C . 

Si la recta pasa por el origen , en la forma (l)esC = 0,yp = 
en la (2) , y el signo del radical no puede ser determinado por la rela- 
ci6n (5). En este caso , sin embargo, hemos elegido , como se esta- 
blecio" en la nota del teorema 7 , Articulo 31 , restringir los valores 
de co al intervalo 

< co < 180° , 

en donde sen co no es negativo . La relacitfn ( 4 ) nos dice entonces 
que k y B deben concordar en signo si B^O, y , por tanto , al ra- 
dical de ( 6 ) se le debe dar el mismo signo que tenga B . 

Finalmente , si ambos B y C son iguales a cero en la forma 
general ( 1 ) , la relation ( 4 ) muestra que sen co = . Por tanto , 
co = 0° , ya que co < 180° para C = como ya hemos dicho . En- 
tonces cos co = 1 , y la relaci6n (3) muestra que k y A deben con- 
cordar en signo . 

Los resultados anteriores quedan resumidos en el siguiente 

Teorema 8 . La forma general de la ecuacion de una recta , 

Ax + By + C = 0, (1) 

puede reducirse a la forma normal , 

x cos co + y sen co — p = , 



dividiendo cada tirmino de ( 1 ) por r = ± V A 2 + B 2 , en donde el 
signo que precede al radical r se escoge como sigue: 

a ) Si C t^ , r es de signo contrario a C . 

b) Si C = y B^O, r j B lienen el mismo signo . 

c) SiC = B = 0,ryA tienen el mismo signo . 

Ejemplo. La ecuacion de una recta es 5x — 7y — 11 = 0. Reducir su 
ecuacion a la forma normal, y hallar los valores de p y to . 

Solucidn. Para la ecuacion dada, A = 5. B = -7y C = — 11. Por 

anto, ± VA'+B' = * V 5 2 + ( — 7) 2 = ± \/ 74. Como C es negativo, 

damos al radical el signo positivo. Dividiendo la ecuacion dada por V 74, 

obtenemos su forma normal, 

5 -7 11 n 

:x+— —y T=-0. 



V 74 V 74 V 74 
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en donde, 



11 



V74 



sen co = — 



V74 



y P = 



V74 



Como cos co es positivo y sen to es negative co esta en el cuatto cuadtante 
(Apendice IC, 1) . En la tabla B del Aplndice II, se encuentta que el valor 
de co es 305° 32'. En la figura 43 se ha trazado la recta. 




Fig. 43 



EJEECICIOS. Grupo 11 



Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuacion de una recta en la forma normal, siendo co = 60° 
y p - 6. 

2. Una recta es tangente a un circulo de centro en el origen y radio 3. Si el 
punto de tangencia es (2, — \/5), ballese la ecuacion de la tangente en la 
forma normal. 

3. La ecuaci'on de una recta en la forma normal es x cos co + y sen co — 5 = 0. 
Hallar el valor de co para que la recta pase por el punto ( — 4, 3) . 

4. Reducir la ecuacion \2x — 5y — 52 = a la forma normal, y hallar los 
valores de p y co. 

5. Hallar la distancia * del origen a la recta 2x — 3y + 9 = 0. 

6. Determinar el valor de k para que la distancia del origen a la recta 
x + fey — 7 = sea 2. 

7. Reducir la ecuacion y = mx + b a la forma normal, y hallar los valores 
de p y en. 

8. Hallar la ecuaci6n de la recta cuya distancia del origen es 5 y que pasa 
por el punto (I, 7). (Dos soluciones.) 



* Al bablar de distancia de un punto a una recta se sobrentiende el seg- 
ment o de perpendicular trazado del punto a la recta. Lo mismo al hablar de 
distancia entre paralelas. 
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9. El angulo de inclinacion de una recta es de 45°. Hallai su ecuacion si 
su distancia del oiigen es 4. (Dos soluciones.) 

10. Reducii la ecuacion x =» h a la forma normal, y hallai los valoies de 
p y <u para los tres casos: ft < 0, ft = y fc > 0. 

11. Reducii la ecuacion y = k a la foima normal, y hallai los valoies de 
p y <u paia los ties casos: k < 0, d = y * > 0. 

12. La pendiente de una lecta es — 3. Hallai su ecuacion si su distancia del 
oiigen es 2. (Dos soluciones.) 

13. Hallai la foima noimal de la ecuaci6n de la lecta que pasa poi los dos 
puntos A(- 1, 7) y B (4, 2). 

14. Hallai la foima noimal de la ecuacion de la lecta que es paialela a la 
tecta x — 5y + 11 = y pasa poi el punto A (— 7, 2) . 

15. Hallai la ecuacion de la lecta que es paialela a la que tiene poi ecuacion 
3x + 2y — 9 = y cuya distancia del oiigen es 8. (Dos soluciones.) 

16. Hallai la foima noimal de la ecuaci6n de la lecta que es perpendicular a 
la tecta Ix — 3y + 7 = y deteimina sobie el eje X el segmento — 9. 

17. Los vertices de un tiiangulo son A (— 4, 2), B( — 1, 5) y C (2, — 1) . 
Hallense las ecuaciones de las altuias en la foima noimal. 

18. Hallai la distancia del oiigen a cada una de las lectas paralelas 
3x + 5y — 11 — y bx + lOy — 5 = 0. Deducir de este lesultado la distan- 
cia entre las dos rectas. 

19. Hallai la distancia del oiigen a cada una de las lectas paralelas 
2x + \y — 4 = y bx + 9y + 11 = 0. A partii de esto calcular la distancia 
entre las dos rectas. 

20. La ecuacion de una tecta I es x + 3y — 6 = 0, y las coordenadas de un 
punto P son (4, 7) . Hallar la ecuacion de la recta que pasa por P y es paralela 
a /. A partir de este resultado hallar la distancia de P a /. 

33. Aplicaciones de la forma normal. A continuaci6n vamos a 
considerar dos aplicaciones de la forma normal . 

a) Cdlculo de la distancia de una recta a un punto dado . Sea I la 
recta dada y Pi(xt, j/i) el punto, y designemos por d la distancia 
de ! a Pi . Como Pi y I pueden ser cualesquiera en el piano coorde- 
nado , hay seis posiciones relativas posibles de Pi , I y el origen O , 
tal como se indica en la figura 44 . (V6ase Art . 2 , fig . 2 . ) 

Supongamos que la forma normal de la ecuacion de I es 

x cos co + y sen co — p = . (1) 

Sea I' la recta trazada por Pi y paralela a !, y sea p' la longitud de 
la perpendicular trazada desde el origen a I'. 

Como tendremos ocasidn de tratar con segmentos de recta diri— 
gidos, asignaremos la direccidn positiva a la recta normal trazada 
desde el origen hacia la recta I . Esta direcci6n positiva esta indicada 
en la figura 44 por la normal ON que corta a, I en el punto A y 
a I ' en el B . Entonces , en cada uno de los casos , 

d=\AB\. (2) 
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La longitud de la normal OA hasta I es siempre positiva , ya que 
tiene la misma direccidn que ON ; la longitud de la normal OB hasta 
I' es positiva o negativa segun que su direccidn sea la misma o sea 





^* 






*x 



Fig. 44 



opuesta a la de ON . Como p y p ' son siempre numeros no-negati- 
vos (Art. 31), tenemos 

OA =p, \OB\ = p'. (3) 

Por la relacirin fundamental (2) del Articulo 2 para segmentos dirigi- 

dos, tenemos 

AB = AO + OB, 
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AB = -OA +OB. 



(5) 



(4) 

Por tanto , por ( 3 ) y ( 4 ) , tenemos , para las seis posiciones indica- 
das en la figura 44 , 

(a) AB = — p + p' > , ya que p' > p. 

(b ) AB = — p + p' < , ya que p' < p. 

(c) AB = - p — p' < 0. 

(d) AB = — p + p' < , ya que p' < p. 

(e) Zfi = — p — p' < 0. 
(/) 4B = — p + p' > , ya que p' > p. 

Por el teorema 7, Articulo 31, la ecuacidn de I' para los casos 
(a), (6), (d) y (/) es 

x cos co + y seD co — p' = 0. '6) 

Para el caso (c) , la ecuaci6n de I' es 

a; cos (co - jt) + y sen (co — ir) - p' = , 

de donde (ver el Ap^ndice IC , 3 ) , tenemos 

— x cos co — y sen co — p ' = . (7) 

Para el caso (e) , la ecuacidn de I' es 

x cos (jt + co ) + y sen (ir + co ) - p ' = , 

de donde obtenemos nuevamente la ecuacion (7) . 

Como el punto Pi estd sobre I', sus coordenadas (xi , y\) satis- 
facen (6) y (7), y tenemos, respectivamente , 

xi cos to + yi sen co — "■>' = 

y — xi cos to — y\ sen co — p' 

de donde para los casos (a), (6), (d) y (/), 

p' = xi cos co + 2/i sen co , (8) 

y para los casos (c) y (e) , 

p' = — zi cos co — j/isento. (9) 

Entonces de (8) y 5(a), 5(6), 5(d) y5(/), tenemos 

AB = 3i cos co + ?/i sen co — p ; (10) 



p' = 0, 
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y de (9) y 5 (c) , 5 (e) , tenemos el mismo resultado- (10). Por 
tanto, de (2) y (10), tenemos 

d - | xi cos w + y\ sen co — p I . (11) 

Comparando (1) y (11) , vemos que la distancia buscada d puede 
obtenerse simplemente sustituyendo las coordenadas de Pi en el pri- 
mer miembro de la forma normal de la ecuacidn de I . Ahora bien , 
como la ecuacitfn de una recta se da ordinariamente en la forma 
general 

Ax + By + C = 0, (12) 

es necesario reducir (12) a la forma normal (teorema 8 , Art. 32) , 

Ax + By + C _ 

±VA 2 + B 2 

de manera que , de (11), el valor buscado es 

d = | Axi + By t +C\ 
V A* + B* 

Este resultado lo enunciamos como sigue : 

Teorema 9 . La distancia d de una recta Ax + By + G = a un 
punto dado Pi(xi, yi) puede obtenerse sustituyendo las coordenadas del 
punto en el primer miembro de la forma normal de la ecuacidn de la recta . 
El valor estd dado entonces por 

d = JA X > + B yi + C | 



V A» + B J 

Para los fines del segundo problema de este articulo , sera necesario 
considerar la distancia d del teorema 9 como la longitud del segmento 
de recta perpendicular dirigido de la recta I hacia el punto Pi . En 
este sentido , nos referimos a d como la distancia dirigida . Su signo y 
magnitud estan dados entonces por el signo y longitud del segmento 
dirigido AB ; es decir , 

d = AB. 

Si comparamos ahora cada relacion de (5) con la posicion correspon- 
diente que aparece en la figura 44 , observamos que para los casos 
( a ) y (/) i con Pi y e ^ origen en lados opuestos de la recta I, 
AB es positiva , mientras que para los cuatro casos restantes , con 
Pi y del mismo lado de I, AB es negativa. Si, en vez de esto , 
la recta I pasa por el origen , se deduce , de la nota del teorema 7 , 
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Articulo 31 , que AB es positiva si Pi esta arriba de I y negativa si 

est& aba jo . 

Estos resultados se expresan en conjunto en el 
Teorema 10 . La distancia dirigida d de la recta dada 

Ax + By + C = 

al punto dado Pi(xi , yi) se obtiene por la fdrmula 

, Ax! + Byi 4- C 

d «* =^ , 

iVA' + B 1 

en donde el signo del radical se elige de acuerdo con el teorema 8, Ar- 
ticulo 32 . 

Si la recta dada no pasa por el origen, d es positiva o negativa segun 
que el punto Pi y el origen est&n en lados opuestos o del mismo lado 
de la recta . 

Si la recta dada pasa por el origen , d es positiva o negativa segim 
que el punto Pi estl arriba o abajo de la recta . 

Ejemplo 1. Hallar la distancia de la recta 3* — 4y +■ 12 = al punto 
(4, — 1) . Interpretar el signo de la distancia como segmento dirigido. 



3z-4y + 12 = 




*-X 



Solucion. La recta y el punto aparecen en la figura 45. Por el teorema 10, 
la distancia dirigida de la recta dada al punto es 

3(4)- 4(- 1) + 12 -28 



d = 



- V 3> + 4« 



5 



Por tanto, la distancia buscada es 3 %. El signo negative indica que el punto y 
el oiigen estan del mismo lado de la recta. 

b ) Determinacidn de las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos 
suplementarios formados por dos rectos dados que se cortan . Suponga- 
mos que las ecuaciones de las dos rectas dadas son 

I: Ax + By + C = 0, (13) 

I': A'x + B'y + C _ 0, (14) 
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y designemoB por 1 1 y I s a las bisectrices de los angulos suplementa- 
rios formados por ellas , como se representan en la figura 46 . 

Por Geometrfa elemental , la bisectriz de un angulo es el lugar 
geom^trico de los puntos equidistantes de los lados del angulo . Por 
tan to , para cualquier punto P(x, y) de la bisectriz, las distancias 
d i y d 2 de los lados I y I ' a P son iguales , es decir , 

|di| = |di|. (15) 




Fig. 46 



Ahora bien , la condicidn geom^trica expresada por (15) nos dice 
simplemente que las distancias di y di son numiricamente iguales, y 
la interpretacidn analitica conduciria entonces precisamente a la misma 
ecuacidn para ambas bisectrices . Segun esto , se hace necesario consi- 
derar d\ y dt como distancias dirigidas con el fin de hacer una distin- 
cidn entre las bisectrices 1 1 y 1 1 . 

Para el punto P(x, y) sobre h , P y el origen estan en lados 
opuestos de I , de donde , por el teorema 10 , d i es positiva . An&lo- 
gamente , d 2 es positiva , de manera que , para la recta 1 1 , 



d\ = dt . 



(16) 



Para el punto P(x, y) sobre U , P y estan en lados opuestos 
de I , pero estan a un mismo lado de I ' Por tanto , en este caso 
tenemos 

di= -di. (17) 

Aplicando el teorema 10 a las ecuaciones (13) y (14), expresa- 
mos la condicidn ( 16 ) analiticamente por 



Ax + By 4- C __ A'x + B'y + C> 



±VA 2 + B* ±V4" + B' 



(18) 
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en donde los signos del radical se escogen de acuerdo con el teorema 8 , 
Articulo 32 . Por tanto , ( 18) es la ecuacidn de la bisectriz h . 

Analogamente , de (17) tenemos como ecuacidn de la bisectriz h , 

Ax + By + C A'x + B'y+ C > 



±>VA 2 +B 2 



± va>* + b' 2 



Este resultado conduce al siguiente 

Teorema 11 . Las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos suple- 
mentarios formados por dos rectas que se cortan, Ax + By + C = j 
A'x + B'y + C = 0, son 

Ax + By + C A'x + B 'y + C ' 



± V A 2 + B 2 

Ax + By+C 

±VA ! + B ! 



± VA' 2 + B' 2 ' 

A'x + B'y + C 
± VA' 3 + B ' 2 ' 



en donde los signos de los radicales se escogen de acuerdo con el teorema 8 , 
Articulo 32. 

EJemplo 2. Los vertices de un triangulo son A(-2, 3), B (5, 5) y 
C(4, —1). Hallar la ecuacion de la bisectriz del angulo interior ACB. 



A(-2,S) 



5(5,5) 




Soluci6n. Sea / (fig. 47) la bisectriz buscada. Por el teorema 3, Articu- 
lo 27, las ecuaciones de los lados BC y AC son 

bx - y - 25 = y 2x + 3y - 5 = 0. 

respectivamente. 

Sea P (x, y) un punto cualquiera sobre (, y representemos por d\ y d% las 
distancias dirigidas de los lados BC y AC, respectivamente, al punto P. 
Entonces, como P y el origen estan del mismo lado de BC y de lados opues- 
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tos de AC. del teorema 10 se deduce que d\ =» — rfj. Por tanto, por el teo- 
rema 11. la ecuacion de la bisectriz ( es 

6* — y — 25 2x -j- 3y — 5 

V6 S + 1 V2» + 3> 

la cual, simplificada, toma la fotma 

(bVTi +2ySJ7) x-Wfi -iW) y -25 VTT - 5 v/17 = 0. 

EJBECICIOS. Oiupo 12 

Dibujese una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la distancia de la recta 4jc — 5y + 10 >• al panto P (2, — 3) . 

2. Hallar la distancia dirigida de la recta x + 2j/ + 7 = al punto 
P(i. 4). 

3. Los vertices de un triangulo son A (—4. 1), JS(— 3, 3) y C(3, —3). 
Hallar la longitud de la altura del vertice A sobre el lado BC y el area del 
triangulo. 

4. Hallar la distancia comprendida entre las rectas paralelas 3x — 4y + 8 = 
y bx - 8y + 9 - 0. 

5. Hallar la distancia entre las rectas paralelas x + ly — 10 » y 
* + 2i/+6 = 0. 

6. Hallar la ecuacion de la paralela a la recta 5* + 12y —12=0 y distante 
4 unidades de ella. (Dos soluciones.) 

7. La distancia dirigida de la recta 2x + 5y — 10 = al punto P es —3. 
Si la abscisa de P es 2, hallese su ordenada. 

8. La distancia de la recta 4x — 3j/ + 1 =» al punto P es 4. Si la orde- 
nada de P es 3, hallese su abscisa. (Dos soluciones.) 

9. Hallar la ecuacion de la recta cuyos puntos equidistan todos de las dos 
rectas paralelas 12* — 5y + 3 — y 12* — 5y — 6 ■ 0. 

10. En la ecuacion kx + 3y + 5 m 0, hallar el valor del coeficiente k de 
manera que la distancia dirigida de la recta que representa al punto (2, — 2) sea 
igual a — 1. 

11. Hallar la ecuacion de ia recta que pasa por el punto (3. I) y tal que la 
distancia de esta recta al punto (— 1, 1) sea igual a 2v2. (Dos soluciones. ) 

12. Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por las 
rectas * + j-l=0y2*-!/ + l»0, y demostrar que son perpendiculares 
entre si. 

13. Hallar la ecuacion de la bisectriz del angulo agudo formado por las 
rectas x — ly — 4 = 0y4jc — y — 4— 0. 

14. En el triangulo del ejercicio 3, hallar las ecuaciones de las bisectrices de 
los angulos interiores, y demostrar que concurren en un punto. 

15. Demostrar. analiticamente, que en un triangulo cualquiera las bisectri- 
ces de los angulos interiores se cortan en un punto que equidista de los tres lados. 
Este punto se llama incentro. 

16. Demostrar, analiticamente, que en un triangulo cualquiera la bisectriz 
de un angulo interior y las bisectrices de los angulos exteriores en los otros dos 
vertices son concrrrentes. 
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17. Hallat la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
maneta que su distancia de la recta 4x — 3t/ + 12 = es siempte igual al doble 
de su distancia del eje X. 

18. Hallat la ecuacion del lugai geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta 4x — 3t/ + 12 = es siempre igual a la mi- 
tad de su distancia del eje Y . 

19. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias de las 
dos rectas Ax + By + C — y A'x + B'y + C = es una constante. De- 
mostrar que su lugar geometrico es una recta. 

20. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta x + 2 — es siempre igual a su distancia del 
punto (2, 0). Tracese el lugar geometrico . 

21. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta y + 2 = es siempre igual a su distancia 
del punto (0, 2) . Tracese el lugar geometrico. 

22. Hallar la ecuaci6n del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta x — 2 = es siempre 3 unidades mayor que 
su distancia del punto (—1, — 3) . Trazar el lugar geometrico. 

23. Un punto se mueve de tal manera que su distancia de la recta 
x + y -+- 1 = es siempre igual a su distancia del punto (— 2, — 1) . Hallar 
la ecuacion de su lugar geometrico. 

21. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia de la recta x + 3 •» es siempre igual al triple de su 
distancia del punto (2, — 4) . Trazar el lugar geometrico. 

25. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia del punto (— 2, 1) es siempre igual al triple de su dis- 
tancia de la recta y + 4 = 0. Trazar su lugar geometrico. 

26. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (1, — I) 
es siempre igual al doble de su distancia de la recta 3jc — 7y -+- 6 = 0. Hallar la 
ecuacion de su lugar geometrico. 

27. El angulo de inclinacion de cada una de dos rectas paralelas es a. Si 
una de ellas pasa por el punto (a. b) y la otra por el (h. k) , demostrar que la 
distancia que hay entre ellas es \(h — a) sen a — (k — b) cos a |. 

28. Hallar el area del trapecio formado por las rectas 3* — y — 5 = 0, 
x - 2y + 5 = 0, x + 3y - 20 = y x - ly = 0. 

29. Desde un punto cualquiera de la base de un triangulo isosceles se trazan 
perpendiculares a los lados iguales. Demostrar, analiticamente. que la suma de 
las longitudes de estas perpendiculares es constante e igual a la longitud de la 
altura de uno de los vertices de la base sobie el lado opucsto. 

30. Demostrar, analiticamente, que la bisectriz de cualquier angulo de un 
triangulo divide al lado opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos 
lados contiguos a los respectivos segmentos. 

34. Area de un triangulo. Se han anotado previamente varios 
me^odos para determinar el area de un triangulo dado . Obtendremos 
ahora una fdrmula que permtte calcular el area de un triangulo en 
funcidn de las coordenadas de sus vertices . 

Sean A (xi , y\ ) , B (xi , yi) y C (is , y» ) los vertices de un trian- 
gulo cualquiera dado (fig. 48). Designemos por h la longitud de la 
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altura de B sobre el lado AC , y por b la longitud del lado AC. El 
area del triangulo esta dad a por la formula 



K= I4bh. 



(1) 



Por la formula de la distancia entre dos puntos (teorema 2 , Ar- 
ticulo 6) , 

6- V(xi-n)' + (yi -»»)«. (2) 



B(x 2 ,y z ) 




Fig. 48 



Segiin el teorema 3 , Articulo 27 , la ecuacidn de AC es 

3/i - yi , . 

y - yi = i^r 3 ix - Xi) > 

que puede escribirse en la forma 

(yi — y*) x — (xi — x 3 ) y + xi j/3 — x 3 2/1 = . 

Usando esta ultima ecuacion junto con el punto B(x2 , 2/2) , hallamos, 
por el teorema 9 del Articulo 33 , que 



I (2/1 - w>) Xi — (x\ — Xi) 2/2 + xi 2/3 — *3 y\ \ 
V(2/i-2/3) 2 + (*i-z 3 ) a 



(3) 



Por tanto , de las ecuaciones (1), (2)y (3), tenemos , para area 
del triangulo , 

K = Yi I (2/i - #3) sj — (xi — x$)yt + xiy 3 - x 3 yi\. (4) 
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La expresion que esta dentro de barras en el segundo miembro de ( 4 ) 
es el valor absolute del desarrollo del deterniinante 

xi yi 1 

Xi J/2 1 

xt y* 1 

(V6ase nota 2 del teorema 3 , Art. 27.) En consecuencia , tenemos : 
Teorema 12 . El drea del tridngulo que tiene por vertices los puntos 
(xi, yi), (x 2 , y 2 ) y (x« , y 3 ) es 



K = U 



debiendo tomarse el valor absolute del determinante . 

Si tres puntos diferentes son colineales , pueden ser considerados 
como los vertices de un triangulo cuya area es cero . Por tanto , por 
el teorema 12 , si los tres puntos diferentes (xi, yi), (&, yi), (xi, r/a) 
son colineales , entonces K = y 



Xi 


yi 


l 


Xi 


y* 


l 


x 3 


ys 


l 



X\ 
Xi 

a-3 






= o. 



(5) 



Reciprocamente , si (5) es verdadera, K = en el teorema 12. 
y los tres puntos son colineales . 
En consecuencia , tenemos : 

Corolario. Una condicidn necesaria y suficiente para que tres 
puntos diferentes de coordenadas (xi , yi ) , (xz , yt ) , (x 3 , y 8 ) sean 
colineales es que 

xi yi 1 

Xi yi 1 = . 

x 3 y3 1 



35. Ecuacidn de la recta que pasa por dos puntos, en forma de 
determinante. En la nota 2 del teorema 3 , Articulo 27 , obtuvimos la 
ecuacidn de una recta que pasa por dos puntos dados , en forma de 
determinante. Ahora deduciremos esta forma por otro m^todo que 
es important* porque puede usarse para obtener en forma de determi- 
nante las ecuaciones de otras figuras geom^tricas . 

Tomemos para ecuacidn de la recta que pasa por los dos puntos 
dados Pi (xi , yi) y Pt (xi , yt ) la 



•Ax + By + C-0. 



(1) 
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Como los puntos Pi y Pi estan sobre la recta , sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuacitfn ( 1 ) , y tenemos las dos. ecuaciones 



Axi + Byx + C = 0, 
Ax 3 + By* + C = . 



(2) 
(3) 



Como la ecuacitfn buscada es de la forma ( 1 ) , debemos considerar 
los coeficientes A , B y C como incdgnitas. Sus valores, ademas, 
deben ser los mismos en las ecuaciones (2) y (3) si la recta pasa 
por Pi y P2 . Podemos entonces considerar las ecuaciones ( 1 ) , (2) 
y (3) como un sistema de tres ecuaciones lineales homog£neas con 
tres incognitas , A , B , C . En la ecuacitfn ( 1 ) , C puede ser cero , 
pero A y B no pueden ser ambas cero . Ahora bien , por Algebra , 
sabemos que para que el sistema formado por las ecuaciones ( 1 ) , (2) 
y ( 3 ) tenga una soluci6n dist int a de cero , es necesario y suficiente 
que el determinante del sistema se anule (Ap &idice IB , 6; t eorema) , 
es decir, 

x y 1 

xi yi 1 =0. (4) 

X2 yz 1 

Vamos a demostrar que (4) es la ecuacidn buscada. En efecto , 
como xi , yi , xz y yi son constantes conocidas , el desarrollo del de- 
terminante , por elementos de la primera fila , da una ecuaci6n de la , 
forma (1). Por tanto , (4) es la ecuacidn de una recta. Ademas, 
la ecuaci6n ( 4 ) se satisface por las coordenadas de Pi y P2 . Porque , 
si sustituimos x y y por xi y yi , respectivamente , las filas primera 
y segunda son id6nticas , y el determinante se anula (Ap^ndice IB , 5 ; 
propiedad 4) . Analogamente, si se sustituyen en (4) las coordenadas 
variables x y y por las coordenadas de P2 , las filas primera y tercera 
quedan id6nticas , y el determinante se anula . 

Este resultado nos dice 

Teorema 13 . La ecuacidn de la recta que pasa por los puntos 
Pi (xi , yi) y P2 (X2 , y») , puesta en forma de determinante , es 



x y 1 
xi y\ 1 
xi y% 1 



= 0. 



Ejemplo. Escribir, en forma de determinante, la ecuacion de la recta que 
pasa por los puntos (— 1, 4) y (3, 1). A partir de ella obtengase la ecuaci6n 
en su forma general. 
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Solucidn. Poi el teorema 13 anterior, la ecuacion es 



x y 1 

-14 1 

3 1 1 



= 0. 



Si desarrollamos por los elementos de la primera fila, obtenemos 



- 1 1 


+ 


- 1 4 


3 1 




3 1 



= 0, 



4 1 
1 1 

de donde la ecuacion de la recta, en su forma general, es 

3x + 4y - 13 =0. 



36. Familias de lineas rectas. En el Articulo 29 vimos que una 
recta y su ecuacion quedan determinadas perfectamente por dos condi- 
ciones independientes . Por tanto , una recta que satisface solamente 
una condici6n no es una recta linica ; hay infinidad de rectas que la 
cumplen , cada una de las cuales tiene la propiedad comun asociada 
con esa linica condici6n . De acuerdo con esto podemos formular la 
siguiente 

Definicion. La totalidad de las rectas que satisfacen una linica 
condici6n geom6trica se llama familia o haz de rectas . 

Para mejor comprender este nuevo concepto, consideremos primero todas las 
rectas que tienen de pendiente 5. La totalidad de estas rectas forma una familia 
de rectas paralelas, teniendo todas la propiedad co- 
mun de que su pendiente es igual a 5. Analitica- 
mente, esta familia de rectas puede representarse por 
la ecuacion 

y = 5x + h, (1) 

en donde k es una constante arbitraria que puede 
tomar todos los valores reales. Asi, podemos obte- 
ner la ecuacion de cualquier recta de la familia asig- 
nando simplemente un valor particular a h en la 
ecuaci6n (1) . Recordando la ecuacion de la recta en 
funcion de la pendiente y la ordenada en el origen 
(teorema 2, Art. 27) , este valor de k representa 
el segmento que la recta determina sobre el eje V. 
Las rectas de la familia (1) para h = 2, h = y 
k = — I estan representadas en la figura 49. 

Como otro ejemplo, consideremos todas las rec- 
tas que pasan por el punto (2, 3) . Segun la ecua- 
cion de la recta que pasa por un' punto y tiene una 
pendiente dada (teorema 1, Art. 26) esta familia de 




*-X 



rectas puede representarse, analiticamente, por la ecuacion 

y - 3 = h(x -2), 



(2) 
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en donde ft, la pendiente, es una constante arbitraria a la que puede asignarse 
cualquiet valor real. En la figura 50 se han construido tres rectas de la fami- 
lia (2) correspondientes a A = 0, ft = 1 y ft = — 1. Como ft no esta definida 
para una recta paralela al eje Y, la ecuacion (2) no incluye a la recta x = 2 que 
tambien pasa por el punto (2, 3) . La familia de rectas (2) se llama haz de 
rectas de vettice (2, 3). 

Vemos, considerando ambas familias (1) y (2), que una recta 
de una familia puede obtenerse asignando un valor particular a la 
constante arbitraria k. Teniendo en cuenta su importancia, se le da 
a A un nombre especial ; se le llama pardmetro de la familia . 



X'— 




Fig. 50 



El concepto de familia de rectas es litil en la determinaci6n de la 
ecuacidn de una recta particular . El procedimiento consiste , esencial- 
mente , en dos pasos : a) se escribe la ecuaci6n de la familia de 
rectas de tal manera que satisfaga una condicion dada , y b ) se 
determina el valor del parametro de la familia aplicando la otra condi- 
ci6n dada . 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 6) y 
tal que la suma algebraica de los segmentos que determina sobre los ejes coorde- 
nados (intercepciones) es igual a 2. 

Soluci6n. De la forma simetrica de la ecuacion de la recta (teorema 4, Ar- 
ticulo 27) , la familia de rectas, para cada una de las cuales la suma de los seg- 
mentos que determina sobre los ejes coordenados es igual a 2, tiene por ecuacion 



a I — a 



aj£l. 



(3) 



De todas las rectas de la familia (J) , queremos la recta que pasa por el punto 
(1, 6). Para ello. determinaremos el valor del parametro a de tal manera que 
las coordenadas del punto (I, 6) satisfagan (3). Por tanto, haciendo x = 1 y 
y => 6 en (3) , obtenemos 

a 2 — o 
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de donde, 

2 — a + 6a = la — a* , 
o sea, 

a 3 + 3a +2 = 0. 

Las raices de esta ultima ecuacion son a = — I. — 2, de manera que, en reali- 
dad, hay dos rectas que cumplen con las condiciones especif icadas del problema. 

Las ecuaciones de estas dos rectas se obtienen 
ahora facilmente de (3) sustituyendo 

a = — I y a = — 2 
sucesivamente. Asi, para a « — I, tenemos 




— +■ 

- 1 + 3 



o sea, 



3x - y + 3 = 0; 
y para a = — 2, tenemos 

-2^4 



*-X 



2x - y + 4 = 0. 

En la figura 51 se han tepresentado las dos 
rectas. 

Tiene especial interns la familia de 
rectas que pasan por la intersection de dos 
rectas dadas. Supongamos que las ecuaciones de dos rectas que se 
cortan son 

AiX + Biy + d = 0, (4) 

Atx+Bty + Cf=0, (5) 

y sea Pi (xi , i/i) su punto de intersecci6n . Consideremos la ecuaci6n 
hiAix + Biy + Ci) +kt(A*x+B*y+&) = 0, (6) 

en donde fa y fcj son constantes arbitrarias que pueden tomar todos 
los valoies reales , exceptuando el caso en que ambas sean cero simul- 
taneamente. Vamos a demoslrar que (6) es la ecuacidn de la familia 
de rectas que pasan por Pi . 

Como fci y kt son constantes , la ecuacitfn ( 6 ) es lineal en las 
variables x y y , y , por tanto , representa una linea recta. Ademds, 
como Pi(ti, yi) esta sobre ambas rectas (4) y (5) , sus coordenadas 
satisfacen sus ecuaciones , de manera que 



Aixi + Biyi + Ci= 0, 
AiXi + B t yi + Ca = 0. 



(7) 
(8) 
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Si ahora hacemos en (6) x = xi y y = yi , hallamos , en vista 
de (7) y (8), que 

ki • + h ■ = , 

que es verdadera para todos los valores de ki y fa . Por tanto , la 

ecuacidn (6) representa todas las rectas que pasan por Pi(xi, yi) , 

punto de interseccion de las rectas (4) y (5). En particular , para 

k\ ?± , ki = , obtenemos la recta (4) de (6) , y de ki = , fa ^ , 

obtenemos la recta (5 ) . 

En general , sin embargo , no nos interesa obtener las rectas ( 4) y 

(5) a partir de (6). Podemos, por ejemplo , eliminar la recta (5) 

de la familia (6) especificando que ki puede tomar todos los valores 

reales excepto cero. Bajo esta hipdtesis podemos dividir la ecuacidn (6) 

ki 
por ki , y si reemplazamos la constante -r- por A; , (6) toma la forma 



mas simple 



An + Biy + Ci + k(AiX + Biy + &) = 0, 



(9) 



en donde el parametro k puede tomar todos los valores reales . La 
ecuacidn (9) representa entonces la familia de todas las rectas que 
pasan por la intersecci6n de las rectas (4) y (5), con la unica excep- 
tion de la recta ( 5 ) . 

La importancia de la forma (9) esta en que nos permite obtener 
la ecuacidn de una recta que pasa por la interseccidn de dos rectas 
dadas sin tener que buscar las coordenadas del punto de interseccidn . 




*~X 



Fig. 52 



Ejemplo 2. Hallar la ecuacion de la recta de pendiente — 3 y que pas; por 
la interseccion de las rectas 4x + 2y — 13 = y 3jr — 7y ■(- 3 = 0. 
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Soluci6n. La familia de rectas que pasan por el panto de interseccion de las 
rectas dadas esta representada por la ecuacion 

4x + ly - 13 + ft (3x -7y + 3) = Q. 

que puede esctibirse en la forma general 

(4 + 3fe)x+(2 - 7k) y- 13 + 3ft = 0, (10) 

cuya pendiente es — — — — — • Como la pendiente de la recta buscada es igual 
' ^ 2 — 7h 

a - 3, tendremos: - \ + 3k = - 3, de donde 4 + 3ft = 6 - 21fc y k = /u. 
2 — 7k 

Sustituyendo este valor de k en (10) , tenemos, para ecuacion de la recta 

buscada, 

ILx + iZ- v - JI - 0. o sea, 3x + y - 9 = 0. 

Esta recta es la que aparece de trazos en la figura 52. 

NOTA. Este metodo de parametros lo usaremos tambien mas adelante en 
conexion con otras curvas, en donde stts ventajas y su simplicidad relativa serin 
aun mas marcadas. 

EJERCICIOS. Grupo 13 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Escribir la ecuacion de la familia de rectas que son paralelas a la recta 
2x — 7y + 2 = 0. Dibujense tres elementos de la familia, especificando en cada 
caso el valor del parametro. 

2. Escribir la ecuacion de la familia de rectas que son perpendiculares a la 
recta 3x + 2y — 7 = 0. Dibujense tres elementos de la familia, especificando 
en cada caso el valor del parametro. 

3. Escribir la ecuacion de la familia de rectas tangentes a un circulo cuyo 
centro esta en el origen y cuyo radio es igual a 4. Dibujense tres elementos de la 
familia, especificando en cada caso el valor del parametro. 

4. Establecer una propiedad comun para todas las rectas de cada una de las 
siguientes familias: 

a) 5x + 4y - k = 0. b) y - 3 = k (* + 4) . 

c) y = kx + 7. rf) |- + -^-= 1. ft 7^0. 

5. Determinar el valor del parametro ft de manera que la recta de la familia 
kx — y -\- 8 = que le corresponds pase por el punto (—2, 4) . Hallar la 
ecuacion de la recta. 

6. Determinar el valor del parametro k de manera que la recta de la familia 
3x — ky — 7 — que le corresponda sea perpendicular a la recta 7x +4y — 11 =0. 
Hallado el parametro, escribase la ecuacion de la recta. 

7. Determinar el valor del parametro c para que la recta de la familia 
ex -\- 3y — 9 = que le corresponda, determine sobre el eje X un segmento 
igual a - 4. Hallar la ecuacion de la recta. 
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8. Determinar el valor del para metro k correspondiente a la recta de la 
familia 5x — 1 Z 1/ + k = cuya distancia del origen es igual a 5. Teniendo el 
parametro. hallese la ecuacion de la recta. (Dos soluciones.) 

9. La ecuacion de una familia de rectas es 2x + 3t/ + k = 0. El producto 
de los segmentos que una recta de la familia determina sobre los ejes coordenados 
es 24. Hallese la ecuacion de la recta. (Dos soluciones. ) 

10. Usando el metodo del parametro, hallar la ecuacion de la recta que pasa 
por el punto (2, — 3) y es paralela a la recta 5x — y + 11 =0. 

11. Por el metodo del parametro hallar la ecuacion de la recta que pasa por 
el punto (2, — 1) y es perpendicular a la recta 7x — 9y + 8 = 0. 

12. La suma de los segmentos que una recta determina sobre los ejes coorde- 
nados es igual a 3. Por el metodo del parametro hallar la ecuacion de la recta 
sabiendo que contiene al punto (2, 10). (Dos soluciones. ) 

13. La diferencia de los segmentos que una recta determina sobre los ejes 
coordenados es igual a 1. Por el metodo del parametro hallar la ecuacion de la 
recta si debe pasar por el punto (6, — 4) . (Dos soluciones. ) 

14. El producto de los segmentos que una recta determina sobre los ejes 
coordenados es igual a — 6. Por el metodo del parametro hallar la ecuacion de 
la recta si su pendiente es igual a 3. 

15. Una recta pasa por el punto A ( — 6, 7) y forma con los ejes coordena- 
dos un triangulo de area igual a 10 14 ■ Hallar su ecuacion. 

16. Una recta pasa por el punto A (2, %) y forma con los ejes coordenados 
un triangulo de perimetro igual a 12. Hallar su ecuacion. Compruebese el 
resultado por otro metodo. 

17. La distancia de una recta al origen es 3. La recta pasa por el punto 
(3\/5, —3). Hallar su ecuacion. 

18. La suma de los segmentos que una recta determina sobre los ejes coorde- 
nados es igual a 10. Hallar la ecuacion de la recta si forma con los ejes coor- 
denados un triangulo de area 12. 

19. Una recta pasa por el origen y por la interseccion de las rectas 
3x + 2y — 14 = y x — 3y — 1 = 0. Hallar su ecuacion, sin determinar el 
punto de interseccion. 

20. Una recta pasa por el punto A (—2, 3) y por la interseccion de las 
rectas * + 5y + 2 = y 3x + 4y — 5=0. Hallar su ecuacion sin determinar 
su punto de interseccion. 

21. Una recta pasa por la interseccion de las rectas de ecuaciones 
3x + 1y + 8 = y 2jc — 9y — 5 = 0. Hallar su ecuacion sabiendo que es para- 
lela a la recta bx — 1y + 11 =0. 

22. Una recta pasa por la interseccion de las rectas de ecuaciones 
7x — 1y = y Ax — t/ — 1 = y es perpendicular a la recta 3x + 8y — 19 = 0. 
Hallar su ecuacion. 

23. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por la interseccion de las dos 
rectas 3x + y — 9 = 0, 4x — 3y + 1 = y cuya distancia del origen es 2. 

24. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por la interseccion de las dos 
rectas 3x — 4y = 0. 1x — 5y + 7 = y forma con los ejes coordenados un 
triangulo de area 8. 

25. Una recta pasa por el punto de interseccion de las rectas 2x — 3y — 5 = 
y x + ly — 13 = y el segmento que determina sobre el eje X es igual al doble 
de su pendiente. Hallar la ecuacion de dicha recta. 
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37. Resumen de resultados. En el Artfculo 12 se dio un resu- 
men , en forma tabular , de los principales resultados obtenidos en el 
primer capitulo . Se recomienda al estudiante que haga una tabla 
semejante en que aparezcan las caracteristicas y propiedades de la 
recta tal como se han presentado en este capitulo . 

El lector habra notado que muchos problemas pueden resolverse 
por dos o mas m^todos diferentes . Es una buena practica comprobar 
una solucion usando un m^todo diferente. Los ejercicios del grupq 14 
son problemas generales sobre la recta y se recomienda resolverlos por 
mas de un metodo en los casos en que esto sea posible . 

EJERCICIOS. Grupo 14 

Dibujar una figura para cada cjcrcicio. 

1. Hallar, por tres metodos diferentes, el area del triangulo cuyos vertices 
son A(- 1, 1), £(3, 4) y C (5, - 1). 

2. Hallar el punto de intersection de las bisectrices de los angulos interiores 
del triangulo del ejercicio 1. 

3. Hallar la ecuacion de la recta de Euler para el triangulo del ejercicio 1. 
(Veasc el ejercicio 26 del grupo 10, Art. 30. ) 

4. Demostrar que las medianas del triangulo del ejercicio 1 lo dividen en 
seis triangulos de igual area. 

5. Una recta pasa por el punto de interseccion de las dos rectas 
2x + 3y + 1 = y 3x — 5y + " = y tambien por la interseccion de las rec- 
tas x — 3</ + 7 = 0, 4x + y — 1 1 = 0. Hallese la ecuacion de la recta sin deter- 
minar los puntos de interseccion. Compruebese el resultado hallando los puntos 
de interseccion. 

Demostrar, analiticamente, que las bisectrices de los dos angulos suple- 
mentarios formados por dos rectas cualesquiera que se cortan, son perpendicu- 
lares entre si. 

7. La ecuacion (2) del Articulo 36 para la familia de rectas que pasan por 
el punto (2, 3) no incluye a la recta x = 2. Obtengase otra forma de la ecua- 
ci6n de la misma familia, que si induya a la recta x = 2. 

8. La base de un triangulo tiene una posicion fija, y su longitud es cons- 
tante e igual a a. La diferencia de los cuadrados de las longitudes de los otros 
dos lados es constante e igual a fa 2 . Demuestrese que el lugar geometrico del ver- 
tice es una linea recta. 

9. Las ecuaciones de tres rectas son 

A lX + Biy + C, = 0, A 2 x + B 2 y + C 2 = y A*x + B 3 y + C» = 0. 

Si existen tres constantes, diferentes de cero, hi, hi y fe 3 , tales que la 
ecuacion 

fci(Aix + Biy + Ci) + fe 2 (A2Ar + B 2 y + C 2 ) + k 3 (A 3 x + B 3 y + C 3 ) = 0, 

se verifica para todos los valores de x y y, demuestrese que las tres rectas son 
concurrentes. 
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10. Sin hf'.lar su punto de interseccion, dcmostrar que las tres rectas 
3x + 4y + 14 =■ 0, 2x — y — 9 = y 7x + 3y + 1 =■ son concurrcntes. 
(Vease ejercicio 20 del grupo 10, Art. 30.) 

11. Demostrar, por dos metodos diferentcs, que los puntos A(\, 2) y 
B (4, — 3) estan de lados opuestos de la recta 7x + Sy — 10 = 0. 

12. Determinar el valor de la constante b para que las tres rectas 

Sx + 3y - 1 = 0, 3* + by - 3 = y x - 5y + 16 = 

sean concurrentes. 

13. Demostrar, analiticamente, que las bisectrices de dos angulos extetiotes 
de cualquier triangulo forman un angulo igual a la mitad del tercer angulo 
exterior. 

14. Las ecuaciones de los lados de un triangulo son 

be , ac „ ab 

y = ax — -■—. y = bx — — y y = ex — — . 

Demostrar que el area del triangulo esta dada por ' 8 | (a — b) (b — c) (c — a)\. 

15. Demostrar que la recta 4jc + 3y — 40 = es tangente al circulo cuyo 
radio es 5 y cuyo centro es el punto C(3, 1) . Hallar las coordenad^.s del punto 
de tangencia. 

16. UncirculotienesucentroenelpuntoC(— 2, — 4). Sabiendoquees 
tangente a la recta x + y + 12 = 0, calcular el area del circulo. 

17. Diducir una formula para la distancia entre dos rectas paralelas 

Ax + By + C = y Ax + By + C = 0, C ^C. 

18. Determinar los valores dc *i y Aj para que las dos ecuaciones 

feix-7y + 18=0 y 8x - fe 2 y + 9k i = 

representen la misma recta. 

19. Consideremos el angulo comprendido entre dos rectas, detinido como 
en la definicion 1 del Articulo 8, de manera que a sea el angulo formado por la 
recta dirigida / y la parte positiva del eje X y |3 el angulo que forma / con 
ia parte positiva del eje Y. Entonces a y |3 se llaman angulos directores de /, 
y cos a y cos |3 se llaman cosenos directores. Demostrar que cos 2 a + cos 2 P = 1 . 

20. Sean a Jr Pi y a 2 , P2, respectivamente, los angulos directores de las 
rectas dirigidas l\ y I2. Entonces, si 9 es el angulo formado por U y U. de- 
muestrese que cos $ = cos ai cos a 2 + cos pi cos p 2 - 

21. Sea / una recta no paralela a ninguno de los ejes coordenados, y sean 
a y P sus angulos directores. Si / contiene al punto (xi, yi) , demuestrese 
que su ecuacion puede escribirse en la forma 

x — xi y — t/i 



cos a cos P 

22. Si (*i, yi) son las coordenadas de un punto que esta arriba de la recta 
Ax + Bu + C = 0, B ^ 0, demuestrese que 

Axi + Byi + C > 0, A J3 > 0, 
y Ax l + Byi + C < 0, si B < 0. 

23. Si (x\, t/i) son las coordenadas de un punto que esta abajo de la recta 
Ax + By + C = 0, B ^ 0, demuestrese que las desigualdades del ejercicio 22 
se invierten. 

Lohmanii, — 7. 



98 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

24. Dcmostrar que el area del triangulo formado por el eje Y y las rectas 
!/ = miJt + bi y y « rmx + bi esta dada por 

1 (b 2 - bi)' m -s m 
7T- -, mi ^ ma. 

£ I ma — mi | 

25. Si mi, mi y ms son diferentes, dcmostrar que una condicion necesaria 
y suficiente para que las tres tectas y = mur + bi. y « mjjc +ijy y = msJt + b» 
sean concurrentes es 

mi&2 ~ rntbi — ms £>a -f- m^bi — m'i 63 + mi&a & 0. 



CAPITULO IV 
ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA 

38. Introduccion. Despues de la recta , la linea mas familiar al 
estudiante es la circunferencia , pues la conoce desde sus priineros 
estudios de Geometria elemental . En el Artfculo 22 nemos conside- 
rado la circunferencia coino un ejemplo especffico de lugar geom&rico . 
En este capitulo haremos un estudio detallado de la ecuacion de la 
circunferencia y deduciremos algunas de sus propiedades especiales. 

39. Ecuaci6n de la circunferencia; forma ordinaria. La ecuacion 
de la circunferencia se obtendra a partir de la siguiente 

Definici6n. Circunferencia es el lugar geom&rico de un punto 
que se mueve en un piano de tal manera que se conserva siempre a una 
distancia constante de un punto fijo de ese piano . 

El punto fijo se llama centro de la circunferencia , y la distancia 
constante se llama radio. 

Teorema 1. La circunferencia cuyo centro es el punto (h , k) y 
cuyo radio es la constante r , liene por ecuaci&n 

(x-h) 2 + (y-k) ! = r 2 . 

Demostraci6n. Sea P(x, y) (fig. 53) un punto cualquiera de 
la circunferencia de centro C(h, k) y radio r. Entonces, por defini- 
cidn de circunferencia , el punto P debe satisfacer la condici6n geo- 
m^trica 

\CP\ = r, (1) 

la cual , por el teorema 2 del Articulo 6 , esta, expresada , analitica- 
mente , por la ecuncidn 



V(x-hy+(y-k) 2 = r, 
de donde , 

{x-h)*+ (y-ky-r*. (2) 
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Recfprocamente , sea Pi (xi , yx ) un pun to cualquiera cuyas coor- 
denadas satisfacen la ecuacidn (2) , de manera que se verifica la 
igualdad 

(*i -hy+ ( yi -ky = r\ 

De aqui se deduce , extrayendo la raiz cuadrada , 



V(xi-h)*+ (yi-ky = r, 



que es la expresidn analitica de la condicidn gcometrica (1) aplicada 
al punto Pi. Por tanto , demostrados los teoremas directo y reci- 
proco , resulta que (2) es la ecuacidn buscada. 




>Z 



Fig. 53 

Para el caso particular en que el centra C esta en el origen , 
h = k = , y tenemos : 

CortOLARro . La circunferencia de centro en el origen y radio r tiene 
por ecuacion 

x 2 + y' = r. (3) 



NOTAS. 1. La ecuacion (2) se conoce como la ecuacion ordinaria o forma 
ordinaria de la ecuacion de una circunferencia. En general, designaremos como 
forma ordinaria aquella ecuacion de una curva que nos permita obtener mas 
rapida y facilmente sus caracteristicas importantes. Asi, por ejemplo, en cl 
caso de la ecuacion (2) podemos obtener, inmediatamente, las coordenadas del 
centro y el radio. 

2. El tipo mas simple de la ecuacion ordinaria de una curva se denomina 
frecuentemente forma canonica. Por tanto, la ecuacion (3) es la forma cano- 
;iica de la ecuacion de una circunferencia. 
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Pof el teorema 1 observamos que, si se conocen las coordenadas 
del centra y la longitud del radio , la ecuacion puede escribirse inme- 
diatamente . Esto sugiere un metodo para obtener la ecuacion de una 
circunferencia en cualquier problema dado ; todo lo que se necesita es 
obtener la<* coordenadas del centra y la longitud del radio a partir de 
las condiciones dadas. La construction de una circunferencia, en 
Geometria elemental , implica la determination del centra y el radio ; 
el metodo alii empleado , aunque no siempre es el mas corto , puede 
usarse para obtener en Geometria analitica la ecuacion de una circun- 
ferencia . 

Ejemplo. Hallar la ecuacion de la circunferencia circunscrita ?1 triangulo 
cuyos vertices son Pi (- 1, 1) , P 2 (3, 5) yP 3 (S, - 3) . 




PA5.-3) 



Fig. 54 

Soluci6n. La construccion de la circunferencia que pasa por los tres puntos 
dados es un problema conocido de la Geometria elemental. El metodo consiste 
en construir las mediatrices / t y I 2 , respectivamente, de dos cualesquiera de 
los lados, digamos Pi Pa y P2P3 (fig. 54). La interseccion C de U J h es 
el centro y l,i distancia de C a uno cualquiera de los puntos Pi, P 2 , P3 es el 
radio. Ahora determinaremos la ecuacion de la circunferencia siguiendo este 
mismo metodo analiticamente. 

Por los metodos del Capitulo III, se puede demostrar rapidamente que las 
ecuaciones de las mediatrices h y I2 son x -f- U " 4 y x — 4y = 0, respectiva- 
mente. La solucion comun de estas dos ecuaciones es x = — -, y = — , de ma- 

nera que las coordenadas del centro C son I — -, —I. 
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Por el teorema 2 del Articulo 6, el radio esta dado por 



Por tanto, por el teorema 1 anterior, la ecuacion buscada es 
/ 16 \2 , / 4\2 442 

{ x --) + ( v -T) -T5- 

Se recomienda al estudiante que verifique el hecho de que las coordenadas de 
los puntos Pi, P2 y Pa satisfacen la ecuaci6n hallada de la circunferencia. 

EJERCICIOS. Grupo 15 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Escribir la ecuacion de la circunferencia de centro C(— 3, — 5) y 
radio 7. 

2. Los extremos de un diametro de una circunferencia son los puntos 
A (2. 3) y B(— 4, 5). Hallar la ecuacion de la curva. 

3. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto C(7, - b) 
y que pasa por el punto A (2, 2) . 

4. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro C(2, — 4) y que es 
tangente al eje Y. 

5. Una circunferencia tiene su centro en el punto C(0, — 2) y es tangente 
a la recta 5jc — \2y +2=0. Hallar su ecuacion. 

6. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto (—4, —I) 
y que es tangente a la recta 3x + 2y — 12 = 0. 

7. La ecuacion de una circunferencia cs (x — 3) 2 + (y + 4) 2 = 36. 
Deinostrar que el punto A (2, — 5) es interior a la circunferencia y que el 
punto B(— 4, 1) es exterior. 

8. Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio 5 y cuyo centro es cl 
punto dc interseccion de las rectas 3* — 2i/ — 24 = 0, 2jc + 7i; +9 = 0. 

9. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A (7, — 5) 
y cuyo centro es el punto de interseccion de las rectas 7 x — ( )y — 10 = y 
2.v - 5y + 2 = 0. 

10. Una cuerda de la circunferencia x 2 + y 2 = 25 esta sobre la recta cuya 
ecuacion es x — 7y + 25 = 0. Hallesc la longitud de la cuerda. 

11. Hallar la ecuacion de la mediatriz de la cuerda del ejercicio 10, y demos- 
trar que pasa por el centro de la circunferencia. 

Los ejercicios 12-16 se refieren al triangulo cuyos vertices son A(— 1, 0), 
B(2. K) y C(5. 0). 

12. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el vertice A y que 
es tangente al lado liC . 

13. Hallar la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo. 

14. Hallar la ecuacion de la circunferencia inscrita al triangulo. 

15. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos medios 
de los lados del triangulo. 
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16. Demostrar que la circunferencia del ejercicio 15 pasa por los pies de las 
alturas del triangulo. 

17. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esta sobre el eje X y 
quejiasa por los dos puntos A (1 , 3) y B (4, 6) . 

(18.) Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esta sobre el eje Y y 
quepasa por los puntos A (2, 2) y B (6. — 4) . 

(j9y Una circunferencia pasa por los puntos A (—3, 3) y 5(1, 4) y su 
centeo esta sobre la recta 3x — 2i/ — 23 — 0. Hallese su ecuacion. 

(20y Las ecuaciones de los lados de un triangulo son 9x + ly + 13 = 0, 
3x -f-oy — 47 = y x — y — 1 ■■ 0. Hallar la ecuaci6n de la circunferencia 
circunscrita. 

(2l) La ecuacion de una circunferencia es x* + e/* " 50 El punto medio de 
una cuerda de esta circunferencia es el punto (— 2, 4) . Hallar la ecuacion de la 
cuerda. 

(22J) La ecuacion de una circunferencia es (jc — 4) a ■+■ (y — 3) * «• 20. 
HafEr la ecuacion de la tangente a este circulo en el punto (6, 7) . 

(23} La ecuacion de una circunferencia es (jc + 2 ) 2 + (5/ — 3) * — 5. 
Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia que pasa por el punto 
(3.J) . (Dos soluciones.) 

(24) Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A (7, —5) 
y es tangente a la recta x - y — 4 ■= en el punto B (3, — 1) . 

25. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esta sobre la recta 
bx + 7y — 16 = y es tangente a cada una de las rectas 8x + \5y + 7 = y 
3x — 4y — 18 — ■ 0.' (Dos soluciones.) 

40. Forma general de la ecuacifa de la circunferencia. Si des- 
arrollamos la ecuacion ordinaria 



oblcnemos 



(x - h)* + (j/ -/„•)' = )•', (1) 

X s + y* - 2hx - 2ky + h 2 + k* - r 2 _ , 

lo cual puede escribirse en la forma 

ar« + y' + Dx + Vy + F = 0, (2) 

en donde 

D = - 2h , E = -2k y F = li l + fc l - r 2 . 

Sc deduce , por lo tan to , que la ecuaci6n de una circunferencia 
cualquiera pucde escribirse en la forma (2) , Hamada forma general de 
la ecuacion de la circunferencia . EI problema que se presenta ahora 
es averiguar si , reciprocamentc , toda ecuacion de la forma gene- 
ral (2) representa una circunferencia . Para contestar esta pregunta , 
pasa reuios de la forma (2) a la forma (1) empleando el m6todo do 
completar cuadrados . Ordenando los t^rminos de (2), resulta 

(x' + Dx) + {y t + Ey)= - F ; 
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D 2 E 2 
y sumando —r+—r& ambos miembros , obtenemos 
4 4 



de donde , 

(-l)V(^l) 



+ E 2 -4F 



D 2 + E 2 — 4F 



(3; 



Comparando las ecuaciones (1) y (3), vemos que dependc del valor 
del segundo miembro de (3) el que (3) represente o no una circunfe- 
rencia . Hay tres casos posibles por considerar : 

a) Si D 2 + E 2 — iF > , la ecuacidn (3) representa una cir- 

cunferencia de centro en el punto ( — — , — — l y radio igual a 



("f ' "I ) 



V 2 V D* + E 2 — 4F . 

b) Si D 2 + E 2 — iF = 0, la ecuacion (3) se dice, con frecuen- 
cia , que representa una circunferencia do radio cero ; se dice tambi£n 
que es un circulo punto o circulo nulo . Desde nuestro punto de vista , 
sin embargo, la ecuacion (3) representa un solo punto do coorde- 



nadas (— | , -f) 



c) Si D 2 -f- E 2 — iF < 0, la ecuacion (3) se dice que representa 
un circulo imaginario . En nuestra Geometrfa real , sin embargo , la 
ccuaci<5n ( 3 ) 7io representa , en este caso , un lugar geomitrico . 

Aunque el caso (6) puede considerate como un caso liniite del 
caso (a) , en adelante considerareinos que una ecuacion represents 
una circunferencia solamente en el caso (a). Por tanto , tenemos el 
siguiente 

Tkorkma 2 . La ecuacion x 2 + y- + Dx + Ey + F = representa 
una circunferencia de radio diferente de cero, solamente si 

D 2 + E 2 - 4 F >0 . 
Las coordenadas del centro son , endonces , (—"*', — o~ I V e ^ ra dio 
es ^\ 7 D 2 + E 2 -4F. 

NOTA. Si se da la ecuacion de una circunferencia en la forma general, se 
aconseja al estudiante que no proceda mecanicamente, usando las formulas 
dadas en el teorema 2. para obtener el centro y el radio. En vez de esto, es con- 
venient que reduzca la ecuacibn a la forma ordinaria por el metodo de comple- 
tar cuadrados, tal como se rrizo en la deduccion del teorema mismo. 
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Ejemplo. Reducir las tres ecuaciones siguientes a la forma ordinaria de la 
ecuacion de la circunferencia. Si la ecuacion representa una circunferencia, 
hallense su centro y su radio. 

a) lx* + 2y 2 - 10* + by - 15 = 0. 

b) 36<» + 36y 2 + 48* - 108y + 97 = 0. 

c) x 2 + y 2 - 8x + by + 29 = 0. 

Solucion. a) Primero dividimos la ecuacion por 2, coeficiente de x-. y 
pasamos el termino independiente al segundo miembro. Estonosda, despues 
de volver a ordenar los terminos. 

(x 2 - 5x) + (y 2 + 3y) = -^-. 

Para completar los cuadrados, surnames el cuadrado de la mitad del coeficiente 
de x y el cuadrado de la mitad del coeficiente de y a ambos miembros. Esto 

(•■->-+f:H»'^!)=i-+x+f 

que puede escribirse en la forma 

{-&+{' + 1)' ■>* 

Por tanto, la ecuacion dada representa una circunferencia cuyo centro es 

J — , — — j y cuyo radio es 4. 

b) Dividiendo la ecuacion pot 36, trasponiendo el termino independiente, 
y volviendo a ordenar los terminos, obtenemos 

(. v 2 +±„)+ fy 2 -3„)=-|L 
Completando los cuadrados, rcsulta 



(•■+f-+*)+(--'. + 7)--£+H 



Por tanlo, el lugar geomttrico de la ccuacion (b) cs el punto linico 

(-T 4)- 

L ) Ordenando los terminos y completando los cuadrados, obtenemos 

U 2 - 8x + 16) + (y* + by + 9) = - 29 + 16 + 9, 
de donde, 

(* -4)*+(y + 3)* = -4. 

Por tanto, la ecuacion (c) no representa ningun lugargeometrico real. 
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41. Determinacion de una circunferencia sujeta a tres condkioncs 
dadas. En la eeuacion ordinaria de la circunferencia (Art. 39) , 

(x-h)*+ {y-ky = r*-, (1) 

hay tres constantes arbitrarias independientes , h , k y r . De mariera 
scincjante, en la eeuacion general (Art. 40) , 

x*- + y* + Dx+ Ey + F = 0, (2) 

hay tres constantes arbitrarias independientes, D, E y F. Como la 
eeuacion de toda circunferencia puede escribirse en cualquiera de las 
dos formas (1) o (2), la ecuaci6n de cualquier circunferencia par- 
ticular puede obtenerse determinando lo.s valores de tres constantes . 
Esto requiere tres ecuaciones independientes , que pueden obtenerse a 
parti r de tres condiciones independientes. Por tanto, analllicamenle , 
la eeuacion de una circunferencia se determina complctamentc por tres 
condiciones independientes. Geom^tricamcnte , una circunferencia 
queda , tambien , perfectarnente determinada por tres condicionos 
independientes ; asi , por ejemplo , queda determinada por tres cua- 
lesquiera de sus puntos. El estudiante debe comparar estas obs3rva- 
ciones con la discusion analoga que sobre la recta dinaos en el Artfcu- 
lo 29. Vemos, por lo tanto, que ademas del me'todo estudiado en el 
Articulo 39 tenemos ahora otro m6todo para determinar la ecuauidn 
de una circunferencia . 

Ejemplo 1. Determinar la eeuacion, centro y radio de la circunferencia 
que pasa por los tres puntos A (— I. 1) . B (), 5) y C (5, — 3) . 

Soluci6n. Este problema es identico al ejemplo dado en el Articulo 39. 
Supongamos que la eeuacion buscadi es, en la forma general, 

x* + y 1 + Dx +£[/ + F = 0, (2) 

en donde Us constantes D. £ y F deben ser dcterminadas. 

Como los tres puntos dados estan sobre la circunferencia, sus coordenadas 
deben saiisfacer la eeuacion (2) . De acuerdo con esto, tenemos las tres ecuacio- 
nes siguientes correspondiendo a los puntos dados: 

l+l-D + £+f=0. 
9 + 25 + 3D + 5£ + F = 0, 
25 + 9 + 5D - IE + F = 0, 

que pueden escribirse mis abreviajamentc asi: 

(D -£-/••- 2. 
3D + 5£ + F = - 34, 
■>D - IE + F 34. 
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La solucion de este sistema de tres ecuaciones nos da 



D = - 



32 



£ = - 



,--» 



de manera que sustituyendo estos valores en (2) , obtenemos 



x 2 + y 2 



32 



8 



5 X ~J y 



34 



= 0. 



5x 2 + 5y 2 - 32* - 8y - 34 = 

como ecuacion de la circunferencia buscada. 

El centro y el radio de obtienen reduciendo la ultima ecuacion a la forma 
ordinaria 

442 
25 ' 



de donde el centro es 



\ x --) + ( y -T) "■ 

(1*L, 1\ y el radio es 1 \/442 . 



Ejemplo 2. Hdllar la ecuacion, centro y radio de la circunferencia 
que pasa por los puntos (6, 2) , (8, 0) y cuyo centro esla sobie la recta 

3x + 7y + 2 = 0. 




->X 



1-itJ- 55 

Soluci6n. Supongamos que la ecuacion buscada, en la foima ordinaria, cs 



{x -/>) 2 + (y- k)* = 



(1) 



Como el centro (h , It) csta sobre la recta 3x + 7y + 2 = 0, sus coordenadas 
satisfaccn la ecuacion dc la recta, y tencmos 



3h +71; + 2 = 0. 



(3) 
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Tambien, como los puntos (6, 2) y (8, 0) estan sobre la circunferencia, sus 
coordenadas deben satisfacer la ecuacion (1). Por tanto, tenemos las dos 
ecuaciones 

(6- ft) 2 +(2 - /.) 2 = r-, (4) 



(8 - h) 2 + k 2 = r\ 



(5) 



La solucion del sistema formado por las tres ecuaciones (3) , (4) y (5) con ias 
tres incognitas h, L y r da 

h = 4, !;=-!. r = 2 \/~5. 

Por tanto, la ecuacion buscada es 

(* -4) 2 +(y + 2)2 = 20. 

El centro es el punto (4, — 2) y el radio es 2 V 5. La grafica aparcce en la 
figura 55. 

En el Articulo 35 obtuvimos la ecuacion de la recta que pasa por 
dos puntos dados diferentes en forma de determinante , Por un argu- 
mento semejante , podcmos obtener la ecuacion de !a circunferencia 
que pasa por tres puntos dados, no colineales , Pi(.xi, yi) , Piix*, 2/2) 
y P,f(x3, yi) , en forma de determinante. El resultado esta dado por el 

Teorema 3 . La ecuacion de la circunferencia que pi.sa por tres 
•puntos dados no colineales Pi(xi, yi), Pi(xi., y2) y P3(x3, y3) 
riene daia por el determinante 



x- + y 2 



1 



= 0. 



xr + yi- y.x y, 1 

X: 5 + V"_- X; y 4 1 
X3 2 + y/- X3 y 3 1 



N01A. Esta forma cs util para determinar si cuatro puntos dados estan o 
no sobre una circunferencia. Se dice que talcs puntos son conciclicos. 



EJERCICIOS. Grnpo 16 



Uibujar una figura para cada ejercicio. 

En cada uno de los ejercicios 1-3, -reduciendo la ecuacion dada a la forma 
ordinaria, determinar si representa o no una circunferencia. Si la respuesta es 
afirmativa, hallar su centro y su radio. 

1. 2jt-' + 2y 2 - 6x + lOy + 7 = 0. 

2. 4x 2 + 4y 9 - + 28* - 8y + 53 = 0. 

3. 16jc 2 + 16(/' ! - (Ax + 8y + 177 = 0. 

4. Hallar el area del circulo cuya ecuacion es 

Vx 1 + 9v" + 72x - 12y + 103 = 0. 
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5. Hallar la longitud de la circunferencia cuya ecuacion es 

25x 2 + 25y 2 + 30* - 20y - 62 = 0. 

6. Dcmostrar que las circunferencias 4x 2 + 4y 2 — 16x 4- !2y + 13 = y 
12jc 2 + "y 2 — 4S* + 36y + 55 = son concentricas. 

7. Demostrar que las circunferencias x 2 + y 2 + 4jc + 6y — 23 = y 
x 2 + y 2 — 8jrr — 10./ + 25 = son tangetites. 

8. Demostrar, por dos metodos, que las circunferencias 

x 2 + y 2 + 2x - 8y + 13 = y 4x 2 4- 4y= - AOx + By 4- 79 = 
no se cortan. 

En cada uno Je los ejercicios 9-11, deter.ninar la ecuacion, centro y radio de 
la circunferencia que pasa por los tres puntos dados, usando el metodo del ejem- 
plo 1 , Articulo 41. 

9. (0, 0), (3, 6), (7, 0). 

10. (2, - 2), (- 1. 4), (4, 6). 

11. (4, - 1), (0, -7), (-2,-3). 

12. Resolver el ejercicio 9 por el mitodo del ejemplo del Articulo 39. 

13. Resolver el ejercicio 10 por el metodo del ejemplo 2, Articulo 41 . 

14. Resolver el ejercicio 11 usando el deteroiinante del teorema 3, Ar- 
ticulo 41 . 

15. Por medio del teorema 3, Articulo 41, demostrar que los cuatro pun- 
tos (-1, -1), (2, 8), (5, 7), (7, 3) son conciclicos. 

16. Resolver el ejercicio 1> hallando la ecuacion de la circunferencia que 
pasa por tres cualesquiera de los punt<5s y demostrando despues que las coorde- 
nadas del cuarto punto satisfacen esta ecuacion. 

17. Las ecuaciones de dos circunferencias diferentes son 

x 2 + y 2 + D lX + E\y + Fi = y x 2 + y 2 + D 2 x 4- E,_ y + F 2 = 0. 

Hallar las condiciones que deben satisfacer los coeficientes para que sean concen- 
tricas. 

18. La ecuacion de una circunferencia es 4x 2 + 4y 2 — \bx + 20y -f- 25 = 0. 
Hallar la ecuacion de la circunferencia concentrica que es tangente a la recta 
5x - 12y = 1. 

19. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia 

x 2 + y 2 4- 2x - 2y - 39 = 

en el punto (4, 5) . 

20. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (11, 4) y es 
tangente a la circunferencia r 2 + y 2 — Sx — 6y = 0. (Dos soluciones.) 

21. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos 
(—1, — 4) , (2, — 1) y cuyo centro esta sobre la recta 4x + 7y + 5 = 0. 

22. Una circunferencia de radio 5 es tangente a la recta 3x — 4y — 1 = en 
el punto (3, 2). Hallar su ecuacion. (Dos soluciones.) 

23. Una circunferencia de radio \/ 13 es tangente a la circunferencia 

x 2 + y j._ 4x 4- 7y - 47 = 
en el punto (6, 5). Hallar su ecuaeion. (Dos soluciones.) 
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24. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (1, 4) y 
es tangente a la circunferencia x 2 + y a + bx + 2y + 5 = en el punio 

(-2. 1). 

25. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (5, 9) y 
es tangente a la recta x + 2y — 3 = en el punto (1, 1) . 

26. Una circunferencia de radio J pasa por los puntos (0, 2), (7, 3). 
Hallese su ecuacion. (Dos soluciones.) 

27. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta que pasa por el punto 
(— 1, 5) no puede ser tangente a la circunferencia x' + y 2 + 4x — by + 6 = 0. 
Interpretar el resultado geometricamente. 

28. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esti sobre la recta 
7x — 2y — 1 = y que es tangente a cada una de las rectas 5x — I2y + 5 = y 
4x -f- 3y — 3 =0. (Dos soluciones.) 

29. Hallar la ecuacion de la circunferencia inscrita en el triangulo cuyos 
lados son 4x — 3y = 0, 4x + 3y - 8 = 0, y = 0. 

^^^k Una circunferencia que es tangente a un lado de un triangulo y a las 
^RTongaciones de los otros dos lados se llama exinscrita al triangulo. Hallar 

las ecuaciones de las trcs circunferencias exinscritas al triangulo del ejercicio 29. 

(Vease el ejercicio 16 del grupo 12.) 

31. Determinar el valor de la constante k para que la recta 2x + 3y + /•' — 
sea tangente a la circunferencia x 2 + y 2 + bx + 4y =■ 0. 

32. Hallar las ecuaciones de las rectas que tienen de pendiente 5 y son tan- 
gentes a la circunferencia x 2 + y} — Sx + 2y — 9 = 0. 

33. Desde el punto A (— 2, — 1) se traza una tangente a la circunferencia 
x 2 + y 2 — bx — 4y — 3 = 0. Si B es el punto de contacto, hallar la longitud 
del segmento AB. 

34. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (6, I) y 
es tangente a cada una de las rectas 4x — 3y + 6 = 0, \2x + 5y — 2 = 0. (Oos 
soluciones. ) 

35. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos 
(—3, — 1) y (5, 3) y es tangente a la recta x + 2y — 13 = 0. (Dos solu- 
ciones.) 

42. Familias de circunferencias. Ahora consideraremos farnilias 
o haces de circunferencias de la misma manera que en el Articulo 36 
consideramos familias de rectas . En el Articulo 41 demostramos que 
una circunferencia y su ecuacidn se determinan cada una por ties 
condiciones independientes . Una circunfererencia que satisface menos 
de tres condiciones independientes no es , por lo tanto , unica . La 
ecuacion de una circunferencia que satisface solamente a dos condicio- 
nes, contiene una constante arbitraria llamada pardmeiro. Se dice 
entonces que tal ecuacidn representa una familia de circunferencias de 
un pardmeiro . Por ejemplo , la familia de todas las circunferencias 
conc^ntricas cuyo centro comun es el punto (1,2) tiene por ecuacion 

(x-l)*+ (j, _ 2Y- = Z- 2 , 

en donde el parametro k es cualquier niimero positivo 
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Consideremos ahora el caso importante de la familia de curvas 
que pasan por las intersecciones de dos circunferencias dadas. Sean 
C\ y Ct dos circunferencias diferentes dadas cualesquiera , cuyas 
ecuaciones son 

C. : a? + y* + Dix + Eiy + Fi = 0, (1) 

Ci: i 2 +j/ 2 + Dix + Eiy + Fz = . (2) 

De (1) y (2) se deduce la ecuacion 

x' + y'+Dix + Eiy+ Fi + h(x 2 + y i +D i x + E i y+F i ) = 0, (3) 

en donde el parametro /.• puede tomar todos los valores reales. Su- 
pongamos que los cfrculos Ci y & se cortan en dos puntos distintos 
Pi(xi, j/i) y Pi(xi, y s )- Como las coordenadas (ii , yi) de Pi sa- 
tisfacen ambas ecuaciones (1) y (2), tambien satisfacen a la ecua- 
cidn (3) , y esta se reduce entonces a la forma + k • = , que es 
verdadera para todos los valores de k. Analogamente , las coordena- 
das {xt , yt) de Pi que satisfacen ambas ecuaciones (1) y (2) satis- 
facen tambien a la ecuacion (3) para todos los valores de /;. Por 
tanto , la ecuacion (3) representa |a) iamilia de curvas que pasan 
por las dos intersecciones de las circunferencias fr y Ct. Para deter- 
minar la naturaleza de las curvas de esta familia , escribimos la ecua- 
cion (3) en la forma 

(A ■+l)x 2 +(*-+l)y 2 +(Di + H)2)a: + (£■ + kE 3 )y+ Fi + kF 2 = 0. (4), 

Si k = — 1 , la ecuacidn (4) se reduce a una de primer grado y , por 
lo tanto, representa una linea recta. Pero , para cualquier otro valor 
de k, la ecuaci6n (4) representa una circunferencia de acuerdo con 
el teorema 2 del Articulo 40. En particular, para k = 0, la ecua- 
cion (4) se reduce a la ecuacion C\. 

La ecuacion (3 ) es particularmente util para obtener la ecuacion 
de una curva que pasa por las intersecciones de las circunferencias 
dadas, ya que entonces no es necesario determinar las coordenadas de 
los puntos de intersection . 

EJemplo. Las ecuaciones de dos circunferencias son 
Ci: x 2 + y 2 + 7x - lOy + 31 =0, 
y C 2 : x 2 + y a - x - by + 3 = 0. 

Hallar la ecuacion de la circunferencia C3 que pasa por las intersecciones de 
Ci y C2 y tiene su centro sobre la recta /: x — y — 2 = 0. 
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Soluci6c. La circunferencia buscada C3 es un elemento de la famiha 

x 2 + y 2 + 7x - lOy + 31 + t (x 2 + y 2 - x - by + 3) = 0, (5) 



en dondc el parametro /.' debe determinate por la condicion de que el centro de 
C3 esta sobre la recta /. El centro de cualquier circunferencia de la familia (5) 

/,■ - 7 3k + 5 

1 ) ' A- + 1 
tas coordenadas deben satisfacer la ecuacion de /, tenemos 



le halla facilmcnte y sus coordenadas so 



I 2 (/■ ■+■ 



- j . Como os 



;.- - 7 
2(/t+ 1) 



V; + 5 
/• + 1 



-2 = 0, 



de donde /,-=—_ .. Sustituyendo este valor de h en (5) y simplificando, ob- 

tenemos para ecuacion de C3: 

x 2 + y 2 - 7x - 3y - 18 = 0. 

En la f igura 56 se han trazado las tres circunferencias Ci, C2, C3. y la rec- 
ta .'. Se deja al estudiante, como ejercicio, la demostracion de que los centros 
de Ci, Ci y C3 son colineales. 




i-^X 



Fig. 56 

Consideremos ahora el caso de dos circunferencias C L y C2 tangentes entic 
si, en el punto P3(*3, 1/3) ■ Por un razonamiento analogo al anterior, en el 
caso de interseccion en dos puntos diferentes, podcmos demostrar que, para 
cada valor de /.• diferente de — 1, la ecuacion (3) representa una circunferencia 
tangente a Ci y Ci en Pa- 

Finalmente, consideremos el caso de que Ci y C2 no tengan ningun punto 
comiin. Entonces, las coordenadas de un punto que satisfacen la ecuacion (2) 
no pueden satisfacer la ecuacion (1) y, por lo tanto, no pueden satisfacer la 
ecuacion (3) para ningun valor de k. Analogamente, las coordenadas de un 
punto que satisfacen (1) no pueden satisfacer (2), y, por lo tanto, tampoco 
(3) , para ningun valor de & excepto lc — 0, en cuyo caso,. (3) se reduce a (1) . 
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En resumen, ninguna circunferencia de la familia (3) , excepto Ci, tiene un 
punto en comun con C ( o Ci. Aun mas, sea Pi un punto cualquiera que este 
sobre cualquier elemento de la familia (3), excepto sobre Ci. Acabamos de 
demostrar que P t no puede estar sobre Ci. Por tanto, si se sustituyen las 
coordenadas de P4 en las ecuaciones (1) y (2) , los piimeros miembros no se 
reduciran a ceto sino que tendran valores diferentes a cero, digamos /.'1 y hi, 
respectivamente. For Io tanto. si se sustituyen en (3) las coordenadas de />.,, 
la ecuacion toma la forma 

/.-, + W-2 = 0, 

de donde I tiene el unico valor — — . Esto significa que hay solamente una 

circunferencia de la familia (3) que pasa por el punto P t . Como P 4 se eligio 
como cualquier punto sobre cualquier elemento de (3) , excepto Ci, se de- 
duce que ningun par de circunferencias de la familia (3) tienen un punto en 
comun. 

En los dos primeros casos considerados anteriormente, es dccir, cuando 
Ci y C2 tienen uno o dos puntos comunes, la ecuacion (3) representa una cir- 
cunferencia real para todo valor de /.-, ya que por lo menos existe un punto del 
lugar geometrico. Pcro esto no ocurre cuando Ci y C2 no tienen ningun punto 
comun. Entonces no se puede asegurar que la ecuacion (3) represente una cir- 
cunferencia real para todo valor de /.-. Si Ci y C2 no tienen ningun punto 
comun es ficil encontrar ejemplos, en los que, para valores especificos de k, la 
ecuacion (3) no representa ninguna circunferencia real. (Ver el ejercicio 18 del 
grupo 17.) 

La recta que pasa por los centros de dos circunferencias no concentricas se 
llama recta de los centcos. Es muy sencillo demostrar que todas las circunferen- 
cias de la familia (3) tienen su centro en la recta de los centros de Cj y Cj. En 

efecto, los centros de Ci y C2 son (-111, -~ J y ( - ~. _ -y 2 V res- 
pcctivamente, y la ecuacion de la re:ta que contiene a estos dos puntos es 
2(£, - £2) a - 2(D t - D z )y + D2E1 - D,£ 2 = 0, 

la cual se satisface por las coordenadas ( — D ' + / " P ? , - El + 7,E2 Idelcen- 

v 2(^ + i) 2(/.- + i) ; 

tro de cualquier circunferencia dofinida por (3) . 

Todos los resultados precedcntes se resumen en el siguiente 
Teorema 4 . St las ecuaciones de dos circunferencias dadas cuales- 
quiera Ci y C2 son 

Ci : x 2 + y 2 + Di x + E, y + Fi = , 

C2 : x 2 + y 2 + D 2 x + Esy + Fi = , 
la ecuacion 

x 2 + y 2 + Dix + E,y + Ft + k(x 2 + y s + D 2 x + F 2 y + F») = 

representa una familia de circunferencias todas las cuales tienen sua 
centros en la recta de los centros de Ci y C* . 

Leh-ionn* — 8. 
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Si Ci y d se cortan en dos puntos diferentes, la ecuacidn representa, 
para todos los valores de k diferentes de — 1 , todas las circunferencias 
que pasan por los dos puntos de intersection Ci y Cs, con la%mnica 
exception de C2 misma . % 

Si Ci y C2 son tangentes entre si, la ecuacidn representa, para todos 
los valores de k diferentes de — I , todas las circunferencias que son 
tangentes a Ci y C2 en su punto comun, con la unica exception de C2 
misma . 

Si Ci y C2 no tienen, ningun punto comun la ecuacion representa 
una circunferencia para cada valor de k diferente de — 1 , siempre que 
la ecuacion resultante tenga coeficienles que satisfagan las condiciones 
especificadas en el teorema 2 del Arliculo Jfi . Ningun par de circunfe- 
rencias de la familia tiene un punto comun con ninguna de las dos 
circunferencias Ci y C2. 

43. Eje radical. En el artfculo precedente hemos considerado 
dos circunferencias diferentes , C\ y & , de ecuaciones 

G: a* + y t + D i x + E l y + Fi = 0, (1) 

Cs: x i + y 2 +D2X + E i y+F a = 0. (2) 

A partir de estas ecuaciones formamos la ecuacidn 

x* + y* + D iX + E iV + Fi + k{x* + y^+DiX+Eiy+F*) = 0, (3) 

y la discutimos como ecuacion de una familia de circunferencias para 
todos los valores de k, excepto — 1. Si k ■ = — 1 , la ecuacion (3) 
toma la forma 

(Di - A ) x + (£1 - Et)y + Fi -F» = 0. (4) 

Si Ci y d, no son concentricas , se verificara A ^ Dt o Ei ?£ E* , 
o ambas , de manera que por lo menos uno de los coeficientes de x y y 
en (4) sera diferente de cero , y la ecuaci6n (4) representa entonces 
una linea recta llamada eje radical de C\ y Ci. 

Si C\ y C% se covtan en dos puntos diferentes , se sigur , de la 
discusi6n del Articulo 42, que el eje radical pasa por cstos dos pun'os 
y , por tanto , coincide con su cuerda comun . Si C\ y d son tan- 
gentes entre si , su eje radical es la tangente comun a ambas circunfe- 
rencias. Si C\ y d no tienen ningun punto comun y no son concen- 
tricas , su eje radical no tiene ningun punto comun con ninguna de las 
dos circunferencias . 

Ahora demostraremos que el eje radical de dos circunferencias 
cualesquiera es perpendicular a su recta de los centros . En efecto , 
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en el Articulo 42 vimos que la ecuacion de la recta de los centres 
de Ci y d es 

2(Ex — Ei)x- 2(D, - D 2 )y-\-DiE v - n l Et = 0, 

y la pendiente de esta recta es — jt- . si D\ ^ D2 . La pendiente 

Lf[ — IJi 

del eje radical, deducida de la ecuaci6n (4), es — —=, ^— , si 

tin — hii 

Ei ^ Ei . Como estas pendientes son negativamente reciprocas , se 
sigue que el eje radical es perpendicular a la recta de los centros. 
Si D\ = Di , entonces , por la ecuaci6n (4) , resulta que el eje radical 
es paralelo al eje X , y por la ecuacion anterior , la recta de los cen- 
tros es paralela al eje Y ; por tanto , en este caso , el eje radical y la 
linea de los centros tambi^n son perpendiculares entre si. Analoga- 
mente , si Ei = Ei , el eje radical es paralelo al eje Y y la recta de 
los centros es paralela al eje X ; por lo tanto , son perpendiculares 
entre si. 



Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del eje radical de las circunferencias 
d: 2x* + 2y J + 10* - 6y +9 = 0, 
C 2 : x 2 + y J -8* - 12 y + 43 = 0, 

y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros. 



(5) 
(6) 
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^ — ->£ 






I 




,3(4.6) J 




c, 


-H>/ 




















Y' 
Fig. 57 



Soluci6n. Si multiplicamos la ecuacion (6) por 2 y la restamos de la- ecua- 
cion (5), obtenemos 

/: 26x + 18 y - 77 = 

como ecuacion del eje radical. Su pendiente es — — -. 
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Las coordenadas de los centros Ci y C2 se encuentran ficilmente y son 
I——. ■yl y (4, 6), rcspeciivamente, de man era que la pendiente de la 

recta de los centros es — L_i_L = — -, que es negativamente reciproca de la 

pendiente del eje radical. Por tanto, el eje radical es perpendicular a la recta de 
los centros. Las circunferencias C\ y C2. su recta de los centros y su eje radi- 
cal /, se han trazado en la figura 57. 

Para deducir una propiedad importante del eje radical , establece- 
remos el siguiente teorema : 



A'- 




Pi^v'A) 



->X 



Fig. 58 



Teorema 5. Si t es la longitud de la iavgenle trazada del punto 
exterior Pi (xi , yi) a la circuvferencia (x — h) 2 -f- (y— k) 2 =r 2 , 
entonces 

t = V(x, -h) 2 + (yi - k)»- r 2 . 

Demostraci6n. Sea T (fig. 58) el punto de tangencia , de ma- 
nera que t = PiT. Como Pi T es tangente a la circunferencia , el 
radio CT es perpendicular a Pi T. Por tanto , en el triangulo rectan- 
gulo Pi TC , tendremos : 

t 2 = CPi-r\ (7) 

Por el teorema 2 , ArUculo 6 , 

CPi = (X! - ft) 2 -f- (yi - ky , 

valor que , sustituido en la ecuaci6n (7 ) , da 

/' = (xi-h)*+ ( yi -k)*-r\ 
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de donde , 

t = V(xi-hy+ (yi-k)* -r 2 . 

NoTA. Evidentemente, se pueden trazar dos tangentes del punto Pi al 
circulo, pero sus longitudes son iguales. 

Ejemplo 2. Hallar la longitud de la tangente trazada del punto (—3, 2) 
a la circunferencia 9jr> + 9c/ J - 30* - I8y - 2 = 0. 

Soluci6n. Fara aplicar el teorema 5, es necesario hacer que los coeficientes 
de x 3 y y 3 sean iguales a la unidad. Para ello dividiendo por 9, resulta: 

* J + y' - -f- x - 2y - 1 - 0. 

Sustttuyendo x por — 3 y y por 2 en el primer miembro de esta ecuacion, 
obtenemos 

f » =9 + 4 + 10 -4-1 = 1^2, 

de donde se deduce que la longitud de la tangente es f = -— -. Debe observarsc 

que, si se utilizara la ecuacion de la circunferencia en la forma original, es 
decir. sin dividir por 9, el resultado seria el triple del valor correcto. Se reco- 
mienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a este ejercicio. 



5 Por medio del teorema 5 , podemos demostrar f&cilmente que el eje 
radical de dos circunferencias no concentricas es el Ivgar geometrico de un 
, punto que se mueve de tal manera que las longitudes de las tangenles tra- 
zadas desde il a l as dos circunferencias son iguales . En efecto , seaj 
^ — Gvy d las dolTcircunferencias~no conciintricas dadas por las ecuacio- 
nes ( 1 ) y ( 2 ) , respectivamente . Sea P(x , y) el punto mdvil y 
sean (. y !;, respectivamente , las longitudes de las tangentes traza- 
das de P a C\ y Ci . Entonces , por el teorema 5 , 

h' t = x i + y i + D l x+E l y + Fi, 

y 

h* = x 2 + y 2 + D2 x + Ezy + Fz, 

Como , por hip6tesis , U = U , de estas dos ultimas ecuaciones se 
deduce que 

(Di - Di)x+ (Ei - E*)y + Fi - Ft = , 

que, segun (4) , es la ecuacidn del eje radical de Ci y & . Podemos 
demostrar, reciprocamente , que, si Pi (xi , y\) es un punto que esta 
sobre el eje radical , las longitudes de las tangentes trazadas de 
Pi a Ci y d son iguales. 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 
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Teorema 6 . Si las ecuaciones de dos circunferencias no concen- 
tricas Ci y C 2 son 

Ci: x 2 + y 2 + DiX + E,y + Fi = 0, ' 

C 2 : x 2 + y 2 + D 2 x + E 2 y + F 2 = 0, 

la elimination de x 2 y y 2 entre estas dos ecuaciones da la ecuacion lineal 

(Di - D 2 )x + (Ei - E 2 )y + Fi - F 2 = , 

que es la ecuacion del eje radical de Ci y C 2 . 

Si Ci y C 2 secortan en dos puntos diferentes, su eje radical coincide 
con su cuerda comun; si Ci y C 2 son tangentes entre si, su eje radical 
es su tangente comun, y si Ci y C2 no tienen ningun panto comun, su 
eje radical no tiene ningun punto comun con ninguno de ellos . 

El eje radical de Ci y C 2 e.s perpendicular a la recta de los centros; 
es tambien el lugar geometrico de un punto que se mueve de tal mancra 
que las longitudes de las tangentes trazadas por el a Ci y C 2 son 
iguales . 

Consideremos tres circunferencias, de las cuales no hay dos que 
sean conc6ntricas . Cada par tiene un eje radical, y las tres, tomadas 
a pares, tienen tres ejes radicales Si las ties circunferencias no 
tienen una recta de los centros comun, sus tres ejes radicales se cortan 
en un punto llamado cenlro radical . La demostracidn de la existencia 
del centra radical de tres circunferencias dadas se deja como ejercicio 
al estudiante . 

EJERCICIOS. Grupo 17 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Escribir la ecuacion de la familia de circunferencias concentricas cuyo 
centro comun es el punto (—3, 5) . Dibujar tres elementos de la familia, espe- 
cificando el valor del parametro en cada caso. 

2. Escribir la ecuacion de la familia de circunferencias cuyos centros estan 
sobre el eje Y. Designense los dos parametros por k\ y k-i. Dibujense tres 
elementos de la familia conservando a /'1 constante y asignando a I12 tres valores 
diferentes. Dibujense otros tres miembros de la familia haciendo que kt perma- 
nezca constante y asignando a / 1 tres valores diferentes. 

3. Escribir la ecuacion de la familia de todas las circunferencias que pasan 
por el origen. Dibujar seis elementos de la familia asignando valores a los dos 
parametros como en el ejercicio 2. 

4. Determinar la ecuacion de la familia de circunferencias, cada una de las 
cuales pasa por el origen y el punto (1, 3) . Dibujar tres elementos de la fami- 
lia, especificando el valor del parametro en cada caso. 
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(5.) Dibujai las dos circunferencias cuyas ecuaciones son 

Ci = x 2 + y 2 + 4x - 8y + 7 = y C 2 = x 2 + y 2 - \bx - 4y + 3 = 0. 

Tambien dibujar trcs elementos dc la familia Cx + kd — para valores de k 
diferentes de y — 1, y demostrar que sus ccntros estan sobre la recta de los 
centros de C\ y Ca. 

(gV) Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A (—8, 5) 
y por las intersecciones de las circunferencias x 2 + y 2 — 8x — by + 17 = y 
x 2 -pu 2 ~ 18 x - 4y + 67 = 0. 

(7.) Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro sobre el eje X 
y pasa por las intersecciones de las dos circunferencias dadas en el ejercicio 6. 

(8j) Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en el eje Y y 
pasa por las intersecciones de las dos circunferencias dadas en el ejercicio 6. 

(9J Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro sobre la recta 
2x + y — 14 = y qu<; pasa por las intersecciones de las circunferencias 

x 2 + y 2 - 8x -4y + II = y x 2 + y 2 - 4x + 4y - 8 = 0. 

(l0) Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio — V 2 y que pasa por 

las intersecciones delas circunferencias x 2 + y 2 + 2x — by — 16 = y 
x 2 -h*y 2 — bx 4- 2i/ = 0. (Dos soluciones.) 

(\l) Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por las intersecciones de 
las circunferencias x 2 + y 2 — bx + 4 = 0, x 2 + y 2 — 2 — 0, y que es tangente 
a la recta x + 3y — 14 = 0. (Dos soluciones.) 

12. La ecuacion de la familia de circunferencias dada en el teorema 4 del 
Articulo 42 no induye a la ecuacion de Ci. Usando dos parametros hi y hi, 
escribase la ecuacion de la familia de tal manera que incluya a Ci. (Vease !a 
ecuacion [6] del Articulo 36. ) iA que restricciones deben someterse los para- 
metros £i y /,- 2 ? <Que relacion debe existir entre £ t y £2 para obtener la ecua- 
cionje una linea recta? 

(l3} Demostrar que las circunferencias Ci: x 2 + y 2 — 3x — by + 10 = y 
Ca: x 2 4- y 2 — 5 = 0, son tangentes. Hallar la ecuacion de la circunferencia 
tangente a Ci y Cj en su punto comiin y que pasa por- el punto A (7, 2) . 
Demostrar que el centro de esta circunferencia esta sobre la recta de los centros 
de Ci y C s . 

(if) Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a Ci y Ca del ejerci- 
cio T3 en su punto comiin y cuyo centro esta sobre la recta 3x + y + 5 = 0. 

15. Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a Ci y Cs del ejerci- 
cio 13 en su punto comiin y cuyo radio es igual a — V 5. (Dos soluciones.) 

\J6y Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a Ci y Ci del ejerci- 
cio 13 en su punto comiin y que es tangente a la recta x — 7y — 1 = 0. (Dos 
soljifiones. ) 

(17) Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A(- 10, —2) 
y por las intersecciones de la circunferencia x 2 + y 2 + 2x — 2y — 32 = y la 
recta x — y + 4 = 0. 

18. Demostrar que las circunferencias Ci = .v J + y 2 — 2x — 2y — 2 = 
y Cj = x 3 + y 2 + IOjc — by + 33 = no se cortan. Demostrar que para 
k =» — 2 el elemento cortespondiente de la familia Cj + &C2 = es una circun- 
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ferenda que no corta a ninguna de las dos circunferencias Ci y C2. Y cuyo cen- 
tro esta sobre la recta de los centros de Ci y C2. Demuestrese, tambien, que no 
exisle ninguna circunferencia real si /• toma uno cualquiera de los valores 
1, 2, 3. Hallense otros valores de /. para los cuales no exista circunferen- 
cia real. 

19. Hallar la ecuacion del eje radical de las circunferencias 

x 2 + y 2 - Ix - lOy + 10 = 0, 4x 2 + 4y 2 - 31x - 12y + 37 = 0, 

y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros. 

20. Hallar la ecuacion del eje radical de las circunferencias 

9x 2 + V - 54* - 48y + 64 = 0, x 2 + y 2 + 8x - lOy + 37 = 0, 

y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros. 

21. Hallar la ecuacion y la longitud de la cuerda comun de las circunferen- 
cias x 1 + y» - 8y + 6 = y x 2 + y 2 - \4x - 6y + 38 = 0. 

22. Demostrar analiticamente que si dos circunferencias diferentes son con- 
centricas, su eje radical no existe. 

23. Hallar la longitud de la tangente trazada del punco P (.3, 4) a la circun- 
ferencia 3x 2 + 3y 2 + \2x + 4y - 35 = 0. 

24. Hallar la longitud de la tangente trazada del punto />(— 1, 3) a la 
circunferencia 3x ! + 3y 2 — 14x — I5y +23 =0. 

25. Obtener las coordenadas de un punto que sc encuentre sobre el eje radi- 
cal del ejercicio 19, y demostrar que las longitudes de las tangentes trazadas de 
ese punto a las dos circunferencias son iguales. 

26. Las ecuaciones de dos circunferencias no concentricas son Ci = y Ci = 0. 
Demuestrese que el eje radical de cualquier par de circunferencias de la familia 
Ci + kCi = es el mismo que el eje radical de Ci y Cj. 

27. Las ecuaciones de tres circunferencias son 

x 2 + y 2 + Dix + £,y + Ft = 0, 1 = 1, 2. 3. 

Suponiendo que entre el las no hay dos que sean concentricas, hallense las ecua- 
ciones de sus ejes radicales. Si las tres circunferencias no tienen una recta de 
centros comun, demuestrese que sus ejes radicales se encuentran en un punto 
comun (el centro radical) . 

28. Hallar las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias 
x 2 + y 2 +2jt -4y-6 = 0, jt 2 +y 2 -4x - 2y = y x 2 +y 2 + 2x + 12y + 3b = 0. 

29. Hallar las longitudes de las tangentes trazadas del centro radical a las 
tres circunferencias del ejercicio 28, y demostrar que son iguales. 

30. Demostrar que las tres circunferencias x 2 + y 2 + lOx + 2y + 17 = 0, 
x 1 + y 2 +4x - 4y + 4 = y x 2 + y 2 — Sx - I6 W + 71 = no tienen centro 
radical. Explicar el resultado. 

44. Tangente a una curva. ICn Gcometria elemental solamente 
se estudia , en general, la tangente a una curva: la circunferencia. 
La tangente so define como una recta que tiene un solo punto comun 
con la circunferencia . Esta definicion , suficiente para la circunferen- 
cia , es inadecuada para las curvas planas en general , pues hay curvas 
planas en las cuales una tangente en un punto corta a la curva en uno 



ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA 



121 



o mas puntos diferentes . Por esto , vamos a dar ahora una definition 
de tangente que se apliquc a todas las curvas planas en general . 
Sea la ecuacion dc una curva plana cualquiera C 



/(*, 2/) = 0. 



(1) 



Sean Pi(zi, yi) y Pifa , y 2 ) (fig. 59) dos puntos diferentes cuales- 
quiera dc C tales que el arco de curva que los unc sea continuo ; es 
decir , P2 puede moverse hacia Pi permaneciendo siempre sobre la 
curva. La recta que pasa por Pi y Pt se llama secante. Considera- 
remos que Pi es un punto fijo mientras que Pt se mueve a lo largo 

Y 



X- 




->z 



r 



Fig. 59 



de C hacia Pi . Entonccs , a medida que P2 se aproxima a Pi , la 
secante gira en el sentido contrario al de las manecillas de un reloj en 
torno a Pi y , en general , tiende a una position limite representada 
por la recta Pi T que se define como la tangente a la curva C en el 
■punto Pi . El punto Pi sc llama punto de tangencia punto de con- 
tarlo de la tangente. La pendiente de la curva C en el punto Pi se 
define como la pendiente de la tangente a C era Pi . 

Para dctenuinar la ecuacion de la tangente a una curva dada en mi 
punto particular de la curva , se conoce un punto, el punto de con- 
lacto ; por lo tanto , queda por hallar la pendiente de la tangente. La 
pendiente de la .secante Pj Pi es 



m, = 



2/i — 2/2 
ti — a-j 



X\ ^ ^2 



(2) 
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Si C es una curva cualquiera diferente de una linea recta , el valor 

de to« varia a medida que P2 se aproxima a Pi . Defini6ndose la 

tangente Pi T como la posicion limite de la secante Pi P2 a medida 

que P2 tiende a Pi , se sigue que la pendiente m de la tangente es el 

valor limite de la pendiente m s de la secante dado por (2) , y escri- 

bimos 

,, yi — yi , ON 

m= hm — , (3) 



siempre que , por supuesto , ese limite exista . La determinacidn , 
significado y propiedades de este limite son problemas fundamentals 
del Cdhido infinitesimal y no seran considerados en este libro. Usa- 
remos , pin embargo , la idea de la coincidencia de dos puntos sobre 
una curva , como se indica en la siguiente discusitfn . 

En nuestro estudio no sora necesario obtener la pendiente de una 
tangente calculando el limite expresado pov (3) , ya que restringiremos 
nuestro trabajo a la determination de las ecuaciones de tangentes a 
curvas planas representadas , analiticamente , por ecuaciones algebrai- 
cas de segundo grado. Tomamos, por lo tan to , (1) como tipo de 
tales ecuaciones y consideramos el sistema formado por esta ecuacion 
y la ecuacion de la recta , 

y = mx + k. ( 4 ) 

Las soluciones comunes de (1) y (4) son dos y pueden obtenerse 
sustituyendo primero y por mx + k en (1) , y resolviendo la ecua- 
cion cuadratica en una variable que resulta , de la forma 

ax 2 + bx + c = 0, a ^ 0. (5) 

Las raices de (5) pueden ser reales y desiguales, reales e iguales o 
coniplejas (Apendice IB , 3) correspondiendo , rcspectivamente , a la 
interpretacion geom^trica de que la recta (4) y la curva (1) se cor- 
len en dos puntos diferentes , tengan un punto comun no se corten . 
Para el caso de interseccidn en dos puntos diferentes, la recta (4) es 
una secante de la curva ( 1 ) . Si , ahora , imaginamos que varian los 
coeficientes de la ecuacion (4) de tal manera que una de las raices 
reales de (5) se aproxima a la otra , esto equivale , geometricamente , 
a que la secante va variando hasta ocupar la posicidn limite de la tan- 
gente, como en la definicidn anterior. De este razonamiento se 
deduce , por lo tanto , que la igualdad de las raices de la ecuacidn (5) 
es una condicion para la tangencia de la recta ( 4 ) a la curva ( 1 ) . 
Haremos uso de esta condicion al determinar las ecuaciones de las 
tangentes a las curvas planas algebraicas de segundo grado . 
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Sea Pi(xi, yi) (fig. 60) un punto cualquiera de la curva conti- 
nua C . Sea I la tangente a C en Pi . Si m es la pendiente de I , 
por el teorema 1 , Articulo 26 , la ecuacion de la tangente I es 

y — 2/1 = m (x — xi ) . 

Sea I' la recta trazada por Pi perpendicular a la tangente I; la rec- 
ta I' se llama normal a la curva C en el punto Pi . La ecuacion de la 
normal I' es, cvidentemente , 

1 



y — yi.= — —{.x — xi), m ^ o . 

Supongamos que la tangente y la normal cortan a X en los puntos 
T y N , respect ivamente . La longitud Pi T del segmento de la tan- 




Fig. 60 

gente I comprendido entre el punto de contaeto y el eje X se llama 
longitud de la tangente. La longitud PiN del segmento de la nor- 
mal I' comprendido entre el punto de contaeto y el eje X se llama 
longitud de la normal. Por Pi tracemos la ordenada PiQ. La pro- 
ycccion QT de la loDgitud de la tangente sobre el eje X se llama sub- 
tangente , y la proyeccion QN de la longitud de la normal sobre el eje 
X se llama subnormal . Sea a el angulo de inclinacidn de I , de ma- 
nera que m = tg a . Observando que el angulo QPi N = a , el estu- 
diante puede facilmente demostrar que las loDgitudes de los ultimos 
cuatro clementos definidos son las que se dan en el siguiente 

Teoiiema 7 . Si m es la pendiente de una curva plana continua C 
en el punto Pi (xi , yi) , entonces para el punto Pi tenemos las siguien- 
tes ecuaciones y formulas: 

Ecuacidn de la tangente a C : y — yi ■» m (x — n ) , 
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Ecuacidn de la normal a C : y — y\ = 



Longitud do la tangente 



& V 1 + m 
m 



m 
* m * , 



(x — xi ) , m ^ . 



Longitud de la normal = y\ V 1 + m 2 , 
Longitud de la subtangente = — , m ^ , 

Longitud de la subnormal = myi . 

Sean C y C dos curvas planas que se cortan en el punto P (figu- 
ra Gl) . Sean I y I' las taDgentes a C y C , respectivamente , en P . 

Y 




->X 



Fig. 61 

Se llama dngulo de dos curvas en uno de sus puntos de intersection, a 
cualquiera de los dos dngulos suplementarios formados por las dos tan- 
gentes a las curvas en dicho punto. Para las curvas C y C de la 
figura 61 , si las pendientes de I y I' son m y m' , respectivamente, 
el angulo que forman las curvas en P es uqo de los dos angulos 6 
dados , segun el teorema 5 , Artfculo 10 , por la formula 



tg 6 = ± 



m — m 
1 + mm' 



mm' ji — 1 . 



Si se verifica que mm' = — 1 , de tal nianera que ambos angulos sean 
rectos, se dice que las curvas son ortogonales entre si. Tambien , si 
cada elemento de una familia de curvas es oitogonal a cada uno de los 
elemento.s de una segunda familia , las curvas de cualquiera de las dos 
familias se llaman las trayectorias ortogonales de las curvas de la otra 
familia. El problema de la ortogonalidad es de considerable importan- 
cia en la Matematica superior y en Fisica . 
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( <i45l/ JTangente a una circunferencia. La determinac'ion de la ecua- 
eiQxToe una tangente a una circunferencia se simplifica considerable- 
mente por la propiedad de la circunferencia , que dice : la tangente a 
una circunferencia es perpendicular al radio trazado al punto de con- 
tacto . En este articulo determinaremos la ecuaci6n de la tangente a 
una circunferencia sin usar esta propiedad particular ; lo haremos por 
el m£todo general discutido en el Articulo 44 . 

Es evidente , por el teorema 7 del Articulo 44 , que la ecuacidn de 
la tangente a una circunferencia dada esta perfectamente detenninada 
cuando se conocen su pendiente y el punto de contac o (o algun otro 
de sus puntos) . Si se tiene uno de estos datos , el otro debe determi- 
nate a partir de las condiciones del problema ; segun esto . tenemos 
los elementos necesarios para la soluci6n de cualquier problema par- 
ticular. Vamos a considerar tres problemas , a saber : 

^- 1 ) Hallar la ecuacidn de la tangente a una circunferencia dada en 
un punto dado de contacto ; 

fc 2) Hallar la ecuacion de la tangente a una circunferencia dada y 
que tiene una pendiente dada ; 

ir 3) Hallar la ecuacion de la tangente a una circunferencia dada y 
que pasa por un punto exterior dado . 

El procedimiento para resolver cada uno de estos problemas es 
esencialmente el mismo . En cada caso se da una condicidn ; de acuer- 
do con esto escribiremos primero la ecuacion de la familia de rectas que 
satisfacen esta condicidn (Art. 36). Esta ecuacidn contiene un para- 
metro que se determina aplicando la condicion de tangencia dada en 
el Articulo 44. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia 

x 2 + y 2 - 8x - 6y + 20 = 
en el punto (3. 5) . 

SoluciCn. La ecuacion de la familia de rectas que pasa por el punto 
(3, 5) es 

y-5-m(x-3). (1) 

en donde cl parametro m es la pendiente de la tangente buscada. Ds la ecuacion 
(1) , y = mx — 3m + 5. y sustituyendo este valor en la ecuacion de la circun- 
ferencia, resulta: 

x 2 +(mx - 3m + 5) 2 - 8x - b{mx - 3m + 5) +20 = 0, 

que se reduce a 

(m 2 + I) x 2 - (6m 2 - 4m + 8) x + (9m 2 - 12m + 15) - 0. 
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Segiin lo dicho en el Articulo 44, la recta (1) sera tangente a la circunferencia 
dada siempre que las rakes de esta ultima ecuacion sean iguales, es decir, siem- 
pre que el discriminante se anule. Debera, pues, verificarse la condicion : 

(6m 3 - 4m + 8) 2 - 4 (m 2 + 1 ) (9m' - 12m + 15) = 0. 

La solucion de esta ecuacion es m = Vi , de manera que, de (1) , la ecuacion de 
la tangente buscada es 

y - 5 = Vi (x - 3) 

o sea, 

x -2y +7 =0. 

Se recomienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a cste 
ejemplo. 

Ejemplo 2. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia 

x 1 + y 2 - lOx + 2y + 18 = 

y que tiene de pendiente 1 . 




>Z 



Fig. 62 

Solucidn. La ecuacion dc la familia de rectas de pendiente 1 es 

y = x + k. (2) 

siendo V. un parametro cuyo valor debe detcrminarse. Si el valor de y dado por 
(2) se sustituyc en la ecuacion de la circunferencia, se obtiene 

x 2 + (x + A-) 2 - lOx + 2 (x + I:) + 18 = 

o sea, 

2x» + (2ft - 8) x + (ft 2 + 2ft + 18) = 0. 

La condicion de tangencia es 

(2ft -8) J -8(fc 2 + 2fe + 18) = 0. 
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Las raices de esta ecuacion son k = — 2, — 10. Por tanto, de (2) , las ecua- 
ciones de las tangentes buscadas son 

y = x — 2 y y = x — 10. 

En la figura 62 se han trazado estas tangentes. 

Ejemplo 3. Hallar la ecuacion de la tangente trazada del punto (8, 6) a la 
circunferencia x 2 + y 2 + 1x + 2y — 24 = 0. 
-_ ^E1emplo. La ecuacion de la familia de rectas que pasan por el punto 
(8, 6) es" 

y -6 = m(x - 8), (3) 

en donde el parametrb m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecuacion 
(3) , y = mx — 8m -+- 6, valor que sustituido en la ecuacion de la circunferen- 
cia, da 

x 2 + {mx - 8m +6)2 + 2x + 2 (mx - 8m + 6) - 24 = 0, 

la cual se reduce a 

(m 1 + 1 ) x 2 - (16m 3 - 14m - 2) x + (64m 2 - 1 12m + 24) = 0. 

La condicion para tangencia es 

(16m 2 - 14m - 2) 2 - 4(m 2 + 1) (64m 2 - 112m + 24) =0. 
Resolviendo esta ecuacion se encuentra que sus soluciones son 

m = - — 
m 5 ' 11 ' 

Por tanto, de (3), las ecuaciones de las tangentes que cumplen las condiciones 
dadas, son 

1,-6 = 1 U- 8) y y -6 = ji(.x -8) 

o sea, 

x -5y + 12 = Q y 23x — lly — 118 = 0. 

EJEECICIOS. Grupo 18 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

Losejercicios 1-7 deben resolverse usando la condicion de tangencia estudiada 
en el Articulo 44. 

1. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia 

x 2 + y 2 - 2x - by - 3 = 
en el punto (— 1, 6) . 

2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 

4x j + 4 y s + gjj. + 4 y _ 47 = o 

que tengan de pendiente — — . 

3. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (— 2, 7) a la 
circunferencia x 1 + y 3 -+- 2x — 8y + 12 = 0. 

4. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia x 2 + y 2 — 8* + 3 = 
en el punto (6, 3) . 
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5. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 

x' + y 2 + 4x - lOy + 21=0 

que son paralelas a la recta 5* — 5y + 31 =0. 

6. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 

x i + y i + (, x _ 8 = 

que son perpendiculares a la recta 4jc — y + 31 =0. 

7. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (6, — 4) a la 
circunferencia x 2 + y 2 + 2x — 2y — 35 = 0. 

8. Resolver el ejercicio 4 recordando que la tangente es perpendicular al 
radio que pasa por el punto de contacio. 

9. Resolver los ejemplos 1, 2 y 3 del Articulo 45 por el metodo indicado 
en el ejercicio 8. 

10. Demostrar que la ecuacion de la tangente a la circunferencia x 2 -\-y 2 « r a 
en el punto de contacto Pi (*i, yi) es xi x + y i y = r 2 . Sugestion: Usese el 
hecho de que jci' + tfi 8 ™ r J . 

11. Por dos metodos diferentes, hallar las ecuaciones de las tangentes a la 
circunferencia 9x 2 + 9y J + 18jc — 12y — 32 — 0, cuya pendiente sea Yi . 

12. Por dot metodos diferentes, hallense las ecuaciones de las tangentes 
trazadas del punto (6, — 4) a la circunferencia 2x 2 + 2y 2 — 8x — 4y — 15 =0. 

13. Por el punto (— 5, 4) se trazan tangentes a la circunferencia 

x 2 + y 2 - \0x + 7 = 0. 

Hallar el angulo agudo que forman estas tangentes. 

14. Dada la circunferencia x 2 + y 2 = 5, hallar los valores de k para los 
cuales las rectas de la familia x — ly + k =0: 

a) cortan a la circunferencia en dos puntos diferentes; 

b) son tangentes; 

c) no cienen ningun punto comun con la circunferencia. 

15. Dada la circunferencia x 2 + y 2 — bx — ly + 6 = 0, hallar los valores 
de m para los cuales las rectas de la familia y = mx + 3: 

a) corta a la circunferencia en dos puntos diferentes; 

b) son tangentes ; 

c) no tienen ningun punto comun con la circunferencia. 

16. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la cir- 
cunferencia x 2 + y 2 = r 2 son y = mx ± r V 1 + m 2 . 

17. Hallar la ecuacion de la normal a la circunferencia 

x 2 + y 2 - bx + lOy + 21 = 
en el punto (6, — 3) , y demostrar que pasa por el centro de la circunferencia. 

En cada uno de los ejercicios 18-20 hallar la ecuaciones de las tangente y 
normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, 
para cada circunferencia y punto de contacto dados. 

18. x 2 + y 2 = 34; (3, 5). 

19. x J + y* -2x + 2y- 15 = 0; (0,3). 

20. x 1 + y 2 - lOx + 2y - 39 = 0; (- 2, 3) . 
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21. Hallar el angulo agudo que formats las circunferencias x 2 + y 2 = 17 y 
x 2 + y 2 — 12jc — 4y + 11 = en su interseccion. 

22. Hallar el angulo agudo que forman la recta 2x + 3y — 6 = y la cir- 
cunferencia x % + y 2 + 2x — 4y — 3 = al cortarse. 

23. Demostrar que las circunferencias 

x 1 + y 2 + 2x - 4y = y x 2 + y 2 + 4x + 2y = 

se cortan ortogonalmente. 

24. Demostrar, analiticamente, que las trayectorias ortogonales de una 
familia de circunferencias concentricas estan dadas por la familia de rectas que 
pasan por su centro comun. 

25. Si de un punto exterior P se trazan tangentes a una circunferencia, el 
segmento que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de P. 
Si Pi (jci. yi) es un punto exterior a la circunferencia x 2 + y 2 = r 2 , demues- 
trese que la ecuacion de la cuerda de contacto de Pi es xix + yi y = r 2 . 
(Ver ejercicio 10. ) ■ 



46. Teoremas y problemas de lugares geom^trlcos relativos a la 
circunferencia. La demostracitfn analitica de cualquier teorema sobre 
la circunferencia se efectiia siguiendo el procedimiento general discu- 
tido en el Articulo 11. De acuerdo con eato , mientras el teorema no 
se particularice , debe colocarse la circunferencia con su centro en el 
origen , ya que en esta posici6n su ecuacidn tiene la forma mas simple , 
la forma candnica , 

z* + yl = r 2 . 

EJemplo 1. Demostrar, analiticamente, que cualquier angulo inscrito en 
una semicircunferencia es un angulo recto. 

Demostraci6n. Es evidente que la demostracion no perdera generalidad si 
colocamos la semicircunferencia con 

su centro en el origen, tal como apa- y 

rece en la figura 63. La ecuacion de 
la semicircunferencia es entonces 



x 2 + y 2 = r 2 



Sea Pi(jci, yi) un punto cualquiera 
de la semicircunferencia, y sean Ay B 
los extremos de su diametro. Como 
r es el radio, es evidente que las co- 
ordenadas de A y B son (— r, 0) y 
(r, 0) , respectivamente. Tenemos 
que demostrar que el segmento PiA 
es perpendicular al segmento PiB. 
Por tanto, si las pendientes de Pi A 
vamos a demostrar que 



^, (*,.».) 




de acuerdo con el corolario 2 del teorema 5, Articulo 10. 
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Por el teorema4 del Art. 8, tenemos 



!/i 



de manera que 



x\ 



TOl TT72 



Vi' 



*l* 



(3) 



Peio, como Pi esta sobre la semicircunferencia. sus coordenadas (xi, yi) deben 
satisfacer la ecuacion (1), y tenemos 



de donde, 



xS + yi- 1 = t\ 
xi' — r" = — t/i 2 



De esta ultima relacion y (3) obtenemos, inmediatamente, la relacion busca- 
da (2) , como se queria demostrar. 

En relaci6n con la resoluci6n de problemas sobre lugares geom&ri- 
cos relativos a circunferencias , seguiremos el procedimiento general 
bosquejado en el Artlculo 23 . 

EJemplo 2. Un punto se mueve de tal manera que la suma de loa cuadrados 
de sus distancias a dos puntos fijos dados es constante. Hallar la ecuacion de su 
lugar geometrico. y demulstrese que es una circuoferencia. 

Solucl6n. Por simplicidad, y sin ninguna restriccidn, podemos tomar uno 
de los puntos como origen O y el otro punto A(a, 0) , a yi 0, sobre el eje X, 
como se indica en la figura 64. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugai 
geometrico. Entonces P debe satisfacer la condicidn geometrica 



P(x,V) 




PO' + PA 



k. 



(4) 



en donde k es un numero positivo. 
Por el teorema 2 del Articulo b. 



PO 2 



x 2 + t) 2 



Z-X 



Pier. 64 



PA 1 =(* - a) 2 + y J > 

de manera que la condicion geometrica 
(4) puede expresarse, analiticamente, 
por la ecuacion 

* 2 +y 3 +(x -a) 2 +i/ 2 = k (5) 

que se reduce a 

x* + y* - ax + | 2 - A = 0. (6) 



Por el teorema 2 del Articulo 40, la ecuacion (6) representa una circunferencia 
cuyo centro es el punto C ( -2., | ycuyo radio tiene una longitud 

PC = M v 2k — a 2 , siempre que, sin embargo, la constante k > — — Si 
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ft — -^— , el lugar geometrico $e reduce al panto | £.. 01: y si ft < -^- . no 
existe ningun lugar geometrico. 



EJEECICIOS. Grupo IB 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

Todos los teoremas enunciados en los siguientes ejercicios deben demostrarse 
analiticamente. De manera semejante. todos los problemas de lugares geome- 
tricos deben resolverse analiticamente. 

1. Las longitudes de las dos tangentes trazadas a una circunferencia desde 
un punto exterior son iguales. 

2. Si de un punto cualquien de una circunferencia se traza una perpen- 
dicular a un diametro, la longitud de la perpendicular es media proporcional 
cntie las longitudes de los dos segmentos en los que divide al diametro. 

3. Todo diimetro perpendicular a una cuerda la divide en dos partes 
iguales. 

4. En dos circunferencias secantes la recta de los centros es perpendicular a 
su cuerda comun en su punto medio. 

5. Si por los extremos de un diametro se trazan dos cuerdas paralelas, estas 
son iguales. 

6. Se tiene una circunferencia circunscrita a cualquier triangulo dado. 
Demostrar que el producto de las longitudes de dos lados cualesquiera del 
triangulo es igual al producto de la longitud del diametro por la longitud de la 
altura trazada al tercer lado. 

7. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus 
distancias a los puntos (Z, 0) y (— 1, 0) es siempre igual a 5. Hallar e iden- 
tificar la ecuacion de su lugar geometrico. 

8. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (4, 2) es 
siempre igual al doble de su distancia del punto (— 1, 3) . Hallar e identificar 
la ecuacion de su lugar geometrico. 

9. Un punto se mueve dc tal manera que su distancia del punto (2, — 2) 
es siempre igual a un tercio de su distancia del punto (4, 1) . Hallar e identifi- 
car la ecuacion de su lugar geometrico. 

10. Un punto se mueve de tal manera que el cuadrado de su distancia del 
punto (1, 2) es siempre igual al doble de su distancia de la recta 3*+4(/ — 1 =0. 
Hallar e identificar la ecuaci6n de su lugar geometrico. 

11. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus 
distancias de los tres puntos (0. 3), (3, 0) y (—2. —2) es siempre igual 
a 30. Hallar e identificar la ecuaci6n de su lugar geometrico. 

12. Un punto P se mueve de tal manera que su distancia de un punto f i jo 
es siempre igual a ft veces su distancia de otro punto fijo. Demostrar que 
el lugar geometrico de P es una circunferencia para valores apropiados de ft. 

13. Un punto P se mueve de tal manera que el cuadrado de su distancia de 
la base de un triangulo is6sceles es siempre igual al producto de sus distancias 
de los otros dos lados. Demostrar que el lugar geometrico de P es una circun- 
ferencia. 



»¥ 
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14. Desde un punto P, se trazan tangentesa las circunferencias 

C: x 3 + y' - 9 = y C,: x 2 + y 2 - 8x + 12 = 0. 

Si la longitud de la tangente trazada a Ci es siemprc igual al doblc de la longi- 
tud de la tangente trazada a Cj, ballar y construir el lugar geometrico de P. 

15. Un punto P se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus 
distancias a las dos rectas 3x — tf + 4 — 0, x + 1y — 7 = es siempre igual a 2. 
Hallar, identificar y trazar el lugar geometrico dc P. 

16. Desde un punto fijo de una circunferencia dada se trazan cuerdas. De- 
mostrar que el lugar geometrico de los puntos medios de estas cuerdas es una 
circunferencia. 

17. Se ban trazado dos tangentes a una circunferencia, paralelas entre si, 
que cortan a una tercera tangente en los puntos A y B. Demostrar que las 
rectas que unen A y B con el centro son perpendiculares entre si. 

18. Desde un punto exterior P, se trazan una tangente y una secante a una 
circunfeiencia dada, siendo Ay B los puntos de interseccion de la secante con 
la circunferencia. Demostrar que la longitud de la tangente es media propor- 
cional entre la longitud PB de la secante y la longitud PA de su segmento 
ezterno. 

19. Por medio del teorema del ejercicio 18, resolver el ejercicio 35 del 
I grupo 16. 

20. Demostrar que si desde cualquier punto P de la circunferencia circuns- 
crita a an triangulo. se bajan perpendiculares a los lados del triangulo, los pies 
de estas perpendiculares son colineales. La recta que determinan se llama recta 
de Simpson para el punto P. 

21. Demostrar que el punto P{7, 3) esta sobre la circunferencia circuns- 
crita al triangulo cuyos vertices son (— 1, — 1), (2, 8), (5, 7), y hallar la 
ecuacidn de la recta de Simpson para el punto P. 

22. Demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 20; es decir, demostrar 
que, si el punto P se mueve de tal manera que los pies de las perpendiculares 
bajadas desde el a los lados de un triangulo cualquiera son colineales, el lugar 
geometrico de P es la circunferencia circunscrita al triangulo. 

23. Demostrar que en un triangulo cualquiera los pies de las alturas, los 
pies de las medianas. y los puntos medios de los segmentos que unen el ortocen- 
tro (punto de interseccion de las alturas) a los vertices son conciclicos. Esta 
circunferencia se llama con toda propiedad la circunferencia de los nueve pantos 
del triangulo. 

24. Hallar la ecuacion de la circunferencia de los nueve puntos del triangulo 
cuyos vertices son (3, 7), (1, — 1) y (7, 3) obteniendo la ecuacion de la cir- 
cunferencia que pasa por los puntos medios de los lados, demostrando que los 
otros seis puntos estan sobre la circunferencia. 

25. Demostrar que en un triangulo cualquiera el centro de la circunferencia 
de los nueve puntos esta sobre la recta de Euler (ver el ejercicio 26 del grupo 10). 



CAPITULO V 
TRANSFORMACION DE COORDENADAS 

47. Introduccibn. Uno de los objetivos principales de la Geome- 
tria analitica es la determination de las propiedades de las diversas 
figuras geom£tricas . Apoyandonos en algunos de los conceptos funda- 
mentales hemos hecho ya un estudio detallado de la recta y la circun- 
ferencia. En adelante continuaremos estas investigaciones con refe- 
renda a otras curvas . Encontraremos , sin embargo , que , a medida 
que progresemos en nuestro estudio , las ecuaciones de las curvas se 
van haciendo mas y mas dificiles de analizar ; por esco , se hace nece- 
sario en algunas ocasiones introducir ciertos artificios con el fin de 
facilitar el estudio de estas curvas . Uno de estos artificios , que nos 
permite simplificar las ecuaciones de muchas curvas, consiste en la 
transformation dc coordenadas. 

48. Transformaciones. Una transformation es el proceso que 
consiste en cambiar una relation , expresiOn o figura en otra . El 
estudiante ya ha encontrado este teVmino en su estudio de Algebra y 
Trigonometria . Asi , podemos transformar una ecuaci6n algebraica en 
otra ecuacidn cada una de cuyas rafces sea el triple de la raiz corres- 
pondiente de la ecuacion dada ; o podemos transformar una expresidn 
trigonometrica en otra usando las relaciones trigonom<5tricas funda- 
mentals . 

Definici6n. Una Iransformacidn es una operaci6n por la cual 
una relation , expresion o figura se cambia en otra siguiendo una 
ley dada. 

Analiticamente , la ley se expresa por una o mas ecuaciones llama- 
das ecuaciones de iransformacidn . 

49. Transformaci6n de coordenadas. Consideremos una circun- 
ferencia de radio r cuya ecuaci6n estd dada en la forma ordinaria 

(x- h? +(y-ky = 7^, (1) 
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Y 



_j__yj>f'_' i 2J_^x' 



siendo las coordenadas (A, k) del centro 0' diferentes de cero (figu- 
ra 65 ) . Si esta circunferencia , sin cambiar ninguna de sus caracterls- 
tieas , se coloca con eu centro en el origen , su ecuacion toma la 
forma mas simple , o forma canonica , 

x* + y* = r' . 

Pero se puede obtener lo mismo sin mover la figura . En vez de llevar 
la circunferencia a que su centro coincida con el origen , podemos 
mover los ejes coordenados paralelamente a si mismos, respectiva- 
mente , en el piano coordenado , de manera que el origen coincida 
con el centro ' (A , k ) de la circunferencia y los ejes coordenados 
tomen las posiciones paralelas designadas por los nuovos ejes X' y Y' 

en la figura 65 . Sea P un punto 
cualquiera d e la circunferencia . 
Las coordenadas de P referido a 
los ejes originales X y Y son (.t, y), 
pero son diferentes , evidentemen 
te , si se le refiere a los nuevos ejes 
X' y Y' . Designemos las nuevas 
coordenadas de P por (x ' , y ' ) . 
Entonces la ecuacion de la circun- 
ferencia referida al nuevo sistema 
de ejes estfi dada por la simple for- 
ma candnica 

_. ,. x' 1 + w'» = r» . (2) 

Fig. 6) 

Vemos entonces , que moviendo los 

cjcs coordenados paralelamente a si mismos , hemos iransformado las 

coordenadas (x, y) de un punto cualquiera de la circunferencia en 

las coordenadas (x' ( y') y como resultado hemos transformado la, 

ecuacion (1) en la forma mas simple (2) . La operacidn de mover los 

ejes coordenados en el piano coordenado a una posici6n diferentc , de 

manera que los nuevos ejes sean , respectivamente , paralelos a los ojes 

primitivos , y dirigidos en ol mismo sentido , se llama traslacidn de los 

ejes coordenados . 

Veremos mas adelante (Art. 51) que algunas ecuaciones pueden 

transformarse tambi6n en ecuaciones de forma mas simple por una 

rotacion de los cjcs coordenados en torno de su origen como punto fijo . 

Noi A. En las figuras de los capitulos precedentes hemos designado cada 
uno de loj ejes coordenados por dos Ietras, el eje X por XX' y el eje Y por YY'. 
Con el fin de evitar confusion mas adelante, usaremos, en general, solamente 
ana letia paia cada uno de los ejes coordenados, la letra X para el ->je X origi- 




■+X 
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nal y la letra Y para el eje Y original. Reservaremos las letras X'. Y', X", Y", 
para los nuevos ejes coordenados obtenidospor traslacion o rotaci6n. Esta nueva 
convencion ya ha sido adoptada en la figura 65. 

50. Traslaci6n de los ejes coordenados. Para simplificar las 
ecuaciones , mediante traslaci6n de los ejes coordenados , se requiere 
el siguiente teorema : 

Teorema. 1 . Si se Irasladan los ejes coordenados a un nuevo origen 
O' (h , k ) , y si las coordenados de cualquier punto P antes y despuis de la 
traslacion son (x, y) y (x', y'), respectivamente , las ecmnones de 
transformaci&n del sistema primitivo al nuevo sistema de coordenados son 

x = x' + h, 
y = y' + k. 



Y 

4 



i 



F 
B 






\r 






"? P 



-«-x' 



Fig. 66 



D 
x 



+X 



Demostraci6n. Sean (fig. 66) X y Y los ejes primitivos y 
X' y Y' los nuevos ejes , y sean (h , k) las coordenadas del nuevo ori- 
gen 0' con referenda al sistema original . Desde el punto P , trazamos 
perpendiculares a ambos sistemas de ejes , y prolongamos los auevos 
ejes hasta que corten a los originales , tal como aparece en la figura . 

Usando la relacidn fundamental para scgmentos rectilineos diri- 
gidos , dada en el Artfculo 2, tenemos , inmediatamente , de la figura , 



x = OD =OA +AD = OA +0'C = h + x' . 
Analogamente , 

y =OF = OB + W = OB +WE = h + y'. 

Ejemplo 1. Transformar la ecuaci6n 

x 3 -3x* - y* + 3x +4y - 5 = (I) 

trasladando los ejes coordenados al nuevo origen (1, 2). Trazar el lugar geo- 
metrico, y los dos sistemas de ejes. 
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Soluci6n. Por el teorema 1, las ecuadones de transformacion son 

x = x'+\, y = y'+2. 

Si sustituimos estos valores de x y y en la ecuacion (1) , obtenemos 

(x'+ l) 3 -3(*'+l) 2 -(y' + 2)s + 3(x'+ l) + 4(t/' + 2)- 5 = 0. 

Desarrollando y simpLliicando esta ultima ecuacion, obtenemos la ecuacion 
transformada buscada 

*'» - y>* = 0. (2) 

Por los mctodos estudiados en el Articulo 19, podemos facilmente (fig. 67) 

trazar el lugar geometrico de la ecua- 
cion (2) con respecto a los nuevos ejes 
X' y y. El lector reconocera este lu- 
gar geometrico como la parabola semi- 
cubica (Art. 17) . Debe observarse que 
la figura es tambien la grafica de la 
ecuacion (1) referida a los ejes origina- 
les X y Y. Evidentemente que es mu- 
cho mas facil trazar el lugar geometrico 
usando la ecuacion (2) que usando 
la (1). 




>-X 



Fig. 67 

Ejemplo 2. 
los ejes coordenados, transformar la ecuacion 

x 3 - 4y 2 + 6x + 8y + 1 =0 



En el ejemplo 1 , se especifico 
el nuevo origen . Usualmente , sin 
embargo , no se dan las coordena- 
das del nuevo origen , sino que 
deben ser determinadas. El pro- 
cedimiento a seguir en tal caso 
esta i n d i c a d o en el siguiente 
ejemplo . 



Por una traslacion de 



(3) 



en otra ecuacion que carezca de terminos de primer grade Trazar su lugar geo- 
metrico y ambos sistemas de ejes coordenados. 

Solucion. En este caso particular podemos usar dos metodos diferentes, 
siendo el primero el mas general. 

Ptimet metodo. Si sustituimos en la ecuacion (3) los valores de x y y 
dados por las ecuaciones de transformacion en el teorema 1, obtenemos la ecua- 
cion transformada 

(x' + h)*-4(y> + k)*+b(x> + ft) + 8(c/ + k) + 1 =0, 

la cual, despuls de desarrollar y agrupar terminos semejantes, toma la forma 

x n _ 4y /j + ( 2|, + 6) x' - (8k - 8) y> + ft' - 4ft» + 6ft + 8A + 1 = 0. (4) 
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Como la ecuacion transformada dcbc carecer de terminos dc primer grado, igua- 
larcmos a cero los cocficicntes de x' y y' en la ecuacion (4) . Tendremos 



de donde. 



2ft+6 = y 8k - 
h = - 3 y k = 



= 0, 



Por tanto, el nuevo origen es el punto (—3,1). Si sustituimos estos valores 
de h y k en (4) , obtenemos la ecuacion buscada 



X n - 4 y '2 -4=0. 
El lugar geometrico, una hiperbola, esta trazado en la figuta 68. 



(5) 




Fig. 68 

Segundo rnetodo. En el caso de ecuaciones de segundo grado que carezcan 
del termino en xy. es posible efectuar la transformacion completando los cua- 
drados. Este metodo se enseiio previamente en el Articulo 40 para la circunfe- 
rencia. Asi, los terminos de la ecuacion (3) pueden ordenarse en la forma 

(*» + 6x)-4(y2-?y)= - 1. 

Completando cuadrados, obtenemos 

(x 2 +bx + 9)- 4(</» -2y + 1)= - 1 +9- 4, 

(jc + 3) 2 - 4(y - l) 2 = 4. 



de donde, 



Si en la ecuacion (6) hacemos las sustituciones 



x + 3 



V ~ 1 



(6) 



(7) 



obtenemos la ecuacion (5) . Evidentemente, de (7) se deducen las ecuaciones 
de transformacion: 

x = x' — 3, (/ = «'+ 1. 

En el enunciado del ejemplo 2 se ha indicado el tipo de simplifica- 
tion deseado ; si en algiin problema no se espeeifica , debemos efectuar 
la maxima simplificacidn posible. 



Ejemplo 3. Por una traslaeion de ejes simplificar la ecuacion 
y* - Ax - by + 17 = 0. 



(8) 



138 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

Soluci6n. Proccdiendo como en el primer metodo del ejemplo 2, sustitui- 
remos en la ecuacion (8) los valores de x y y dados por las ecuaciones de tras- 
formacion en el teorema 1. Tendremos: 

(!/' + fc)»-4(*' + h)-6(|,' + *)+ 17 =0. 
que puede escribirse en la forma 

y i» _ 4x i + (2fe _ 6) y> + ft 2 - Ah - 6ft + 17 = 0. (9) 

Nucstro siguiente paso es determinar los valores de h y ft que simplifiquen la 
ecuacion (9) . En este caso no podemos hacer que se anule el tcrmino en x', ya 
que su coeficiente es — 4, pero podemos eliminar el tcrmino en y' y el termi- 
no independiente. De acuerdo con esto escribimos 

2* -6 = y k 2 - Ah - 6ft + 17 = 0, 
de donde, 

k = 3 y h = 2. 

Para estos valores de h y ft, la ecuacion (9) se reduce a la forma 

i/ 2 - Ax' = 0. 



EJEECICIOS. Grupo 20 

Para cada ejercicio es conveniente trazar el lugar geometrico y ambos sistemas 
de ejes coordenados. 

En cada uno de los ejercicios 1-5, transformese la ecuacion dada trasladando 
los ejes coordenados al nuevo origen indicado. 

1. x 1 + y 2 + 2x -6y +6 = 0; (-1,3). 

2. 3* 2 + 2v> + \2x - Ay + 8 = 0; (-2,1). 

3. Ax 2 - i/ 2 - 8x - lOy - 25 = 0; (1,-5). 

4. y 3 - x 2 + 3y 2 -Ax + 3y - 3 = 0; (-2,-1). 

5. xy -3x + Ay - 13 = 0; (-4,3). 

En cada uno de los ejercicios 6 10. por una traslacion de ejes, transformese la 
ecuacion dada en otra que carezca de terminos de primer grado. Usese el primer 
metodo del ejemplo 2, Articulo 50. 

6. 2x 3 + y'+ \bx -Ay + 32 = 0. 

7. 3x> + 2y» + \8x - 8y + 29 = 0. 

8. 3x 2 - 2y 2 - 42* - 4y + 133 = 0. 

9. xy - x + 2y - 10 = 0. 

10. ?x 3 + 24x» - 4y 2 + 24* — 12y — 1=0. 

En cada uno de los ejercicios 11-15, por una traslacion de los ejes coordena- 
dos, transformese la ecuacion dada en otra que carezca de terminos de primer 
grado. Usese el segundo metodo del ejemplo 2, Articulo 50. 

11. 4x 2 + 4y= + 32.v - Ay + 45 = 0. 

12. 2* 2 + 5y 3 - 28* + 20y + 108 = 0. 
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13. x> - 3y 3 +bx + by + 3 = 0. 

14. \2x 2 + 18y» - 12a: + I2y - 1 = 0. 

15. \2x* - 18c/ 2 - 12a: - \2y ~ 5 = 0. 

En cada uno de los ejercicios 16-20, simplifiquese la ecuacion dada por una 
traslacion de los ejes coordenados. 

16. x 2 + Sx - 3y + 10 = 0. 

17. 16* 2 + 16yJ + 8x - 48i/ + 5 = 0. 

18. 72x 3 + Iby* - 48x + Jby - 55 = 0. 

19. y' - bx* - 24x - 2y - 32 - 0. 

20. 30xy + 24* - 25y - 80 - 0. 

51. Rotaci6n de los ejes coordenados. Para simplificar las ecua- 
ciones por rotation de los ejes coordenados , necesitamos el siguiente 
teorema : 

Teorema 2 . Si los ejes coordenados giran un dngulo 4> en torno de 
su origen como centro de rotation , y las coordenados de un punto cual- 
quiera P antes y despuis de la rotation son (x , y) y (x' , y ') , respec- 
tivamente , las ecuaciones de transformation del sistema original al nuevo 
sistema de coordenados esldn dadas por 

x = x ' cos 9 — y ' sen , 
y = x' sen + y' cos 9 . 






Demostraci6n . Sean (figu- 
re, 69 ) X y Y los ejes originales y 
X' y Y ' los nuevos ejes. Desde 
el pupto P tracemos la ordenada 
AP correspondiente al sistema 
X , Y , la ordenada A'P corres- ^ 

pondiente al sistema X' , Y ' , y 
la recta OP . Sea el angulo 

POA' = <f> y OP = r. Por Tri- 

gonometria (Apendice 1C , 1), 
tcncmofi 

x = OA = r coo (6 + <i>) , 
y = AP = r sen (0 + <t>) , 



Y 



'O 



p 
A 



^ 



J2_ 



-*x 



\ 



Fig. 69 



x' = OA' = r cos <t> , y' = A' P = r sen <£ . 
De (1) , por el Apendice IC , 6 , tenemos 

x = r cos (5 + <£) = r cos 5 cos <f> ~ r sen 5 sen <t> . 



(1) 
(2) 
(3) 
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Si en esta ultima ecuaci6n sustituimos los valores dados por (3), 
obtenemos la primera ecuaciou de transformation , 

x = x' cos 8 — y' sen 6 . 

Analogamente , de (2) , 

y = r sen (6 + ( t>) = r sen 6 cos $ + r cos 5 sen <£ , 

por tanto , de ( 3 ) , tcnemos la segunda ecuacion de transformaci6n , 

y = x' sen 6 + y' cos 9 . 

NOTA. Para nuestras aplicaciones, sera necesario girar los ejes coordenados 
solamente un angulo suficientemcnte grande para haccr coincidir uno de los ejes 

coordenados con una recta dada fija 
cualquiera, o para hacer que sea 
paralelo a el 1 a en el piano coordena- 
do. De acuerdo con esto, restringi- 
temos, en general, los valores del 
angulo de rotacion al intervalo 
dado por 

0° < 9 < 90°. 



>X 



t ft 

N a) Q> | 

+ ?* r 




Solucifin. 



Ejemplo 1. Transformar la 
ecuacion 

2x a + VI xy + y J = 4 (4) 

girando los ejes coordenados un an- 
gulo de 30°. Trazar el lugar geome- 
trico y ambos sistema 1 ! de ejes coor- 
Fig. 70 denados. 

Por el teorema 2, las ecuaciones de transformacion son 

VI . 1 



x = x' cos 30° - y' sen 30° = 



x'- T y 




«> * 



1 V '3 

y = x 1 sen 30° + y> cos 30° = -j x' + —j~ y'- 

Si sustituimos estos valores de x y y en la ecuacion (4) , obtenemos 



H >(^"-H !+v7 0r"-^)(^' + "?"') 

4 Desarrollando y simplificando esta ultima ecuacion, obtenemos la ecuacion 

transformada 
** ^Aj 5jc /j + y n = 8 . (5) 

El lugar geometrico {fig. 70) es una elipse. 
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En este ejemplo se ha dado el angulo de rotation. Sin embargo, 
generalmente , el angulo de rotation debe determinarse de modo que 
se cumpla alguna condition establecida . La aplicaci6n principal de la 
rotacitfn de ejes es la elimination del tejmino en xy de las ecuaciones 
de segundo grado . 



« CD 



& 



£ * 



Ejemplo 2. Por una rotacion de los ejes coordenados, transformar la 
cuacion 

9x 2 - 24xy + 16y 2 - 40* - 30y = (6) 

n otra que carezca del termino en x'y'. Trazar su lugar geometrico y ambos 
istemas de ejes coordenados. 

Solucion. Si en la ecuacion (6) sustituimos los valores de x y y dados por 



8 



' lias ecuaciones de transf ormacion del teorema 2, obtenemos 



7~. ^ 9 (*' cos 8 - y> sen 9) 2 — 24 (x 1 cos 9 - y' sen 8) (x' sen 9 + y' cos 0) 

+ +16 U' sen 9 + y' cos 9) 2 - 40 (x' cos - y' sen 9) 



O +■ 



I 






30 Cjc' sen 8 + y' cos 8) = 0, 



"v £ ' a cual, despues de efectuar el desarrollo y agrupar los terminos, toma la forma 
4- J (9 cos 2 8 - 24 cos 8 sen 8 + 16 sen 2 8) x n + (14 sen 8 cos 8 + 24 sen 2 9 

<^ cf - 24 cos 2 9) jc' y' + (9 sen 2 9 + 24 sen 9 cos 9 + 16 cos 2 9) y' 2 

— (40 cos 9 + 30 sen 9)*' +(40 sen 9 - 30 cos 9) y' = 0. (7) 



?i 



^A£ Como la ecuacion transformada debe carecer del termino en x'y', igualamos el 
' coeficiente de x'y' en (7) a cero y obtenemos 

fa 



0> 



14 sen 9 cos 9 + 24 sen 2 9-24 cos 2 9 = 0. 



V. £|Ahora bien, sen 29 = 2 sen 9 cos 9 y cos 2a = cos 2 9 — sen 2 9 (Apendice IC, 7) , 
V -—'l^l Por tanto, la ultima relacion puede escribirse 

7 sen 29 - 24 cos 29 = 0, 



.. u - f- 



I*- 

« ~->de donde, 

) Q> 

$ <f Por la nota del teorema 2, el angulo 8 estara restringido a estar en el primer 

r H ? cuadrante, de manera que 29 estara en el primero o en el segundo cuadrante en 

11 — ' Qs donde el coseno y la tangente de un angulo tiene el mismo signo. De manera 

(*"> Csemejante, sen 9 y cos 9 no seran negativos. Por tanto, por el valor de tg 29 

dado arriba, tenemos 
-+ % 7 

f § cos 29 = — — . 

3 ^* Para efectuar la simplificacidn de la ecuacion (7), necesitamos los valores 
%.- de sen 9 y cos 9, que pueden obtenerse por las formulas del angulo mitad de 
, ~Trigonometria (Apendice IC, 8). 

s « 

v ^ 
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Luego, 



sen 9 



cos 9 



Z 1 - 


cos 


29 


V 2 


■/> + 


COS 


2$ 






_ -/ l + cos 20 _ /l+il» = 4 
"V 2 \"^~" T" 



Si sustituimos estos valores de sen 9 y cos 9 en la ecuacion (7) . tenemos 
/14* 288, 144 \ , i + /168 ,216 384\ , , / 81 288 256\ „ 

- (32 4- 18) x' + (24 - 24) t/ = 0. 
la cual se reduce a la ecuacion transformed} buscada, 

y /2 _ 2x ' = 0. (8) 

El lugar geometrico, una parabola, esta representada en la figura 71. 

NoTA. Evidentemente, es mucho 
mas facil trazar el lugar geometrico de 
la ecuacion (8) con respecto a los ejes 
X' y Y' que trazarel de la ecuacion (6) 
con respecto a los ejes X y Y. Mas 
aun, las propiedades de la parabola 
pueden obtenerse mas facilmente a par- 
tir de la ecuacion (8) que es la mas sen- 
cilia. El estudiante puede, sin embar- 
go, pensar que estas vencajas no son 
sino una compensacion de los calculos 
necesarios para transforirtar la ecuacion 
(6) en la (8) . El problema general 
de la supresion del termino en xy de la 
ecuacion de segundo grado sera considerado mas adelante (Capitulo IX) , y se 
vera entonces como la cantidad de calculos se reduce considerablemente. 




->X 



Fig. 71 



EJERCICIOS. Grupo 21 



Para cada ejercicio el estudiante debe dibujar el lugar geometrico y ambos 
sistemas de ejes coordenados. 

1. Hallar las nuevas coordenadas del punto (3, — 4) cuando los ejes coor- 
denados giran un angulo de 30°. 

2. Hallar las nuevas coordenadas de los puntos (1, 0) y (0, 1) cuando los 
ejes coordenados giran un angulo de 90°. 

En cada uno de los ejercicios 3-8, hallar la transformada de la ecuacion dada, 
al girar los ejes coordenados un angulo igual al indicado. 

3. 2x + 5t/ - 3 = 0; arc tg 2,5. 



4. 



2xy + y 2 - x = 0; 45°. 
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5. Vly 2 + 3jcy - I = 0; 60°. 

6. 5.v 2 + 3av + t/ 2 - 4 = 0; arc sen —jg—. 

7. II* 2 +24jty + V - 20 = 0; arc tg 0.75. 

8. x* + y* + 6* 2 y 2 - 32 - 0; 45°. 

9. Por rotacion de los ejes coordenados. transformar la ecuacion 
2x — y — 2 "■ en otra que carezca del termino en x'. 

10. Por rotacion de los ejes coordenados, transformar la ecuacion 
x + 2y — 2 = en otra que carezca del termino en </. 

En cada uno de los ejercicios 11-16, por una rotacion de los ejes coordena- 
dos, transformese la ecuacion dada en otra que carezca del termino en x' y'. 

11. 4jc» + 4xy + y 2 + V~5x = 1. 14. 2x* - 5xy + 2y 2 = 0. 

12. 9x 2 + 3*c/ + 9i/ 2 - 5. 15. x 2 - 2jcy + y 2 - 4 = 0. 

13. 5jc s + 4jcy + 2(/ J - 2. 16. 16jt 2 + 24jcy + 9y 2 + 25x - 0. 

17. La ecuaci6n de una circunferencia es x 3 + y 7 =» r 3 . Demostrar que la 
forma de esta ecuacion no se altera cuando se refiere a los ejes coordenados que 
han girado cualquier angulo 9. Se dice que esta ecuaci6n es invatiante por 
rotacion, 

18. Deducir las ecuaciones de transformaci6n del teorema 2 (Art. $1) cuan- 
do el angulo 9 es obtuso. 

19. Las ecuaciones de transformation del teorema 2 (Art. 51) pueden con- 
siderate como un sistema de dos ecuaciones en las dos incognitas x' y y'. Para 
cualquier valor de 9, demuestrese que el determinante de este sistema es la uni- 
dad y, por tanto, que por la regla de Cramer (Apendice IB, 6) el sistema tiene 
una unica solucion para x' y y' dada por 

.v' = x cos 9 + y sen 9, 
y' = — x sen 9 + y cos 6. 

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones reciprocas de las originales de transfor- 
mation. 

20. Por una rotacion de 45° de los ejes coordenados, una cierta ecuaci6n se 
transformo en 4x' 2 — 9y' 2 = 36. Hallese la ecuacion original usando el resultado 
del ejercicio 19. 

52. Simplification de ecuaciones por transformaci6n de coordenadas. 
Acabamos de ver que , por una traslacion o una rotacion de los ejes 
coordenados , es posible transformar muchas ecuaciones en formas 
mas simples. Es entonces logico inferir que se puede efectuar una 
simplification mayor atin aplicando ambas operaciones a la vez. Si 
una ecuacion es transformada en una forma mas simple por una tras- 
lacion o una rotacidn de los ejes coordenados , o por ambas , el pro- 
ceso se llama simplification por transformacidn de coordenadas . 

Consideremos primero el caso en que una traslacidn de los ejes 
coordenados a un nuevo origen O'Qi, k) es seguida por una rotacion 
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de los ejes trasladados en torno de ' de un angulo 6 , tal como se 
indica en la figura 72. Si P es un punto cualquiera del piano coorde- 
nado , sean (x , y) , (x' , y') y (x", y") sus coordenadas referido , 
respectivamente , a los ejes originates X y Y , a los ejes trasladados 
X' y Y' t y a los ejes girados X" y Y" . Por el teorema 1 del Ar- 
ticulo 50, 

x = x' + h, \ 

y = y' + k; j 



y por el teorema 2 del Articulo 51 , 



x' = x" cos 6 — y" sen 8 , \ 
y' — x" sen 6 + y" cos 6 . j 



(1) 



(2) 



Y' 



\ 






rX" 






->x 







Fig. 72 



Si sustituimos en (1) los valores de x' y y' dados por (2) obtenemos 
las ecuaciones buscadas de transformacion : 



x = x" cos 6 — y" sen 6 + h , \ 
y = x" sen 6 + y" cos 6 + k . / 



(3) 



Puede demostrarse que las ecuaciones de transformaei6n (3) son 
verdaderas aun cuando el orden de transformacion se invierta , es 
decir , cuando una rotacion vaya seguida de una traslaci6n . Tenemos 
pues , el siguiente teorema : 

Teorema 3 . Si efectuamos un cambio de ejes coordenados medianie 
una traslacidn y una rotacidn, tomadas en cualquier orden, y las coor- 
denadas de cualquier punto P referido a los sistemas original y final 



TRANSFORMACION DE COORDENADAS 145 

son (x, y) y (x", y"), respectivamente, las ecuaciones de transforma- 
cidn del sistema original al nuevo sistema de coordenadas son 

x = x" cos — y" sen B + h , 

y = x" sen -j- y" cos 9 ■+- k , 

en donde 6 es el dngulo de rotacidn y (h , k) son las coordenadas del 
nuevo origen referido a los ejes coordenados originales . 

NOTAS. 1. Las ecuaciones de transformacion dadas por el teorema 1 del Ar- 
ticulo 50, teorema 2 del Arciculo $1 y teorema 3 anterior son todas relaciones 
lincalcs. De aqui que e] grado de la ecuacion transformada no pueda ser mayor 
que el de la ecuacion original. Ni tampoco puede ser menor; porque si lo fuera. 
podriamos, por transformacion de coordenadas, regresar la ecuacion transfor- 
mada a su forma original y elevar asi el grado de la ecuacion, Pero acabamos de 
ver que eito es imposible. Por tanto, el grado de una ecuacion no se altera pot 
trantf or macion de coordenadas. 

2. Aunqne las ecuaciones de transformaci6n del teorema 3 pueden emplearse 
cuando se van a efectuat simultaneamente una traslaci6n y una rotacion. es, 
generalmente, mas sencillo, efectuar estas operaciones separadamente en dos 
pasos diferentes. El teorema 3 explica que el orden de estas operaciones no tiene 
importancia. Sin embargo, en el caso de una ecuacion de segundo grado en la 
cual los terminos en x 2 , y 2 y xy forman un cuadrado perfecto, los ejes deben 
girarse ptimero y trasladarse despues (ver el ejercicio 10 del grupo 22) . Est* caso 
particular sera estudiado mas adelante en el Capitulo IX. 

Ejemplo. Por transformaci6n de coordenadas, simplificar la ecuacion 

3*» - Ixy + 3y 3 - 2x - lOy + 9 - 0. (4) 

Tracese el lugar geometrico y todos los sistemas de ejes coordenados. 

Solucion. Como los terminos de segundo grado en (4) no forman un cua- 
drado perfecto, podemos primero trasladar los ejes a un nuevo origen (/?, h) . 
Por tanto, usando las ecuaciones de transformacion del teorema 1 (Art. 50), 
obtenemos, de la ecuacion (4) , 

3(*' + />)»-2(*' + fe) (»' + *)+ 3 (»' + *)» 

- 2 (jc' + h) - 10(y' -f- ft) + 9 = 0, 

la que, despues de desatrollar, simplificar y agrnpar terminos, toma la forma 

3x"- 2x ' y' + 3c/ '» + (bh -2k - 2) x' + ( - 2h + 6ft - 10) y' 

+ (3b* - 2hk + 3fe* -2h - 10ft + 9) = 0. (5) 

Para eliminar los terminos de primer grado en (5) , igualamos sus coeficientes 
a ceto. Esto nos da el sistema 

bh -2k -2-0. 
- 2h + bk - 10 - 0. 

Uhauo. - 10. 
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cuya solucioa es h — 1 , k = 2. Sustituyendo cstos valorcs dc h y k en (5) , 
obtenemos 

3x' 3 - 2x'y' + 3y" - 2 - C. (6) 

A continuacidn. por rotaci6n de los ejes, usando las ecuaciones de transfor- 
maci6n del teorema 2 (Arc. $1) , obtenemos, de la ecuacion (6) , 

l(x" cos 6— y" sen 9) 2 - 2 (*" cos 9 - y" sen ff) (*" sen « + y" cos 0) 

+ 3 (*" sen + y" cos tf) 2 - 2 - 0, 



_— /- — _\j£-~ m _i. — i— *x' 




*-x 



Fig. 73 

la cual se reduce a 

(3 cos 2 8 - 2 sen « cos fl + 3 sen 2 6) x " J 4- (2 sen 2 6-2 cos 1 6) x" y" 

+ (3 sen 2 S + 2 sen 9 cos 9 + 3 cos 2 fl) w" 2 -2 = 0. (7) 

Para eliminar el termino en x" y" de (7), iguahmos sus coeficiente a cero, y 
obtenemos 

2 sen 2 6-1 cos 2 « = 0, 

de donde 8 = 45° de acuerdo con la nota al teorema 2 (An. 51) . Sustituyendo 
este valor de 9 en (7) , y simplificando, obtenemos la ecuacion buscada. 



r //s j 2o" 2 - 1 = 0. 



(8) 



En la figura 73 se han trazado el lugar geometrico de la ecuacion (8) , una 
elipse. y todos Ios sistemas de ejes coordenados. 
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EJERCICIOS. Grupo 22 

Para cada ejercicio el estudiante debe dibujar el lugar geometrico y todos los 
sistemas de ejes coordenados. 

En cada uno de los ejercicios 1-5, simplifiquese la ecuacion dada por trans- 
formacion de coordenadas. 

1. x* - lOxy + y* - 10x + 2y + 13 = 0. 

2. 52* 2 - llxy + 7Jy 2 - 104* + 72y - 48 = 0. 

3. 16jc 2 + 24jcy 4- 9y 2 + bOx - 80y 4- 100 = 0. 

4. 3x + 2y - 5 =0. 

5. 2x 2 + Ixy + ly 1 - 2x - lOy + 11 = 0. 

6. Trazar el lugar geometrico del ejercicio 1 aplicando directamente los 
metodos del Articulo 19. 

7. Trazar el lugar geometrico del ejercicio 2 directamente por los metodos 
del Articulo 19. 

8. Por transformacion de coordenadas, demulstrese que la ecuacion gene- 
ral de una recta, Ax + By + C = 0, puede transformarse en y " = 0, que es la 
ecuacion del eje X". 

9. Por transformacion de coordenadas, demuestrese que la ecuacion general 
de una recta, Ax + By + C = 0, puede transformarse en x" = 0, que es la 
ecuacion del eje Y". 

10. Hallar las coordenadas del nuevo origen si los ejcs coordenados se tras- 
ladan de manera que la ecuacion Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F=0 se 
transforma en otra ecuacion que carezca de terminos de primer grado. 

11. Hallar las nuevas ordenadas del punto (— 1, 3) cuando los ejes coorde- 
nados son trasladados primero al nuevo origen (4, 5) y despuis se les gira un 
angulo de 60°. 

12. Hallar las nuevas coordenadas del punto (2, 2) cuando los ejes coorde- 
nados son girados primero un angulo de 45° y despues son trasladados al nuevo 
origen (—1, 1) . 

13. Por traslacion de los ejes coordenados al nuevo origen (3, 3) y despues 
rotacion en un angulo de 30°, las coordenadas de un cierto punto P se transfor- 
man en (7, 6) . Hallense las coordenadas de P con respecto a los ejes originates. 

14. Por traslacion de los ejes coordenados al nuevo origen (1, 1) y luego 
rotacion de los ejes en un angulo de 45°, la ecuacion de cierto lugar geometrico 
se transformo en x"' — 2i/" J = 2. Hallar la ecuacion del lugar geometrico con 
respecto a los ejes originates. 

15. Demostrar, analiticamente, que la distancia entre dos puntos en el pia- 
no coordenado no se altera (es invariante) con la transformacion de coorde- 
nadas. 

En cada uno de los ejercicios 16-20, ballese la ecuacion del lugar geometrico 
del punto rnovil y simplifiquese por transformacion de coordenadas. 

16. El punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (—2, 2) es 
siempre igual a su distancia a la recta x — y + 1 =0. 

17. El punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a lo:> 
dos puntos (1, 1) y (— 1, — 1) m siempre igual a 4. 
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18. El punto se mueve de tal maneta que su distancia del punto (2, 1) es 
siempre igual al doble de su distancia de la recta x + 2y — 2 =0. 

19. El punto se mueve de tal maneta que su distancia de la recta 

x +2y - 2 - 

et siempre igual al doble de su distancia del punto (—1, I) • 

20. El punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias a 
los dos puntos (1, 4) y (—2, 1) es siempre igual a 3. 



CAPITULO VI 



LA PARABOLA 



53. Introduccidn. En su estudio previo de Geometria elemental , 
el estudiante conoci6 dos lineas : la linea recta y la circunferencia . 
Las dos lineas ya han sido estudiadas desde el punto de vista analltico . 
Ahora comenzamos el estudio 

de ciertas curvas planas no 
incluldas , ordinariamente , en 
un curso de Geometria ele- 
mental . Empezaremos con la 
curva conocida con el nombre 
de parabola . 

54. Deflniciones. La 
ecuaci6n de la parabola la 
deduciremos a partir de su 
definici6n como el lugar geo- 
m^trico de un punto que se 
mueve de acuerdo con una ley 
especificada . 

Definici6n . Una para- 
bola es el lugar geom^trico de 
un punto que se mueve en un 
piano de tal manera que su 
distancia de una recta fija , 
situada en el piano , es siempre igual a su distancia de un punto fijo 
del piano y que no pertenece a la recta . 

El punto fijo se llama foco y la recta fija directriz de la parabola . 
La definition excluye el caso en que el foco csta sobre la directriz . 

Designemos por F y I (fig. 74), el foco y la directriz de una 
. parabola , respectivamente . La recta o que pasa por F y es perpen- 
dicular a I se llama eje de la parabola . Sea A el punto de intersec- 




Fig. 74 
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ci6n del eje y la directriz . El punto V , punto medio del segmen- 
to AF , esta" , por definicidn , sobre la parabola ; este punto se llama 
vertice . El segmento de recta , tal corao BB ' , que une dos puntos 
cualesquiera diferentes de la parabola se llama cuerda; en particular , 
una cuerda que pasa por el foco como CC , se v llama cuerda focal. 
La cuerda focal LU perpendicular al eje se llama lado recto . Si P es 
un punto cualquiera de la parabola , la recta FP que une el foco F 
con el punto P se llama radio focal de P , o radio vector . 

55. Ecuacidn de la parabola de vertice en el origen y eje un eje 
coordenado. Veremos que la ecuacion de una parabola toma su forma 
mas simple cuando su vertice esta en el origen y su eje coincide con 

uno de los ejes coordenados. De 
acuerdo con esto , consideremos la 
parabola cuyo vertice esta en el 
origen (fig . 75 ) y cuyo eje coincide 
con el eje X. Entonces el foco F 
est& sobre el eje X ; sean ( p , ) 
sus coordenadas . Por definition de 
par&bola , la ecuacidn de la direc- 
triz I es x = — p. Sea P(x, y) 
un punto cualquiera de la parabola. 
Por P tracemos el segmento PA 
perpendicular a Z . Entonces , por 
la definicidn de parabola , el pun- 
to P debe satisfacer la condition 
geom6trica 

\fp\ =\pa\. 




*-x 



x=-p 



75 



(1) 



Por el teorema 2 del Articulo 6 , tenemos 



|*7>| = V(x- p) 2 + y 2 ; 
y por el teorema 9 (Art . 33 ) , tenemos 

\pa\ = U + p|. 

Por tanto , la condicidn geomdtrica ( 1 ) esta expresada , analitica- 
mente , por la ecuaci6n 



V (x — p)* + j/ 2 = I x + p | . 

Si elevamos al cuadrado am bos miembros de esta ecuacion y simplifi- 
camos , obtenemos 

2/ 2 = 4pr. (2) 



J.A PARABOLA 
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Recfprocamente , sea Pi (xi , y\ ) un punto oualquiera cuyas coor- 
denadas satisfagan (2). Tendremos : 

yi* = 4pxi . 

Si sumamos (xi — p)' a ambos miembros de esta ecuacidn , y extrae- 
moa la raiz cuadrada , obtenemos , para la raiz positiva , 



V (xi - pf + yi 2 =\xi + p\, 

que es la expresi6n analitica de la condicidn geom£trica ( 1 ) aplicada 
al punto Pi . Por tanto , Pi esta sobre la parabola cuya ecuacidn esta 
dada por (2). 

Ahora discutiremos la ecuacidn (2) siguiendo el m^todo explicado 
en el Articulo 19 . Evidentemente , la curva pasa por el origen y no 
tiene ninguna otra intersection 
con los ejes coordenados. La 
unica simetria que posee el lugar 
geom^trico de (2) es con res- 
pecto al eje X. Despejando y 
de la ecuacidn (2) , tenemos : 




*-X 



y = ± 2 V px. (3) 

Por tanto , para valores de y 
reales y diferentes de cero , p y x 
deben ser del mismo signo . Se- 
giin e s t o , podemos considerar 
dos casos : p > y p < . 

Si p > , deben excluirse 
todos los valores negativos de x , 
y todo el lugar geom&rico se 

encuentra a la derecha del eje Y . Conio no se excluye ningun valor 
positivo de x , y como y puede tomar todos los valores reales , el lugar 
geometrico de (2) es una curva abierta que se extiende indefinidamente 
hacia la derecha del eje Y y hacia arriba y abajo del eje X . Esta posi- 
ci6n es la indicada en la figura 75 , y se dice que la parabola se abre 
hacia la derecha . 

Analogamente , si p < , todos los valores positivos de x deben 
excluirse en la ecuacidn ( 3 ) y todo el lugar geometrico aparece a la 
izquierda del eje Y. Esta posicidn esta indicada en la figura 76, y, 
en este caso, se dice que la parabola se abre hacia la izquierda. 

Es evidenteque la curva correspondientea la ecuacidn (2) no tiene 
asintotas verticales ni horizontales . 
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Segiin la ecuacidn (3 ) , hay dos puntos sobre la par&bola que tienen 
abscisa igual a p ; uno de ellos tiene la ordenada 2p y el otro la orde- 
nada — 2p. Como la abscisa del foco esp.se sigue (Art. 54) que 
la longitud del lado recto es igual al valor absolute de la cantidad 4p . 

Si el ve>tice de la parabola estd en el origen y su eje coincide con 
el eje Y , se demuestra , analogamente , que la ecuaci6n de la para- 
bola es 

x 2 = 4pj/, (4) 

en donde el foco es el punto (0, p). Puede demostrarse f&cilmente 
que, si p > , la parabola se abre hacia arriba (fig. 77 [a]) ; y, si 
p < , la parabola se abre hacia abajo (fig . 77 [ 6 ]) . La discusion 
completa de la ecuacidn (4) se deja como ejercicio al estudiante. 





y=-p,p>0 



Fig. 77 

Las ecuaciones (2) y (4) se llaman a veces la primera ecuacidn 
ordinaria de la pardbola . Como son las ecuaciones mas simples de la 
parabola , nos referimos a ellas como a las formas can6nicas . 

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente 

Teohema 1 . La ecuacidn de una pardbola de virlice en el origen y 
eje el eje X , es 

y 2 = 4px , 

en donde el foco es el punto (p, 0) y la ecuacidn de la direclriz es 
x = — p . Si p > , la pardbola se abre hacia la derecha; si p < , 
la pardbola se abre hacia la izquierda . 

Si el eje de una pardbola coincide con el eje Y , y el virlice estd en el 
origen, su ecuacidn es 

x J = 4py , 

en donde el foco es el punto (0 , p ) , y la ecuacidn de la directriz es 
y = — p. Si p > 0, la pardbola se abre hacia arriba; si p < 0, la 
pardbola se abre hacia abajo . 
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En cada coso, la longitud del lado recto estd dada por el valor absoluto 
de 4p , que es el coeficiente del tSrmino de primer grado . 

Ejemplo. Una parabola cuyo vertice esta en el origen y cuyo eje coincide 
con el eje Y pasa pot el punto (4, — 2) . Hallar la ecuacion de la parabola, las 
coordenadas de su foco, la ecuacion de su directriz y la longitud de su lado recto. 
Trazar la grifica correspondiente. 

SoluciGn. Por el teorema 1, la ecuaci6n de la parabola es de la forma 



4py. 



(4) 



Como la parabola pasa por el punto (4, — 2) , las coordenadas de este punto 
deben satisfacer la ecuaci6n (4) , y 



tenemos 



16 = 4p(- 2) . 

- 2, y la ecuacion 



de donde, p = 
buscada es 

x 2 = - 8y, 

Tambien, por el teorema 1, el foco 
es el punto (0, p) , o sea. (0, —2) , 
la ecuacidn de la directriz es 



o sea, 




Fig. 78 



y la longitud del lado recto es |4p | = 8. En la figura 78, se ha trazado el lugar 
geometrico. foco, directriz y lado recto. 



BJBECICIOS. Grupo 23 



Dibujar para cada ejercicio la grafica correspondiente. 

En cada uno de los ejercicios 1-4, hallar las coordenadas del foco, la ecuacion 
de la directriz y la longitud del lado recto para la ecuacion dada, y discutir el 
lugar geometrico correspondiente. 

1. y* = 12*. 3. y* + 8x = 0. 

2. x" =* 12y. 4, x 2 +2y = 0. 

5. Deducir y discutir la ecuacion ordinaria x 3 =* 4py. 

6. Hallar un procedimiento para obtener puntos de la parabola por medio 
de escaadras y compas, cuando se conocen el foco y la directriz. 

7. Hallar un procedimiento para obtener puntos de la parabola por medio 
de escuadras y compas, si se dan el foco y el vertice. 

8. Hallar la ecuacion de la parabola de vertice en el origen y foco el pun- 
to (3. 0). 

9. Hallar la ecuacion de la parabola de vertice en el origen y foco el pun- 
to (0. - 3). 

10. Hallar la ecuacion de la parabola de vertice en el origen y directriz la 
recta y — 5 »= 0. 
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11. Hallar la ecuacion de la parabola de vertice en «1 Origen y directtiz la 
recta * + 5 = 0, 

12. Una parabola cuyo vertice esta en el origen y cuyo eje coincide con el 
eje A' pasa por el punto (—2, 4) . Hallar la ecuacion de la parabola, las coor- 
denadas del foco, la ecuacion de la directriz y la longitud de su lado recto. 

13. Una cuerda de la parabola y 2 — 4jc = es an se<>men.to de la recta 
x — 2y ^- 3 «■ 0. Hallar su lonpitud. 

14. Hallar la longitud de la cuerda focal de la parabola x 3 + 8y = que ec 
paralela a la recta 3x + 4$/ — 7 = 0. 

15. Demostrar que la longitud del radio vector de cualquicr punto 
Pi (*i. i/i) de la parabola y 1 = 4px es igual a | xi -f- p |. 

1G. Hallar la longitud del radio vector del punto de la parabola y 1 — 9x = 
cuya ordeiLj'da <s igual a 6. 

17. De un punto cualquiera de una parabola se traza una perpendicular al 
eje. Demostrar que esta perpendicular es media proporcional entre el lado recto 
y la porcion del eje comprendida entre el vertice y el pie de la perpendicular. 

18. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el vertice y los pun- 
tosextremos del lado recto de la parabola x 3 — 4y = 0. 

/ (l^M '- os extremos del lado recto de una parabola cualquiera se unen con el 

Vy^ punto de interseccion del eje con la directriz. Demostrar que estas rectas son 
V-O-* perpendiculares entre si . 

20. Una circunferencia cuyo centro es el punto (4, — 1) pasa pot el foco 
de la parabola x" + 16y = 0. Demostrar que es tangente a la directriz de la 
parabola. 

21. Hallar la ecuacion de una parabola tomando como ejes X y Y. el eje 
y la directriz respectivamente. 

En cada uno de los ejercicios 22-27, aplicando la definicion de la parabola, 
hallar la ecuacion de la parabola a partir de los da cos dados. Reducir la ecuacion 
a la primera forma ordinaria por transformacion de coordenadas. 

22. Foco (3, 4), directriz x — 1 =0. 

23. Foco (3, - 5) , directriz y - 1 = 0. 

24. Venice (2, 0) , foco (0, 0). 

25. Foco (— 1, 1) , directriz x + y — 5 = 0. 

56. Ecuaci6n de una parabola de vertice (A, k) y eje paralelo a un 
eje coordenado. Frecuentemente necesitaremos obtener la ecuacion de 
una parabola cuyo ve>tice no este" en el origen y cuyo eje sea paralelo , 
y no necesariamente coincidente , a uno de los ejes coordenados . De 
acuerdo con esto , consideremos la parabola (fig. 79) cuyo veYtice es 
el punto (h, k) y cuyo eje es paralelo al eje X. Si los ejes coor- 
denados son trasladados de tal manera que el nuevo origen ' coin- 
cida con el vertice (h , k ) , so sigue , por el teorema 1 del Articu- 
lo 55 , que la ecuacion de la parabola con referenda a los nuevos 
ejes X' y Y' esta dada por 

y>* = ipx', (1) 
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en donde las coord enadas del foco F son (p , 0) referido a los nuevos 
ejos. A partir do la ecuacion de la parabola referida a los ejes origina- 
tes X y Y, podemos obtener la ecuacion (1) usando las ecuacionos 
de trasformacion del teorema 1 , Articulo 50 , a saber , 



de donde , 



x = x' + h, y = y' + k, 

x' = x — h , y' = y — k. 

Si sustituimos estos valores de x' y y' en la ecuacion ( 1 ) , obtenemos 

(y-ky = ip(x-h). (2) 



Analogamente , la parabola cuyo vertice es el punto (h , k) y cuyo 
eje es paralelo al eje Y tiene por 
ecuacion 



Y 








»X' 



Fig. 79 



(x-h)> = lp(y-k), (3) 

en donde | p | es la longitud de 
aquella porci6n- del eje com- 
prendida entre el foco y el 
vertice . 

Las ecuaciones (2) y (3) 
se 1 1 a m a n , generalmente , se- 
gunda ecuacion ordinaria de la 
parabola . 

Los resultados anteriores , 
junto con los obtenidos en el teorema 1 del Articulo 55 , conducen al 
siguiente 

Teorema 2 . La ecuacion de una parabola de vertice (h , k ) y eje 
paralelo al eje X , es de la forma 

(y-k)' = 4p(x-h), 

siendo | p | la longitud del segmento del eje comprendido enlre el foco y el 
vertice . 

Si p > , la pardbola se abre hacia la derecha; si p < 0, la parabola 
se abre hacia la izquierda . 

Si el vertice es el punto (h , k ) y el eje de la pardbola es paralelo al 
eje Y , su ecuacidn es de la forma 

(x-h)' = 4p(y-k). 

Si p > , la pardbola se abre hacia arriba; si p < , la pardbola se 
abre hacia abajo . 
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EJemplo 1. Hallar la ecuacion de la parabola cuyo vertice es el punto 
(3, 4) y cuyo foco es el punto (3, 2) . Hallar tambien la ecuacion de su direc- 
triz y la longitud de su lado recto. 

Soluci6n. Como el vertice V y el foco F de una parabola estan sobre su 
eje, y como en este caso cada uno de estos puntos tiene la misma abscisa 3, se 




Fig. 80 

sigue que el eje a es patalelo al eje V, como se indica en la figura 80. Por 
tanto, por el teotema 2, la ecuacion de la parabola es de la forma 

(* - h) * = 4p (j/ - fe) . 

Como el vertice V es el punto (3, 4) , la ecuacion puede escribirse 

(*- 3)2-4p(y-4). 

Abora bien, | p I = | FV | = | 4 — 2 | = 2. Pero, como el foco F esta abajo del 
vertice V, la parabola se abre hacia abajo y p es negative Por tanto, p = — 2, 
y la ecuacion de la parabola es 

(*-3)»- -8(|,-4). 

y la longitud del lado recto es 8. 

Designemos por A el punto en que el eje a corta a la directtiz /. Como 
V (3, 4) es el punto medio del segmento AF , se sigue que las coordenadas de A 
son (3, 6) . Por tanto, la ecuacion de la directriz es y = 6. 

Si desarrollamos y trasponemos terminos en la ecuaci6n 

(y-ky = 4p( X -h), 
obtenemos 

j/ 2 - 4 px — 2ky + k* + 4 ph = , 

que puede escribirse en la forma 

y 1 + aix + aty + at .= 0, (4) 

en donde a» =» — 4p , as = —2k y as = fc 2 + 4pA. Recfprocamente , 
completando el cuadrado en y , podemos demostrar que una ecuacidn 
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tie la forma (4) representa una parabola cuyo eje es paralelo al 
eje X. 

Al discutir la ecuaci<5n de la forma (4) suponemos que ai ^ 0. 
Si ai — , la ecuaci<5n toma la forma 

y 1 + a*y + as - 0, (5) 

que es una ecuaci6n cuadratica en la unica variable y . Si las ralces 
de (5) son reales y desiguales, digamos n y n , entonces la ecua- 
ci6n ( 5 ) puede escribirse en la forma 

(y — n) (|/ - ?-a) = 0, 

y el lugar geometrico correspondiente consta de dos rectas diferentes , 
y = r\ y y — rz , paralelas ambas al eje X. Si las raices de (5) son 
reales e iguales , el lugar geometrico consta de dos rectas coincidentes 
representadas geom^tricamente por una sola recta paralela al eje X . 
Finalmente , si las ralces de ( 5 ) son complejas , no existe ningiin 
lugar geomdtrico . 

Una discusi6n semejante se aplica a la otra forma de la segunda 
ecuacitin ordinaria de la parabola 

(z_A) 3 = 4p(y-ft). 
Los resultados se resumen en el siguiente 

Teorema 3 . Una ecuacion de segundo grado en las variables x y y 
que carezca del termino en xy puede escribirse en la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = . 

Si A = 0, C^OyD^O, la ecuacion representa una pardbola 
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje X . Si, en cambio, D = , 
la ecuacion representa dos rectas diferentes paralelas al eje X , dos rectas 
coincidentes paralelas al eje X , o ningun lugar geometrico, segun que las 
raices de Cy 2 + Ey + F = sean reales y desiguales, reales e iguales o 
complejas . 

Si A^O, C = 0y E^O, la ecuacion representa una pardbola 
cuyo eje es paralelo a (o coincide con ) el eje Y . Si, en cambio, E = , 
la ecuacion representa dos rectas diferentes paralelas al eje Y , dos rectas 
coincidentes paralelas al eje Y o ningun lugar geome'trico , segun que las 
raices de Ax' + Dx + F = sean reales y desiguales , reales e iguales 
o complejas. 

EJemplo 2. Demostrar que la ecuacion 4jc 2 — 20jc — 24y + 97 = repre- 
senta una parabola, y hallar las coordenadas del veitice y del foco. la ecuacion 
de su directriz y la longitud de su lado recto. 
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Soluci6n. Por el teorema 3, la ccuacion 

4x 2 - 20* - 24y + 97 = (6) 

representa una parabola cuyo eje es paralelo al eje Y. 

Si reducimos la ccuacion (b) a la segunda forma ordinaria, completando el 
cuadrado en x, obtenemos 

(*- ^ 2 = 6( w -3). (7) 

De esta ecuacion vemos inmediatamente que las coordenadas del vertice son 
j — , 3 1. Como 4p = 6, p = — -, y la parabola se abre hacia arriba. Entonces, 
como el foco esta sobre el eje y el eje es paralelo al eje Y, se sigue que las coorde- 
nadas del foco son I — 3+ — 1, o sea, | — , — |. La ecuacion de la directriz 
\2 ^2} U 2/ 1 

3 3 

es y - 3 — — , o sea, </ = -,,-, y la longitud del lado recto es | 4p | =6. 

Se recomienda al estudiante qu« dibuje la figura correspondiente a este ejem- 
plo. Tambien se recomienda resolver el problema por traslacion de los ejes 
coordenados. 

En las dos formas dc la segunda ecuacion ordinaria de la parabola , 
dadas por el teorema 2 , hay tres constantes arbitrarias independicntes 
o parametros , h , k y p. Por tanto , la ecuacion de cualquier para- 
bola cuyo eje aea paralelo a uno de los ejes coordenados puede deter- 
minarse a partir de tres condiciones independientes. Yeamos un 
ejemplo . 

Ejemplo 3. Hallar la ecuacion de la parabola cuyo eje es paralelo al eje A" 

y que pasa por los tres puntos | — , — I 1, (0, 5) y (— 6, — 7) . 

SoluciSn. Por el teorema 2, la ecuacion buscada es de la forma 

(y - fe) 2 = 4 P ( X - h). 

Podemos, sin embargo, tomar tambien la ecuacion en la forma dada por el teo- 
rema 3, a saber, 

Cy 2 + Dx + Ey + F = 0. 

Como C 5^ 0, podemos dividir toda la ecuacion por C, obteniendo asi 

y 1 + D'x + E'y + /•' = 0, (8) 

en donde D ' = — , £' = -- y F 1 = — son tres constantes por determinarse. 

Como los tres puntos dados estan sobre la parabola, sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuacion (8) . Por tanto, expresando este hecho, obtenemos las 
tres ecuaciones siguientes correspondiendo a los puntos dados: 

[ W. - 1). 1 +HD' - £' + F' = 0. 

{ (0, 5) , 25 + 5£' + F' = 0, 

I (-6, -7), 49 - bD' -7E' + £'«■(). 
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que pueden esciibirse as!, 

fiD' - E' + F ' = - 1, 
SE' + F' - -25, 
bD'+7E' - F' = 49. s . 

La solucion de este sisteraa de tres ecuaciones nos da 

D'« 8, £' = - 2, f ' = - 15. 

Susiituyendo esios valores en la ecuacion (8) , obtenemos 

y' + 8x - 2y - 15 = 0. 

que es la ecuacion de la parabola que se buscaba. 

El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo y verificar el hecho de 
que las coordenadas de cadi uno de los tres puntos dados satisfacen la ecuacion 
de la parabola. Tambien debe obtener la misma ecuacion usando la forma 

(1/ -*)«-4p(x-fc). 
EJERCICIOS. Grupo 24 



Dibujar para cada ejercicio la figura correspondiente. 

1. Deducir y discutir la ecuacion ordinaria (x — h) 2 = 4p (y — k) . 

2. Por transformacion de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda 
ecuacion oiciinana a las dos formas cortespondientes de laptimeta ecuacion 
ordinaria de la parabola. 

3. Demostrar que si se tiene la ecuacion de la parabola en la ferma 
(y — k) a = 4p (x — h) . las coordenadas de su foco son (h + p. fc)V-y la 

ecuacion de su directriz es x — h — p. 

4. Demostrar que si se tiene la ecuacion de una parabola en la forma 
(at — h) 2 = 4p (t/ — k) , las coordenadas de su foco son (h, k + p) , y la 
ecuacion de su directriz es y = k — p. 

5. Por medio de la primera ecuacion ordinaria, deducir la siguiente propie- 
dad geometrica de la parabola: Si desde un punto cualquiera de una parabola se 
baja una perpendicular a su eje, el cuadrado de la longitud de esta perpendicular 
es igual al producto de las longitudes de su lado recto y del segmento del eje 
comprendido entre el pie de dicha perpendicular y el veitice. Toda parabola, 
cualquiera que sea su posicion relativa a los ejes coordenados, posee esta propie- 
dad geometrica llamada pcopiedad intrinseca de la parabola. 

6. Por medio de la propiedad intrinseca de la parabola, establecida en el 
ejercicio 5, deducir las dos formas de la segunda ecuacion ordinaria de dicha 

curva. 

7. Hallar la ecuacion de la parabola cuyos vertice y foco son los puntos 
(—4, 3) y (— 1, 3), respectivamente. Hallar tambien las ecuaciones dc su 

directriz y su eje. 
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8. Hallar la ecuacioa de la parabola cuyos vertice y foco s#»~los puntos 
(3. 3) y (3. ')■ respectivamente. Hallar tambien la ecuaci6n de su dicectriz y 
la longitud de su lado recto. ,,:,,.. 

9. La directriz de una parabola es la recta y — 1=0, y su foco es el pun- 
to (4, —3). Hallar la ecuacion de la parabola por dos metodos diferentes. 

lift. La directriz de una parabola es la recta x + 5 = 0, y su vertice es el 
punto (0, 3) . Hallar la ecuaci6n de la parabola por dos mltodos diferentes. 

En cada uno de los ejercicios 11-1$, reduzcase la ecuacion dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuacion de la parabola, y hallar las coordenadas del ver- 
tice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje, y la longitud del lado recto. 

11. V - 48* - 20y = 71. 14. 4x* + 48y + 12x - 159. 

12. 9x 2 + 24* + 72y + 16 = 0. 15. y = ax 2 + bx + c. 

13. y 2 + 4x = 7. 

16. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 56 trasladando los ejes coordenados. 

17. Resolver el ejercicio 14 trasladando los ejes coordenados. 

18. Discutir la ecuaci6n Ax 2 + Cy 2 +Dx+Ey+F -0 cuando A- E - F -0 
yC^O, D^0. 

10. Resolver el ejemplo 3 del Articulo 56 tomando la ecuacidn en la forma 
(y - k)*-4p(x-h). 

20. Hallar las coordenadas del foco y el vertice, las ecuaciones de la direc- 
triz y el eje, y la longitud del lado recto de la parabola del ejemplo 3 del Ar- 
ticulo 56. 

21. Determinar la ecuacion de la familia de parabolas que tienen un foco 
comun (3, 4) y un eje comun paralelo al eje Y. 

• 22. La ecuaci6n de una familia de parabolas es y = 4x 2 + 4x + c. Discutir 

como varia el lugar geometrico cuando se hace variar el valor del parametro c. 

23. La ecuacion de una familia de parabolas es y = ax 2 + bx. Hallese la 

ecuacion del elemento de la familia que pasa por los dos puntos (2, 8) 

VL-I.5). 

£f. Hallar la ecuacion de la parabola cuyo eje es paralelo al eje X y que pasa 
por ios trcs puntos (0, 0), (8, — 4) y (3, 1). 

4jf. Hallar la ecuacion de la parabola de vertice cl punto (4, — 1) , eje la 
recta y + 1 = y que pasa por el punto (3, — 3) . 

26. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta paralela al eje de una 
parabola corta a esta en uno y solamente en un punto. 

27. Demostrar que la longitud del radio vector de cualquier punto 
Pi (jci. Hi) de la parabola (y — ft) 2 = 4p {x — h) es igual a | x\ — h + p |. 

28. Hallar la longitud del radio vector del punto de la parabola 

y* + 4x + ly - 19 = 

cuya ordenada es igual a 3. 

29. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia de la recta x + 3 = es siempre 2 unidades 
mayor que su distancia del punto (1, 1) . 

30. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geometrico del centro de una 
circunferencia que es siempre tangente a la recta g — 1 — y a la circunferencia 

X l + y* m 9. 
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57. Ecuacidn de la tangente a una parabola. La determinaci6n 
de la tangente a la parabola no requiere la introduccidn de ningun con- 
cepto nuevo . Como la ecuaci6n de una par&bola es de segundo grado , 
su tangente puede obtenerse empleando la condicidn para tangencia 
estudiada en el Artfculo 44 . 

Como para la circunferencia (Art. 45) , consideraremos tres casos : 

1. Tangente en un panto de contocto dado. Vamos a determinar la ecua- 
cion de la tangente a la parabola 

y J - 4px. (1) 

en un punto cualquiera Pi(jci, yi) de la parabola. 
La ecuacion de la tangente buscada es de la forma 

!/ - !/i - m(jf — jfi) , (2) 

en donde esta por determinate 1a pendiente m. Si el valor de y dado por la 
ecuacion (2) es sustituido en la ecuacion (1) , se obtiene 

(yi + mx — mxi)* ™ 4px, 
la cual se reduce a 

m 2 x 1 + (2r77i/i — 2m 2 x i — 4p)jc + (yi 2 + m a xi 2 — 1mx\ yi) — 0. 

Para la tangencia, el discriminante de esta ecuacion debe anularse, y escribimos 

(2myi - 2m 2 *i - 4p) » -4/nM</i* + m'jfi 1 - 2mxiyi)- 0, 

la cual se reduce a 

X1777 J — ytm + p = 0, (3) 

de donde, 

m = yi ±y S yi* ~ 4px, 
2 Xl 

Pero, como Pi(xi, yi) esta sobre la parabola (1), renemos 

yi 2 -4pjri. (4) 

de donde m = -^-L. Si sustituimos este valor de m en (2) , obtenemos, despues 
2jti 

de simplificar y ordenar los terminos, 

2xi y - Vi(x + xi) . 

De la ecuacion (4) , Ixi = ^-, y si se sustituye este valor en la ultima ecuacidn 

2p 
se obtiene la forma mas comun de la ecuacion de la tangente, 

J/iy = 2p(jr +xi) . 

Muchas propiedades interesantes e importantes de la parabola estan 
asociadas con la tangente en un punto cualquiera de la curva. La 
deduction de tales propiedades es mas sencilla , en general , usando 
la forma can6nica ( 1 ) y , por tanto , la ecuacidn de la tangente que 
acabamos de obtener es especialmente util . Segun la ecuacidn obte- 
nida , tenemos el teorema que damos a continuaci6n . 

Lehrmnm — 11- 
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Teorema 4 . La tangente a la pardbola y 2 = 4px en cualquier 
punto Pi (xi , yi) de la curva tiene por ecuacidn 

yi y = 2p (x + x t ) . 

2. Tangente con una pendiente dada. Consideremos ahora el problema 
general de determinar la ecuaci6n de la tangente de pendiente m a la para- 
bola (1). 

La ecuacion buscada es de la forma 

y = mx + k. (5) 

en donde k es una constante cuyo valor debe determinarse. Si sustituimos el 
valor de y dado por (5) en la ecuacion (1), obtenemos 

(mx + fc) 2 = 4px. 
o sea, 

m^x* + {lmh -4p)x + fc 1 = 0. 

La condicidn para la tangencia es 

(lmk - 4p)* -4fc»m»- 0, 
de donde, 

*--£.. 

m 

valor que, sustituido en (5) , nos da la ecuacion buscada 

y = mx + — , m J* 0. 
m 

Teorema 5 . La tangente de pendiente m a la pardbola y ! = 4px 
tiene por ecuacion 

y = mx + — , m^O. 
m 

3. Tangente trazada desde un punto exterior. Veamos el siguiente pro- 
blema: 

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (2, —4) 
a la parabola x 2 - bx — 4y + 17 = 0. 

SoluciOn. La ecuacion de la familia de rectas que pasan por el punto 
(2, - 4) es 

y+4-m(*-2). (6) 

en donde el parametro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecua- 
cion (6) , y = mx — 1m — 4, valor que sustituido en la ecuacion de la para- 
bola nos da 

x 1 - bx - 4 (mx - 1m - 4) + 17 = 0. 

Esta ecuacion se reduce a 

x 3 - (4m + 6) x + (8m + 33) = 0. 
Para que hay a tangencia, 

(4m + 6) 3 - 4 (8m + 33) - 0. 
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Resolviendo csta ecuacion se obtiene m = 2, — 3. Por tanto, por (6) , las 
ecuaciones de las tangentes buscadas son 

y + 4 = 2(x-2) y y + 4 = - 3(*-2). 
o sea, 

2* - y - 8 = y 3* + y - 2 = 0. 

El estudiante debe dibujar la fignra correspondiente a este problema. 
EJERCICIOS. Grupo 26 

Dibujar una figura para cada ejetcicio. 

En cada uno de los ejercicios 1-3 hallar las ecuaciones de la tangente y la 
normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para 
la parabola y el punto de contacto dados. 

1. y 2 -Ax = 0; (1, 2). 

2. y 3 + 4jc + 2y +9 - 0; (.-6,3). 

3. x 2 - bx + 5y - 11 -0; (-2,-1). 

i. Por medio del teorema 4 (Art. 57) hallar la ecuaci6n de la tangente del 
ejercicio 1. 

5. Demostrar que la ecuacion de la normal a la parabola y 1 = 4px en 
Pi(xi. yi) es yix + 2py = jr,yi +2p yi . 

6. Por medio del resultado del ejercicio 5, hallar la ecuaci6n de la normal 
del ejercicio 1. 

r '7) Demostrar que las tangentes a una parabola en los puntos extremos de 
'• oSf^ su tacfo recto son perpendiculares entre si. 

~^r (f8) Demostrar que el punto de interseccion de las tangentes del ejercicio 7 
esta sobre la directriz de la parabola. (Ver el ejercicio 19 del grupo 23, 
Art. 55.) 

9. Hallar la ecuacion de la tangente de pendiente — 1 a la parabola 
y 2 - 8x = 0. 

10. Hallar la ecuacion de la tangente a la parabola x 2 -f- 4x + 12y — 8 = 
que es paralela a la recta 3x -f- 9y — 11 =0. 

11. Hallar la ecuacion de la tangente a la parabola y 2 — 2x + 2y + 3 = 
que es perpendicular a la recta 2x + y -f- 7 = 0. 

12. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto (— 3, 3) 
a la parabola y 2 — 3x — 8y + 10 = 0. 

13. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (1,4) a la 
parabola y 3 + 3x - 6y + 9 = 0. 

14. Del punto (— 1, — 1) , se trazan dos tangentes a las parabola 



Hallar ei angulo agudo formado por estas rectas. 

15. Con referencia a la parabola y 2 — 2x + by + 9 = 0, hallar los valores 
de h para los cuales las rectas de la familia x -f- 2y -f- k =0: 

a) cortan a la parabola en dos puntos diferentes; 
fa) son tangentes a la parabola; 
c) no cortan a la paribola. 
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16. Hallai el angulo agudo de interseccion de la recta x — y — 4 = 0yla 
parabola y 2 — 2x en cada uno de sus puntos de interseccion. 

17. Hallar el angulo agudo de interseccion de la circunferencia x 2 + y 2 = 25 
y la parabola x" — 4y — 4 = en uno cualquiera de sus dos puntos de interseccion. 

18. Demostrar que las parabolas x 2 — 4x + 8y — 20 = y x 2 — 4x — 4t/+4 = 
son ortogonales entre si en cada uno de sus puntos de interseccion. 

19. Desde el foco de una parabola se traza una recta perpendicular a una 
tangente cualquiera a la parabola. Demostrar que el punto de interseccion de 
estas rectas esta sobre la tangente a la parabola en el vertice. 

20. Demostrar que la normal de pendiente m a la parabola y 2 = 4 px tiene 
por ecuacion y = mx — 2pm — pm 3 . 

21. Demostrar que cualquier tangente a una parabola, excepto la tangente 
en el vertice, corta a la directriz y al lado recto (prolongado si es necesario) en 
puntos que son equidistantes del foco. 

22. En cualquier punto P de una parabola, no siendo el vertice. la tan- 
gente y la normal cortan al eje de la parabola en los puntos A y B, respectiva- 
mente. Demostrar que los puntos A, B y P son equidistantes del foco. 

23. Por medio del resultado del ejercicio 22, demuestrese un procedimiento 
para trazar la tangente y la normal en cualquier punto de una parabola dada. 

24. Demostrar que la tangente a la parabola (y — k) 2 = Ap {x — h) , de 

pendiente m, tiene por ecuacion y = mx — mh + k + — > ra^O. 

m 

25. Demostrar que toda circunferencia que tiene de diametro una cuerda 
focal de una parabola, es tangente a la directriz. 

26. Se han trazado dos circulos cada uno de los cuales tiene por diametro 
una cuerda focal de una parabola. Demostrar que la cuerda comun de los circu- 
los pasa por el vertice de la parabola. 

27. Si desde un punto exterior P se trazan tangentes a una parabola, el 
segmento de recta que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto 
de P para esa parabola (vease el ejercicio 25 del grupo 18, Art. 45) . Si 
Pi(.xi, t/i) es un punto exterior a la parabola y 2 = 4px, demuestrese que la 
ecuacion de la cuerda de contacto de Pi es yi y = 2p (x + xi) . (Ver el teore- 
m^4. Art. 57.) 

28) Demostrar que la cuerda de contacto de cualquier punto de la directriz 
de^iTna parabola pasa por su foco. 

29. Demostrar que el lugar geometrico de los puntos medios de un sistema 
de cuerdas paralelas de una parabola es una recta paralela al eje. Esta recta se 
llama didmetro de la parabola. 

30. Hallar la ecuacion del diametro de la parabola y 1 = \bx para un sistema 
de cuerdas paralelas de pendiente 2. 

58. La f uncidn cuadratica. La forma 

ax* + bx + c, (1) 

en donde , a , b y c son constantes ya^O, se llama funcidn cuadrd- 
tica de x , o trinomio de segundo grado , y puede ser investigada por 
medio de la relacion 

y-ax^ + bx + c. (2) 
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Vimos en el Articulo 56 que la ecuacion (2) se representa grafica- 
tnente por una parabola cuyo eje es paralelo a (o coincide con) ei 
eje Y. Por tanto , las propiedades analiticas de la funci6n cuadrati- 
ca ( 1 ) pueden estudiarse convenientemente por medio de las propieda- 
des geom6tricas de la parabola (2). Si reducimos la ecuacion (2) a 
la segunda forma ordinaria de la ecuacidn de la parabola, completando 
el cuadrado en x , obtenemos 



{ x+ hy = i(y + lfa- c )> 





**X 



Fig. 81 



que es la ecuacidn de una parabola cuyo eje es paralelo a (o coincide 

/ b b *\ a ■ ^n 

con) cl eje Y, y cuyo v6rtice es el punto I — 2 a ' c ~ 4a/ ' ° 

la parabola se abre hacia arriba (fig. 81 [a]) ; si a < 0, la parabola 
se abre hacia abajo (fig . 81 [ b ]) . 

Un punto de una curva continua cuya ordenada sea algebraica- 
mente mayor que la de cualquiera de los puntos vecinos a 61 se llama 
punto mdximo de la curva . Analogamente , un punto cuya ordenada 
sea algcbraicamente menor que la de cualquiera de los puntos vecinos 
a 6\ se llama punto mlnimo de la curva . Evidentemente , si o > 
(fig. 81 [a]) la parabola (2) tiene un solo punto minimo , el veV- 
tice V . Dc manera scmejante, si o < (fig. 81 [b]) la parabola (2) 
tienc un linico punto maximo , el vertice V . La interpretaci6n anali 
tic;i es bien obvia. Como las coordenadas del veVtice V de la para- 



bola (4) «>n (-£, c-H), 
cuadratica (3) tiene, para x = — 



sc 



o > la funcidn 



un valor minimo igual a 



sigue que si 

b_ 
2a' 
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c — — i y s i <*<0 tiene , para x = — — , un valor maximo igual 

6 2 
a c — — Resumimos estos resultados en el siguiente 

Teorema 6 . La funcidn cuadrdtica 

ax 2 + bx + c , a ^ , ( 1 ) 

estd representada grdficamente por la pardbola 

y = ax 2 + bx+c, (2) 

cuyo eje es paralelo a ( o coincide con ) el eje Y , y cuyo virtice es el 

punto(-±, c-g). 

Si a > 0, i a pardbola (2) se abre hacia arriba y su virtice es un 

punto minimo , y la funcidn cuadrdtica ( 1 ) tiene un valor minimo igual 

b ! , b 

a c — t- cuando = — — . 

Si a < 0, 7a pardbola (2) se abre Ziacia a&aj'o y su vertice es un 

punto mdximo , y la funcidn cuadrdtica ( 1) tiene un valor mdximo igual 

b 2 . b 

a c — -:- cuando x = — — . 
4a «a 

Acabamos de discutir los valores extremos de la funcidn cuadra- 

tica (1). Pero podemos tambi&i determinar facilmente los valores 

de x para los cuales la funcidn es positiva , negativa o cero . Por 

ejemplo , supongamos que la funcidn cuadrdtica ( 1 ) es tal que tiene 

por grafica a la figura 81 (a) en donde la parabola corta al eje X en 

los dos puntos diferentes Pi y Pi. Como las ordenadas de Pi y Pi 

son nulas, sesigue, de (1) y (2), que sus abscisas n y r 2 , respec- 

tivamente , son las las rafces de la ecuacidn de segundo grado 

ax 1 + bx + c = . 

Ademas , como aparece en la grafica , la funcidn ( 1 ) es negativa para 
los valores de x comprendidos entre n y n , y es positiva para va- 
lores de x menores que n y mayores que n . El estudiante debe 
desarrollar una discusidn semejante para la funcidn cuadrdtica repre- 
sentada por la figura 81 (6). Tambi6n debe discutir la funcidn cua- 
drdtica cuya grafica es tangente al eje X , y la funcidn cuadratica 
cuya grafica no corta al eje X . 

Ejemplo. Determinar el maximo o minimo de la funcion cuadratica 

b + x-x 2 , (3) 

y los valores de x para los cnales esta funci6n es positiva, negativa y cero. 
Ilustrar los resultados graficamente. 
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Soluci6n. La funcion (3) esta representada graficamente por la parabola 

y = 6 + x — x 2 , 
que reducida a la forma ordinaria queda 

de modo que la parabola se abre hacia abajo y su vertice es el punto maximo 

(— , — 1 como se ve en la figura 82. 
Luego la funci6n (3) tiene el valor ma- 
ximo — cuando x = — . 

4 2 

Para determinar los valores de x 
para los cuales la funcion (3) es posi- 
tiva, necesitamos simplemente determi- 
nar, como en Algebra, los valores de x 
para los cuales la desigualdad 

-x* + x + b>0 

es verdadera. Esta desigualdad puede 
escribirse en la forma 




(- x -2) (x - 3)>0. 



Fig. 82 



Considerando los signos de los dos factores del primer miembro de esta des- 
igualdad, vemos que es verdadera para todos los valores de x comprendidos en 
el intervalo — 2 < x < 3. 

Analogamente, considerando la desigualdad 

(- x-2) (*-3)<0, 

vemos que la funcion (3) es negativa para todos los valores de x tales que 
x < - 2 y x > 3. 

Finalmente, considerando la igualdad 

(- ;t - 2) (* - 3) - 0, 

vemos que la funcion (3) se anula cuando x •* — 2 y x •* 3. 



59. Algunas aplicaciones de la parabola. La parabola se presenta 
frecuentemente en la pr&ctica. El propdsito de este artlculo es estudiar 
brevemente algunas aplicaciones de esta curva . 

a) Arco pardbdlico. De las diversas formas de arcos usadas en 
construction , una tiene la forma de un arco parabdlico . Tal forma , 
llamada arco pardbdlico , es la indicada en la figura 83(a) . La longi- 
tud AC en la base se llama claro o luz ; la altura maxima OB sobre 
la base se llama altura del arco . Si el arco parabdlico se coloca de tal 
manera que su veYtice este 1 en el origen y su eje coincida con el eje Y , 
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y si la longitud del claro es 2« y la altura es h, entonces podemos 
demostrar facilmente que la ecuacion de la parabola loma la forma 



i ° 



En un puente colgante , cada cable cuelga de sus soportes A y C 
en la forma del arco de una curva , como se indica en la figura 83 (5) . 






r 


r 


V 


A 


B C 



(a) 




(b) 



Fig. 83 



La distancia AC comprendida entre los soportes del cable es la luz ; 
la distancia BO , altura vertical de los soportes del cable sobre el 
punto m&s bajo , se llama depresidn del cable . Si los pesos de los 
cables son pequenos comparados con el de la carga , y si la distribution 
del peso de la carga es uniforme en la direction horizontal , se demues- 
tra en Mecanica que cada cable toma muy aproximadamente la forma 
de un arco parabolico . 

b) Propiedad focal de la parabola. La parabola tiene una impor- 
tante propiedad focal basada en el siguiente teorema . 

Teorema 7 . La normal a la parabola en un punto Pi (xi , yi ) 
cualquiera de la pardbola forma dngulos iguales con el radio vector de Pi 
y la recta que pasa por Pi y es paralela al eje de la pardbola. 

Demostraci6N'. El teorema no sc particulariza si tomamos como 
ecuacion de la parabola la forma can6nica 



y 2 = 4px . 



(1) 



De.signeinos por n la normal a la parabola en P\ , por I la recta que 
pasa por Pi paralela al eje , y por r el radio vector FP\ , tal como se 
indica en la figura 84. Sea a el angulo formado por n y r, y (3 el 
iormado por n y I . Vamos a demostrar que a = (3 . 
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La pendiente de la parabola en Pi(xi , 7/1) es — , segun el tcore- 

ma 4 del Articulo 57 . Por tanto , la pendiente de n es — 9 • Tam- 

v 1 

bien la pendiente de r es . Por tanto , por el teorema 5 del 

Xl — p 

Articulo 10, 



Vi 



tg a 



J/i 

2p it — p _ — xi y\ + pyi — 2-pyi 



Vi' 



2p(xi - p) 



_ — xi yi - pyi 
2pxi — 2p 2 — 7/i 2 2pxi — 2p 2 — y? 




*-X 



Fig. 84 

Como Pi (xi , 2/i ) esta sobre la parabola ( 1 ) , sus coordenadas 
satisfacen la ecuacion ( 1 ) , y yx 1 = 4pxi . Sustituyendo este valor 
de yi 2 en la ultima igualdad , tenemos 

tg - xiyi — pyi = — yi (xi + p) ^ yi . . 

k 2pn - 2p 2 - 4pxi -2p(x, + p) 2p- K ' 

Y coino la pendiente de I es , resulta : 

\ 2p/ v , 



tg f* = 



(3) 



Por Ian to , de (2) y (3), u => ( i , y cl teorema ijucda, demoslrado. 
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Si un rayo de luz h toca a una superficie pulida m en el punto P , 
es reflejado a lo largo de otra recta , digamos h , tal como se indica 
en la figura 85(a) . Sea n la normal a m en P . El angulo a formado 
por el rayo incidente h y n se llama angulo de incidencia; el angulo |3 
formado por el rayo reflejado 1 2 y n se llama dngulo de reflexi&n. 
En Fisica se demuestra que la ley de la reflexitfn establece : 1 ) que 
li, n y It son coplanares, y 2) que a = p. Por esta ley y por 
el teorema 7 , vemos que si un foco luminoso se coloca en el foco F de 
una parabola , los rayos inciden sobre la parabola , y se reflejan segun 
rectas paralelas al eje de la parabola , tal como se indica en la figu- 
ra 85 (b) . Este es el principio del reflector parabdlico usado en las 
locomotoras y autom6viles y en los faros buscadores . 




Como el Sol esta tan distante de la Tierra , sus rayos , en la super- 
ficie terrestre , son , practicamente, paralelos entre si . Si un reflector 
parabdlico se coloca de tal manera que su eje sea paralelo a los rayos 
del Sol , los rayos incidentes sobre el reflector se reflejan de manera 
que todos pasan por el foco , tal como se ve en la figura 85 (c) . Esta 
concentraci6n de los rayos solares en el foco es el principio en que se 
basa el hacer fuego con una lente ; tambien es el origen de la palabra 
foco , que es el teYmino latino (focus) empleado para designar el hogar 
o chimenea. Esta propiedad tambien se emplea en el telescopio de 
reflexion en el cual los rayos paralelos de luz procedentes de las 
estrellas se concentran en el foco . 
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EJERCICIOS. Grupo 26 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

En cada uno de los ejercicios 1-4, hallar el valor maximo o minimo de la 
funcion dada, y comprobar el resultado graficamente. 

1. 4x 2 + 16x+19. 3. x 2 -tx+9. 

2. 24x - 3x 2 - 47. 4. Ax - 2x 2 - 5. 

En cada uno de los ejercicios 5-8, hallar los valores de x, si los hay, para 
los cuales es verdadera la desigualdad dada. Comprobar el resultado grafica- 
mente. 

5. 4x 2 + llx - 3 > 0. 7, \lx - x 2 - 37 > 0. 

6. 8x - x 1 - 16 < 0. 8. x 2 + 14* + 49 > 0. 

En cada uno de los ejercicios 9-12, hallar los valores de x para los cuales la 
funcion dada es positiva, negativa y cero, y tiene un maximo o un minimo, 
Comprobar los resultados graficamente. 

9. x 2 - 5x + 4. 11. x 2 - Ax -f 4. 

10. 3 - 5x - 2x 2 . 12. 4x 2 -7* + 53. 

En cada uno de los ejercicios 13-15, sea y = ax 2 + bx + c una funcion cua- 
dratica tal que las raices de y — sean ri y r2. 

13. Si n y ri son reales y desiguales, y n > n, demostrar que y tiene el 
mismo signo que a cuando x > n y x < a, y es de signo contrario a a cuando 
ri > x > n. 

14. Si ri y T2 son reales e iguales, demuestrese que y tiene el mismo signo 
que a cuando x 9^ ri- 

15. Si ri y n son numeros complejos conjugados, demuestrese que y tiene 
el mismo signo que a para todos los valores de x. 

16. Hallar la expresion para la familia de funciones cuadraticas de x aue 
tienen un valor maximo igual a 4 para x = — 2. 

17. Hallar la expresion para la familia de funciones cuadraticas de x que 
tienen un valor minimo igual a 5 para x = 3. 

Los problemas enunciados en los ejercicios 18-23 deben comprobarse grafi- 
camente. 

18. La suma de las longitudes de los catetos de un triangulo rectangulo es 
constante e igual a 14 cm. Hallar las longitudes de los catetos si el area del trian- 
gulo debe ser maxima. 

19. La suma de dos numeros es 8. Hallar estos numeros si la suma de sus 
cuadrados debe ser minima. 

20. El perimetro de un rectangulo es 20 cm. Hallar sus dimensiones si su 
area debe ser maxima. 

21. Hallar el numero que excede a su cuadrado en un numero maximo. 

22. Demostrar que de todos los rectangulos que tienen un perimetro fijo 
el cuadrado es el de irea maxima. 
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23. Una viga simplemente apoyada de longitud / pies esta uniformemente 
cargada con iv libras por pie. En Mecanica se demuestra que a una distancia de 
x pies de un sopoite, el momento flexionante M en pies-Hbras esta dado por la 
formula M = Yi ivlx — Yi ivx*. Demostrar que el momento flexionante es 
maximo en el centro de la viga. 

24. Determinar la ecuacion del arco parabolico cuyo claro o luz es de 12 m 
y cuya altura es de 6 m. 

25. Determinar la ecuacion del arco parabolico formado por los cables 
que soportan un puente colgante cuando el claro es de 150 m y la depresion de 
20 mctros. 



CAPITULO VII 



LA ELIPSE 



60. Definiciones. Una elipse es el lugar geom&rico de un punto 
que se mueve en un piano de tal manera que la suma de sus distancias 
a dos puntos fijos de ese piano es siempre igual a una constante , ma- 
yor que la distancia entre los dos puntos . 

V 




Fig. 86 



Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse . La definition de 
una elipse excluye el caso en que el punto mdvil este" sobre el segmento 
que une los focos . 

Designemos por F y F' (fig. 86) los focos de una elipse. La rec- 
ta I que pasa por los focos tiene varios nombres ; veremos que es con- 
veniente introducir el teYmino de eje focal para designar esta recta . 
El eje focal corta a la elipse en dos puntos , V. y V , llamados vertices . 
La portion del eje focal comprendida entre los vertices , el segmento 
VV , se llama eje mayor. El punto C del eje focal , punto medio del 
segmento que une los focos , se llama centro . La recta I' que pasa por 
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C yes perpendicular al eje focal I tiene varios nombres ; encontrare- 
mos conveniente introducir el termino eje normal para designarla . El 
eje normal I' corta a la elipse en dos puntos , A y A ' , y el segmento 
A A' se llama eje menor . Un segmento tal como BB' , que une dos 
puntos diferentes cualesquiera de la elipse , se llama cuerda. En par- 
ticular , una cuerda que pasa por uno de los focos , tal como EE ' , se 
llama cuerda focal . Una cuerda focal , tal como LL ' , perpendicular 
al eje focal I se llama lado recto . Evidentemente como la elipse tiene 
dos focos , tiene tambi^n dos lados rectos. Una cuerda que pasa por C , 
tal como DD' , se llama un didmetro. Si P es un pun to cualquiera de 

la elipse , los segmentos FP y F'P 
que unen los focos con el punto P se 
llaman radios veclores de P . 

61 . Ecuaci6n de la elipse de 
centro en el origen y ejes de coorde- 
nadas los ejes de la elipse. Consi- 
remos la elipse de centro en el 
origen y cuyo eje focal coincide con 
el eje X (fig . 87) . Los focos F y F' 
estan sobre el eje X . Como el cen- 
tro es el punto medio del seg- 
mento FF ' , las coordenadas de 
F y F' seran , por ejemplo , (c, 0) y (— c, 0), respectivamente , 
siendo c una constante positiva. Sea P(x, y) un punto cualquiera 
de la elipse . Por la definicidn de la curva , el punto P debe satisfacer 
la condicidn geom^trica 




-ig. 



87 



FP\+\F'P\ 



2a, 



en donde a es una constante positiva mayor que c . 
Por el teorema 2 , Articulo 6 , tenemos 



(1) 



| FP | = V (as - c) 2 + y 2 , | F'P \ = V(s + c) 2 + y 2 , 

de manera que la condici6n geom^trica ( 1 ) esta expresada analitica- 
mente por la ecuacion 



V (x - c) 2 + y 2 + V (x + c) 2 + y l = 2a . 



(2) 



Para simplificar la ecuaci6n (2), pasamos el segundo radical al 
segundo miembro , elevamos al cuadrado , simplificamos y agrupamos 
los t&rninos semejantes . Esto nos da 



ex + a 2 — a V (x + c) 2 + y 2 
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Elevando al cuadrado nuevamente , obtenemos 

c 2 x 2 + 2a i cx+a* = a 2 x 2 + 2a 2 ex + a 2 c 2 + a 5 ?/ 2 , 

de donde , 

(a 2 -c 2 )x 2 + a 2 ^ 2 = a 2 (a 2 -c 2 ). (3) 

Como 2o > 2c es a* > c* y a 2 — c 2 es un numero positivo que 
puede ser reemplazado por el numero positivo 6 2 , es decir , 

6 2 = a 2 -c 2 . (4) 

Si en (3) reemplazamos o 2 — c 2 por 6 2 , obtenemos 

6 2 x 2 + aV = a 2 6 2 , 

y dividiendo por a 2 6 2 , se obtiene , fiualmente , 

x 3 « 2 

Reciprocamente, sea Pi (xi , xi) un punto cualquiera cuyas coor- 
denadas satisfacen la ecuacitfn ( 5 ) , de manera que 

Invirtiendo el orden de las operaciones efectuadas para pasar de la 
ecuaci6n (2) a la (5), y dando la debida interpretacidn a los signos 
de los radicales, podemos demostrar que la ecuacion (6) conduce a la 
relacidn 

V(xi -c) 2 + 7/ 1 2 + V(xi + c) 2 + yi 2 = 2a , 

que es la expresidn analitica de la condici6n geom^trica ( 1 ) aplicada 
al punto Pi. Por tan to , Pi esta sobre la elipse cuya ecuacion esta 
dada por (5) . 

Ahora discutiremos la ecuacidn (5) de acuerdo con el Artfculo 19. 
Por ser ay — a las intersecciones con el eje X , las coordenadas de 
los vertices V y V son (a, 0) y (—a, 0), respectivamente , y la 
longitud del eje mayor es igual a 2a , la constante que se menciona en 
la definici6n de la elipse . Las intersecciones con el eje Y son b y — b . 
Por tanto , las coordenadas de los extremos A y A' del eje menor son 
(0, b) y (0, — b) , respectivamente, y la longitud del eje menor es 
igual a 2b . 

Por la ecuacidn (5) vemos que la elipse es sim&rica con respecto a 
ambos ejes coordenados y al origen . 
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Si de la ecuacion (5) despejamos y , obtenemos 



!/=±-V(J ! -l ! . (7) 

Luego , se obtienen valores reales de y solamente para valores de x del 
intervalo 

-a<x<a. (8) 

Si de la ecuaci6n (5) despejamos x, obtenemos 

x= ±-fVb*-y*, 

de manera que se obtienen valores reales de x , solamente para va- 
lores de y dentro del intervalo 

-b<y<b. (9) 

De (8) y (9).se deduce que la elipse esta, limitada por el rectangulo 
cuyos lados son las rectas x = ± a , y = ±b. Por tanto , la elipse es 
una curva cerrada . 

Evidentemente , la elipse no tiene asintotas verticales ni horizon- 
tales . 

La abscisa del foco Pes c. Si en (7) sustituimos x por este valor 
se obtienen las ordenadas correspondientes que son 



y = ± — V a} 

de donrie , por la relacion ( 4 ) , 

6 2 



y 



= ± 



2b 1 

Por tanto , la longitud del lado recto para el foco F es — . Analoga- 

2b" 1 

mente , la longitud del lado recto para el foco F' es . 

U 

-=5» Un elemento importante de una elipse es su excentricidad que se 

Sine como la ra: 
De (4) tenemos 



define como la razon — y se representa usualmente por la letra e . 



a a v 



Como c < a, la excentricidad de una elipse es menor que la unidad . 
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Consideremos ahora el caso en que el centro de la elipse esta en el 
origen , pero su eje focal coincide con el eje Y. Las coordenadas de 
los focos son entonces (0 , c) y (0 , — c) . En este caso , por el mismo 
procedimiento empleado para deducir la ecuacidn (5), hallamos que 
la ecuacidn de la elipse es 

— + — = 1 (11) 

b* a 3 ' ^ ' 

en donde a es la longitud del semieje mayor , 6 la longitud del semieje 
menor , y a 2 = b 2 + c 2 . La discusidn completa de la ecuacidn (11) se 
deja al estudiante como ejercicio . 

Las ecuaciones (5) y (11) se llaman , generalmente , primera 
ecuacidn ordinaria de la elipse . Son las ecuaciones mas simples de la 
elipse y , por tanto , nos referiremos a ellas como a las formas cand- 
nicas . 

Los resultados anteriores se pueden resumir en el siguiente 

Teobema 1 . La ecuacidn de una elipse de centro en el origen , ejt 
focal el eje X , distancia focal iguol a 2c y cantidadjconstaute igual 
a 2a es 

a 2 + b 2 

Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y , de manera que las 
coordenadas de los focos sean (0 , c ) y (0 , — c ) , la ecuacidn de la 
elipse es 

x 2 v s 
b 2 a 2 

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje 
menor , y a , bye estdn ligados por la relacion 



a 2 = b 2 + c 2 . 
la longitud i 
excentricidad e estd dada por la f&rmula 



2b 2 
Tambien, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es — y la 



a 



c V a 2 — b 2 ^ . 

e = — = < 1 . 

a a 

NOTA. Si reducimos la ecuacion de una elipse a su forma canonica, pode- 
mos determinar facilmente su posicion relativa a los ejes coordenados cempa- 
rando los denominadores de los terminos en x 1 y y 2 . El denominador mayor 
esta asociado a la variable correspondiente al eje coordenado con el cual coincide 
el eje mayor de la elipse. 
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Ejemplo. Una elipse tiene su centro en el origen, 7 su eje mayor coincide 
con el eje Y. Si uno de los focos es el punto (0, 3) y la excentricidad es igual 
a %. hallar las cooidenadas de otio foco, las longitudes de los ejes mayor y 
menor, la ecuacion de la elipse y la longitud de cada uno de sus lados rectos. 




(-3- /3,0)i 



Fig. 88 

Soluci6n. Como uno de los focos es el punto (0, 3) , tenemos c = 3, y las 
coordenadas del otro foco son (0, — 3) . Como la excentricidad es Vi , tenemos 

.-.J.-.L-2. 

I a a 
de donde, a = 6. Tenemos, tambien, 

b « y/ a 2 _ c 2 = V 62 - 3 2 = 3 VI . 

Por tanto, las longitudes de los ejes mayor y menor son la = 12 y 26 = 6\/3 ) 
respectivamente. 

Por el teorema 1, la ecuacion de la elipse es 

r 2 II 2 

— 4--^- = 1. 
27 ^ 36 

La longitud de cada lado recto es — = — — = 9. 

a 6 

El lugar geometrico es el representado en la figura 88. 



EJERCICIOS. Grupo 27 



Dibujar una figura para cada ejercicio. 



1. Deducir la ecuacion ordinaria — +— ■" 1 a partir de la definicion de 

b 2 a 2 
la elipse. 
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2. Desarrollar una discusion completa de la ecuaci6n ordinatia 

6 2 T a» 

3. Dados los focos y la longitud de su eje mayot, demostrar un procedi- 
miento para obtenet puntos de una elipse usando escuadras y compas. 

4. Demostrar un procedimiento para obtener puntos de una elipse usando 
escuadra y compas si se conocen sus ejes mayor y menor. 

5. Demostrar que la circunferencia es un caso particular de la elipse cuya 
excentricidad vale cero. 

En cada uno de los ejercicios 6-9, hallar las coordenadas de los vertices y 
focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, la excentricidad y la longitud 
de cada uno de sus lados rectos de la elipse correspondiente. Trazar y discutir el 
lugar geometrico. 

6. 9x 2 + 4y 2 = 36. 8. \bx* + 25y 3 - 400. 

7. 4x 2 + 9y 2 = 36. 9. x 2 +3y 3 «=6. 

10. Hallar la ecuacion de la elipse cuyos vertices son los puntos (4, 0) , 
(—4, 0), y cuyos focos son los puntos (3, 0), ( — 3, 0). 

11. Los vertices de una elipse son los puntos (0, 6) . (0, — 6) , y sus focos 
son los puntos (0, 4), (0, —4). Hallar su ecuaci6n, 

12. Hallar la ecuacion de la elipse cuyos focos son los puntos (2, 0) , 
(— 2, 0) , y su excentricidad es igual a %. 

13. Los focos de una elipse son los puntos (3, 0) , (— 3,0), y la longitud 
de uno cualquiera de sus lados rectos es igual a 9. Hallar la ecuacion de la elipse. 

14. Hallar la ecuacion y la excentricidad de la elipse que tiene su centro en el 
origen, uno de sus vertices en el punto (0, — 7) y pasa por el punto | V5, —t- I. 

15. Una elipse tiene su centro en el origen y tu eje mayor coincide con el 
eje X. Hallar su ecuacion sabiendo que pasa por los puiiJos (V 6 , — l) y 
(2, V2). 



16. Hallar la ecuacion de la elipse que pasa por el punto I , 3 I, tiene 



unto (^Z. 3). 



X-" 



su centro en el origen, su eje menor coincide con el eje X y la longitud de su % - ' t<3- 
eje mayor es el doble de la de su eje menor. / ""1 SQ ^ 

17. Demostrar que la longitud del eje menor de una elipse es media propor ■!/. 

cional entre las longitudes de su eje mayor y su lado recto. \p 

18. Demostrar que la longitud del semieje menor de una elipse es media ~Z- """ 
proporcional entre los dos segmentos del eje mayor determinados por uno de los ""y, 
focos. 

19. Demostrar que si dos elipses tienen la misma excentricidad, las longi- 
tudes de sus semiejes mayor y menor son proporcionales. 

20. SiPi(xi. t/i) es un punto cualquiera de la elipse 6 s x 3 + a 2 t/ s = a 2 b 3 , 
demuestrese que sus radios vectores son a + ex\ y a — ex\. Establecer el signi- 
ficado de la suma de estas longitudes. 

21. Hallar los radios vectores del punto (3, %) que esta sobre la elipse 
7x*+ 16(/» W112. 
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22. Los puntos extremos de un diametro de la elipse b 2 x 3 + a'y 2 = a" b* 
son Pi y Pi. Si F es uno de los focos de la elipse, demostrar que la suma de 
los radios vectores FPi y FPj es igual a la longitud del eje mayor. 

23. Si k es un numero positive demostrar que la ecuacion 3x 3 + 4y 2 » k 
representa una familia de elipses cada una de las cuales tiene de excentri- 
cidad %. 

En cada uno de los ejercicios 24-26, usando la definition de elipse, hallar la 
ecuaci6n de la elipse a partir de los datos dados. Reduzcase la ecuacion a la pri- 
rnera forma ordinaria por transformation de coordenadas. 

24. Focos (3, 8) y (3, 2) ; longitud del eje mayor = 10. 

25. Vertices (—3, — 1) y (5, — 1); excentricidad = %. 

26. Vertices (2, 6) y (2, — 2) ; longitud del lado recto = 2. 

27. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal rnanera que su distancia de la recta y = — 8 es siempre igual al 
doble de su distancia del punto (0, — 2) . 

28. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geometrico de los puntos me- 
dio) de las ordenadas de los puntos de la circunferencia x 1 + y' ■» 9. 

29. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de los puntos que 
dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferencia x 3 + y 3 — 16 en la 
razon 1 : 4. (Dos soluciones. ) 

SO. Un segmento AB de longitud fija se mueve de tal mancra que su extre- 
mo A permanece siempre sobre el eje X y su extremo B siempre sobre el eje Y . 
Si P es un punto cuilquiera, distinto de A y B. y que no este sobre el segmento 
AB o en su prolongacion, demuestrese que el lugar geometrico de P es una 
elipse. Un instrumento basado sobre este principio se usa para construir elipses 
teniendo como datos los ejes mayor y menor. 

62. Ecuaci6n de la elipse de centro {h, k) y ejes paralelos a los 
coordenados. Ahora consideraremos la determinacidn de la ecuacion 
de una elipse cuyo centro no esta en el origen y cuyos ejes son parale- 
los a los ejes coordenados. Segi'm esto , consideremos la elipse cuyo 
Y centro esta en el punto (h , k) y cuyo 

', , \ eje focal es paralelo al eje X tal como 

se indica en la figura 89 . Sean 2o y 26 

las loDgitudes de los ejes mayor y me- 

*-X nor de la elipse , respectivamente . Si 

los ejes coordenados son trasladados 

„ de manera que el nuevo origen 0' 

coincida con el centro {h , k) de la 

Pi g gg elipse, se sigue, del teorema 1, Ar- 

ticulo 61 , que la ecuacion de la elipse 

con referenda a los nuevos ejes X ' y Y ' esta, dada por 

^ + i£ = l (1) 

o 2 ^ b* 
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De la ecuacion (1) puede deducirse la ecuacidn de la elipse referida a 
los ejes originates X y Y usando las ecuaciones de transformaci6n del 
teorema 1 , Articulo 50 , a saber : 

x = x> + h, y = y' + k, 
de donde : 

x 1 — x — h , y' = y — k. 

Si sustituimos estos valores de x' y y' en la ecuacion ( 1 ) , obtenemos 
(x-hY (y-kY 

fl 2 + p -1, V) 

que es la ecuacion de la elipse referida a loa ejes originales X y Y . 

Analogamente , podemos demostrar que la elipse cuyo centro es el 
punto (h , k) y cuyo eje focal es paralelo al eje Y tiene por ecuacidn 

(x-hY (y-kY , 

V + a* _1 - {6) 

Las ecuaciones (2) y (3) se llaman , generalmente , la segunda 
ecuacion ordinaria de la elipse. Los resultados precedentes , juntos con 
el teorema 1 del Articulo 61 , nos dan el siguiente 

Teorema 2. La ecuacidn. de la elipse de centro el punto (h, k) y 
eje focal paralelo al eje X , estd dada por la segunda forma ordinaria , 



(x-h) 2 , (y-k)' 
a 2 r b 1 " l ' 



Si el eje focal es paralelo al eje Y , su ecuacidn estd dada por la 
segunda forma ordinaria 

(x-h)» (y-k)' 
b s + a 2 

Para coda elipse , & es la longitud del semieje mayor , b es la del 
semieje menor , c es la dislancia del centro a cada foco , y a , b y c 
estdn ligadas por la relacidn 

a 2 . b 2 + c 2 . 

Tambtin , para cada elipse , la longitud de cada uno de sus lados rectos 

2b 2 
es — , y la excentricidad e estd dada por la relacidn 



c V a 2 — b J ^ t ■ 

c = — = < 1. 

a a 
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Ejemplo 1. Los vertices de una elipse tienen por coordenadas (— 3, 7) y 
( — 3, —1), y la longitud de cada lado recto es 2. Hallar la ecuacion de la 
elipse, las longitudes de sus ejes mayor y menor, las coordenadas de sus focos 
y su excentricidad. 

Solucl6n. Como los vertices V y V estan sobre el eje focal y sus abscisas 

son ambas — 3, se sigue (fig. 90) que el eje 
focal es paralelo al eje Y. Por tanto. por el 
teorema 2, la ecuacion de la elipse es de la 
forma 



F(-3,7) 




(x - h)» . (y - k)> = j 

L9 ~t" _a 



El centro C es el punto medio del eje ma- 
yor VV, y sus coordenadas son, por lo 
tanto, (—3, 3). La longitud del eje ma- 
yor VV es 8, como se puede ver facilmente. 
Por tanto, la = 8 y a = 4. La longitud del 

Como a = 4. se sigue 



Tea 
lado recto es — = 2 



*~x 



que 2b 2 = 8, de donde 6 = 2, y la longitud 
del eje menor es 4. Luego la ecuacion de la 
elipse es 



(x + 3)» fy-3)' 

4 "*" 16 



1. 



Tambien. c 2 - a 2 - 6» - 16 - 4 - 12, de donde c = 2 \A3 . Por tanto. 
las coordenadas de los focos son F (— 3, 3 + 2 V*3) y F'(— 3, 3 - 2 V*3) , 

2 Vl V*3 
4 " 2 • 



y la excentricidad e — — = 
a 



Consideremos ahora la ecuaci6n de la elipse en la forma 



,* T 52 " x ■ 



a' 



(2) 



Si quitamos denominadores, desarrollamos, trasponemos y ordenamos 
terminos, obtenemos 

6 2 z 2 + aV - 2b 2 hx - 2a 2 ky + 6 2 h? + a 2 £ 2 - a 2 6 2 = , (4) 

la cual puede escribirse en la forma 

Ax 1 + Cy* + Dx + Ey + F = , (5) 

en donde, A = b* , C = a* , D=-2b i h, E=—2a 2 k y 
F = b 2 h? + oH 2 — a 2 6*. Evidentemente , los coeficientes A y C de- 
ben ser del mismo signo . 
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Recfprocamente , consideremos una ecuacidn de la forma ( 5 ) y 
reduzcamosla a la forma ordinaria (2) completando cuadrados. Ob- 
tenemos 



(■+£)".(»+£) 



CD* + AE 2 -4ACF ,„, 

. + A : 4l^ (6) 

a nr CD' + AE'-iACF „.-,-„, ., , a , A 

Sea M = ,,„ . Si M j 6 - , la ecuacion ( 6 ) puede 

escribirse en la forma 



( x+ £[) , ("+■£}) 



MC + MA 1 ' (7) 

que es la ecuacidn ordinaria de la elipse . 

Como A y C deben concordar en signo , podemos suponer , sin 
perder generalidad , que son ambos positivos. Por lo tanto, si (5) 
debe representar una elipse, la ecuacidn (7) demuestra que M debe 
ser positivo. El denominador 4A 2 C 2 de M es positivo ; por tanto, 
el signo de M depende del signo de su numerador CD 2 +AE t — 4ACF , 
al que designaremos por N. De acuerdo con esto , comparando las 
ecuaciones ( 6 ) y ( 7 ) , vemos que , si N > , ( 5 ) representa una 
elipse ; de (6) , si N = , (5) representa el pun to unico 



\ 2A ' 2C) ' 



llamado usualmente una elipse punto , y si N<0, la ecuacidn (6) 
muestra que (5) no representa ningiin lugar geom£trico real. 

Una discusidn semejante se aplica a la otra forma de la segunda 
ecuacidn ordinaria de la elipse . Por tanto , tenemos el siguiente 

Teorema 3. Si los coeficientes A y C son del mismo signo, la ecuacidn 

Ax s + Cy 2 + Dx + Ey + F = 

representa una elipse de ejes paralelos a los coordenados, o bien un punto, 
o no representa ningun lugar geowMrico real . 

EJemplo 2. La ecuacion de una elipse es x 1 + 4t/ 3 + 2x — \2y +6=0. 
Reducir esta ecuacion a la forma ordinaria y determinar las coordenadas del cen- 
tre de los vertices y de los focos; calcular las longitudes del eje mayor, del eje 
menor, de cada lado recto y la excentricidad. 

Soluci6n. Vamos a reducir la ecuacion dada a la forma ordinaria, comple- 
tando los cuadrados. Resulta: 

(x* +2x) + 4(y* -3y)= -6 
y ( x i + 2x+l)+4(y*-3y+ K) - -6+ 1+9. 
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de donde, {x + 1) » + 4(y - %) a = 4, 

de manera que la forma ordinaria es 

4^1 

Las coordenadas del centro C son, evidentemente, (— 1,' H) « V e ' *J e focal es 
paralelo al eje X. Como a 3 = 4, a = 2, y las coordenadas de los vertices V y V ' 



v& c 


Y 
















son (-1+2, >A) 
mente. Como c a 



Fig. 91 



a 8 — 6 a , resulta, c = \/4— l — V^, y las cootdenadas 



de los focos F y F' son ( - 1 + \/3, >K) y (— 1 - V 3, #) , respectiva- 
mente. La longitud del eje mayor es 2a = 4, la del eje menor es 26 = 2, y la 

longitud de cada lado recto es — = — - = 1. La excentricidad es e = — = -=-■ 

a i a 2 

El lugar geometrico esta representado en la figura 91. 



EJERCICIOS. Grupo 28 



Dibujar ana figura para cada ejetcicio. 

1. Deducir y discutir la ecuacion ordinaria (- — — r-^ — — 1. 

6 s . a 8 

2. Por transformaci6n de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda 
ecuacidn ordinaria a las dos formas correspondientesde la primera ecuacidn ordi- 
naria de la elipse. 

3. Si la ecuacion de ana elipse viene dada en la forma 

b'(x - h) 2 + a 2 (y - A) J - a*b 2 . 

demostrar que las coordenadas de sus vertices son (h + a, k) . (h — a k) , y 
que las coordenadas de sus focos son (h + c, k) , (h — c, k) , en donde, 

c - Va'-i'. 

4. Usar la primera ecuacion de la elipse para deducir la siguiente propiedad 
geometnca intrinseca de la elipse: Si O es el centro de una elipse cuyos semiejes 
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mayor y menor son de longitudes a y b, respectivamente, y Q es el pie de la 
perpendicular trazada desde cualquier punto P de la elipse a su eje focal, en- 

tonces 

OQ 2 PQ* _. 
a' i 2 

5. Aplicando la propic iad intrinseca de la elipse, establecida en el ejer- 
cicio 4, deducir las dos formas de la segunda ecuacion ordinaria de la elipse. 

6. Los vertices de una elipse son los puntos (1, 1) y (7, 1) y su excentri- 
cidad es }i. Hallar la ecuacion de la elipse, las coordenadas de sus focos y las 
longitudes de sus ejes mayor y menor y de cada lado recto. 

7. Los focos de una elipse son los puntos (—4, — 2) y (—4, —6), y la 
longitud de cada lado recto es 6. Hallese la ecuacion de la elipse y su excen- 
tricidad. 

8. Los vertices de una elipse son los puntos (1, —6) y (9, —6) y la lon- 
gitud de cada lado recto es %. Hallar la ecuacion de la elipse, las coordenadas 
de sus focos y su excentricidad. 

9. Los focos de una elipse son los puntos (3, 8) y (3, 2), y la longitud 
de su eje menor es 8. Hallar la ecuacion de la elipse, las coordenadas de sus ver- 
tices y su excentricidad. 

10. El centro de una elipse es el punto (— 2, — 1) y uno de sus vertices es 
el punto (3, — 1) . Si la longitud de cada lado recto es 4, hallese la ecuacion 
de la elipse, su excentricidad y las coordenadas de sus focos. 

11. El centro de una elipse es el punto (2, — 4) y el vertice y el foco de un 
mismo lado del centro son los puntos (— 2, — 4) y ( — 1, — 4), respectiva- 
mente. Hallar la ecuacion de la elipse, su excentricidad, la longitud de su eje 
menor y la de cada lado recto. 

12. Discutir la ecuacion Ax 2 + Cy? + Dx + Ey + F - cuando A y C 
son ambos positivos y T) = E = 0. 

En cada uno de los ejercicios 13-16, reducir la ecuaci6n dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuacion de una elipse, y determinense las coordenadas del 
centro, vertices y focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, y la de cada 
lado recto y la excentricidad. 

13. x 2 + 4y 2 -6x + ]6y + 21 = 0. 

14. 4x 2 + 9t/ 2 + 32* - 18y +37-0. 

15. x 3 + 4y2 - 10* - 40y + 109 = 0. 

16. 9je j +4y J -81/ - 32 = 0. 

17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 62 trasladando los ejes coordenados. 

18. Resolver el ejercicio 16 por traslacion de los ejes coordenados. 

19. Si el centro de una elipse no esta en el origen, y sus ejes son paralelos a 
los coordenados, demuestrese que la ecuacion de la elipse puede estar completa- 
mente determinada siempre que se conozcan las coordenadas de cuatro de sus 
puntos. 

20. Hallar la ecuacion de la elipse que pasa por los cuatro puntos (1, 3), 

/ VI \ 

(—1. 4), 10, 3— — — I y (— 3, 3) y tiene sus ejes paralelos a los coordenados. 

21. Hallar la ecuacion de la familia de elipses que tienen un centro comiin 
(2, 3) , un eje focal comun paralelo al eje X, y la misma excentricidad igual 
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a Vi . Dibujar trcs elementos de U familia asignando tees valores diferentes al 
parametro. 

22. La ecuacion dc una familia dc elipses es 4xr 2 + 9y 2 + a* + £>y — 11 =0. 
Hallar la ecuacion del elemento de la familia que pasa por los puntos (2, 3) 

y (5, l). 

23. La ecuacion de una familia de elipses es kx 2 + 4y 2 + isx — 8y — 5 = 0. 
Hallar las ecuaciones de aquellos elementos de la familia que tienen una excen- 
tricidad igual a \A . 

24. Hallar las longitudes de los radios vectores del punto (2, 1 ) de la 
elipse 9x 2 + y 2 - 18* - 7y + 1 = 0. 

25. El punto medio de una cuerda de la elipse x 1 + 4y 2 — bx — 8y — 3 = 
es el punto (5, 2) . Hallar la ecuacion de la cuerda. 

26. Hallar e identificar la ecuacion de! lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del eje Y es siempre igual al doble de su 
distancia del punto (3, 2) . 

27. Desde cada punto de la circunferencia x 2 + y 2 + 4x + 4y — 8 = 0, se 
traza una perpendicular al diametro paralelo al eje X. Hallar e identificar la 
ecuacion del lugar geometrico de los puntos medio: de estas perpendiculares. 
Trazar el lugar geometrico. 

28. Desde cada punto de la circunferencia jc 2 + y 2 — bx — 2y + 1 =0, se 
traza una perpendicular al diametro paralelo al eje V. Hallar e identificar la 
ecuacion del lugar geometrico de los puntos medios de estas perpendiculares. 
Trazar el lugar geometrico. 

29. La base de un triangulo es de longitud fija, siendo sus extremos los 
puntos (0, 0) y (6, 0) . Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico 
del vertice opuesto que se mueve de manera que el producto de las tangentes de 
los angulos de las bases es siempre igual a 4. 

30. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico del centro de una 
circunferencia que se mantiene tangente a las circunferencias *'+</' — 4y — 12 = 
y x 1 + y 2 = 1. (Dos soluciones.) 

63. Propiedades de la elipse. Muchas de las propiedades m&s 
importantes de la elipse estan asociadas con sus tangentes . Como la 
ecuacidn de una elipse es de segundo grado , sus tangentes pueden 
determinarse empleando la condici6n para la tangencia estudiada en el 
Articulo 44 . El procedimiento para la resolucidn de problemas relati- 
vos a tangentes a la elipse es , por lo tanto , id6ntico al usado para la 
circunferencia (Art. 45) y la parabola (Art. 57). Por esto, se deja 
como ejercicio el demostrar los teoremas 4 y 5 que enunciamos a con- 
tinuacidn : 

Teorema 4 . La tangente a la elipse b* x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 en cual- 
quier punto Pi (xi , yi ) de la curva tiene por ecuacidn 
b 2 xi x + a 2 yi y = a 2 b s . 

Teorema 5 . Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la 
elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 son 

y = mx ±Va ! m' + b ! . 
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Una importante propiedad focal de la elipse esta basada en el 
siguiente teorema : 

Teorema 6. La normal a una elipse en uno cualquiera de sus 
puntos es bisectrix del dngulo formado por los radios vectores de ese punlo. 

Demostkaci6n . El teorema no pierde generalidad tomando la 
ecuacion de la elipse en su forma candnica 



b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 



(1) 



En este caso , sea n (fig. 92) la normal a la elipse en un pun to cual- 
quiera Pi (xi , 2/1 ) de la curva . Sea a el aagulo formado por n y el 
radio vector FP\ , y p" el formado 
por n y el radio vector F'Pi. Va- 
mos a demostrar que a = |3 . 

Por el teorema 4 anterior, la 
pendiente de la elipse en Pi (xi , y\ ) 



es — -5 — , de manera que la pen- 
atyi' 



diente de la normal n es 



& 2 zr 



Las 



pendientes de los radios vectores 



FPi y F'Pi son 




^X 



Vi 



yi 



Fig. 92 



Xl — C Xl + c ' 

respectivamente . Entonces , por el teorema 5 , Articulo 10 , resulta : 



2/i 



tg a = 



Xl 



a 2 yi 
6 2 x, 



1 + 



\ xi — c/ \6 2 xi/ 



b' xi yi — a 2 xi y\ + a 2 c y i 
— b 2 cxi + a 2 2/i s 



Gomo el punto Pi esta sobre la elipse, sus coordenadas (xi , yi) satis- 
facen la ecuaci6n ( 1 ) , es decir , 

6 2 X! 2 + aV = a 2 6 2 . 

Usando esta relacidn y la relaci<5n c 2 = a 2 — b 2 , tenemos : 

xiyiQ) 2 — a 2 ) + a 2 cyi _ — c 2 xiyi + a 2 cy\ 



tga = 



a 2 b 2 — 6 2 cxi 



6 2 (a 2 -cxi) 

cyi(— cxi + a 2 ) _ cyi 
6 2 (-cxi + a 2 ) b 2 ■ 
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Analogamente , tenemos 

a 2 y\ _ j/i 

b 2 xi xi + c a 2 xi y\ 4- a 2 cyi — b 2 xi y\ 



tgP = 



1 + 



\b 2 xj\xi + c} 



6 2 xi 2 + 6 2 cxi + a 2 yi 2 



_ Xi yt (a 2 — b 2 ) + a 2 cyi _ c 2 xi y\ + a 2 c y\ 
a 2 b 2 + b 2 cxi ~ 6 2 (a 2 + cxj 

_ cyi(cxi + a 2 ) _ cj/i 
~ 6 2 (cxi + a 2 ) ~ 6 2 ' 

Por tan to , como tg a = tg |3 , a = |3 . 

Aplicando la ley de la reflexi6n (Art. 59), el teorema 6 es evidente. 
En efecto , consideremos una superficie de reflexidn que tenga como 
seccidn recta una elipse ; supoDgamos que se coloca un foccr'luminoso 
en el foco F de la elipse , y que un rayo incide sobre la elipse en el 
punto Pi . Entonces este rayo sera refiejado de tal manera que el 
angulo de reflexi6n |3 sea igual al angulo de incidencia a . Pero , por 
el teorema 6 , tal rayo refiejado pasara por el otro foco F' . Luego los 
rayos de un foco luminoso colocado en un foco de la elipse al incidir 
sobre la curva se reflejan de manera que pasan por el otro foco . Como 
las ondas sonoras se reflejan como las luminosas. los sonidos originados 
en uno de los focos pueden ser ofdos claramente en el otro foco y ser 
inaudibles en los puntos intermedios. Este es el principio en que se 
basa la construccion de las camaras secretas . , 

Vamos a mencionar brevemente algunas otras aplicaciones de la 
elipse. Los arcos usados en la construcci6n tienen , frecuentemente , 
la forma de arcos elfpticos. En ciertos tipos de maquinas se usan 
engranes elipticos . Algunas partes estructurales de metal se constru- 
yen de secci6n recta ellptica . Es tambi^n interesante notar que los 
planetas en su recorr.do alrededor del Sol se mueven en <5rbitas elfpticas 
en las cuales el Sol ocupa uno de los focos . 

EJERCICIOS. Grupo 29 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar cl teorema 4 del Articulo 63. 

2. Demostrar el teorema 5 del Articulo 63, 

3. Demostrar el siguiente teorema como corolario al teorema 4 del Articu- 
lo 63: La ecuacion de la tangente a la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 en cualquier 
punto Pi(xi, yi) es xix + yiy — a 2 . (Vease el ejercicio 10 del grupo 18, 
Articulo 45.) 
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4. Demostrar el siguiente teorema coma corolario al teorema 5 del Articu- 
lo 63: Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la circunferencia 

x* + y 2 " a 2 son y = mx ± « V m 2 4- 1 . 

(Vezse el ejercicio 16 del grupo 18, Art. 45.) 

6. Demostrar que la ecuacion de la tangente a la elipse a 2 x 2 + b 2 y 2 = a 2 b 2 , 
en cualquier punto Pi (jci, yi) es a 2 xi x + b 2 yi y ~ a'b 2 . 

En cada uno de los ejercicios 6 y 7 hallar las ecuaciones de la tangente y la 
normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para 
la elipse y punto de contacto dados. 

6. 2x 2 + 3y 2 = 5; (1, - 1). 

7. 4x 2 + 2y 2 ~ 7x + y - 5 = 0; (2,1). 

8. Hallar las ecuaciones de las tangentes de pendiente 2 a la elip- 
se 4* a + 5y 3 - 8. 

0. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 3x 2 +tj 2 ,+Ax s — ly — 3 « 
que son perpendiculares a la recta x + y — 5 •» 0. 

10. Hallar las ecuaciones de las tangemes trazadas del punto (3, — 1) a la 
elipse 2x 2 + 3y a -\- x — y — 5 — 0. 

11. Con referenda a la elipse x 2 + 3y 2 + 3x — 4y — 3 = 0, hallar los va- 
lores de k para los cuales las rectas de la familia 5x + 2y -\- k = 0: 

a) cortan a la elipse en dos puntos diferentes; 

b) son tangentes a la elipse; 

c) no cortan a la elipse. 

12. Hallar el angulo agudo de interseccion de las elipses 3x 2 + Ay 2 ■» 43 y 
4x 2 + y 2 — 32* + 56 = en uno de sus dos puntos de interseccion. 

13. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la elip- 
se b 2 (x - h) 2 + a 2 (y - I) 2 = a 2 b 2 son y -k = m(x - A) ± V a 2 m 2 + b 2 . 

14. Demostrar que la ecuacion de la normal a la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 
en el punto Pi(xi, yi) es a 2 yix -■ b 2 xiy — a 2 xiyi + b 2 x^yi =0. 

15. Se tienen como datos una elipse y sus focos. Por medio del teorema 6 
(Art. 63) demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en 
cualquier punto de la elipse. 

16. Demostrar que si cualquier normal a la elipse, excepto sus ejes, pasa 
por su centro, la elipse es una circunferencia. 

17. Demostrar que las tangentes a una elipse trazadas en los extremos de un 
diimMro son paralelas entre si. 

JK. Demostrar que la pendiente de una elipse en cualquiera de los puntos 
exbMm9s de uno de sus lados rectos es numericamente igual a su excentricidad. 

\19j Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una elipse a 
cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del semieje 
menor. 

20. Por el punto (2, 7) se trazan tangentes a la elipse 

2x 2 + y 2 + 2x - 3y-2 = 0. 
Hallar las coordenadas de los puntos de contacto. 
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21. Si desde un punto exterior Pi se trazan tangentes a una elipse, el seg- 
mento de recta que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de Pi 
para esa elipse. (Vease el ejercicio 27 del grupo 25, Art. 57.) Si Pi(xi, yi) 
es un punto exterior a la elipse b 2 x 2 ■+■ a 2 y 2 = a 2 b % . demuestrese que la ecuacion 
de la cuerda de contacto de Pi es b 2 xi x + a 2 yi y = a 2 b 2 . (Vease el teorema 4 
del Art. 63.) 

22. Hallar la ecuacion de la cuerda de contacto del punto (3, 1) para la 
elipse x 2 + ly 2 = 2. 

23. Demostrar que la ecuacion del lugar geometrico de los puntos medios de 
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la elipse 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 es y = - -4*- x, m 9* 0. 

am 

Observese que el lugar geometrico es una recta que pasa por el centro y, por 
tanto. es un didmetro de la elipse. (Vease el ejercicio 29 del grupo 25, Art. 57. ) 

24. Establecer y demostrar un teorema para la circunferencia que sea analogo 
at teorema dado en el ejercicio 23 para la elipse. 

25. Demostrar que si un diametro de una elipse biseca todas las cuerdas 
paralelas a otro diametro, el segundo diametro biseca a todas las cuerdas parale- 
las al primero. Tales diametros se llaman didrnetros conjugados de la elipse. 



CAPITULO VIII 



LA HIPERBOLA 



64. Definiciones. Una hiperbola es el lugar geom6trico de un 
punto que se mueve en un piano de tal manera que el valor absoluto 
de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del piano , llama- 
dos focos , es siempre igual a una cantidad constante , positiva y 
menor que la distancia entre los focos . 

La definition de la hiperbola excluye el caso en que el punto m6vil 
se mueva sobre la recta que pasa por los focos a exception del segmento 




Fig. 93 



comprendido entre ellos. Los focos y el punto medio de este segmento 
no pueden pertenecer al lugar geom^trico . 

El lector debe observar la estrecha analogia que existe entre las 
definiciones de la hiperbola y elipse . La analogia entre estas dos cur- 
vas se encontrara frecuentemente a medida que avancemos en nuestro 
estudio de la hiperbola . 

En el articulo siguiente veremos que la hiperbola consta de dos 
ramas diferentes , cada una de longitud infinita . En la figura 93 se ha 
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dibujado una porcidn de cada una de estas ramas ; los, focos est&n 
designados por F y F' . La recta I que pasa por los focos tiene varios 
nombres ; como para la elipse creemos conveniente introducir el teY- 
mino eje focal para designs r esta recta . El eje focal corta a la hipe'r- 
bola en dos puntos, V y V , llamados virtices. La porci<5n del eje 
focal comprendido entre los vertices, el segmento V V , se llama 
eje transverso . El punto medio C del eje transverso se llama centro . 
La recta I' que pasa por C y es perpendicular al eje focal I tiene 
varios nombres ; nosotros , como lo hicimos para la elipse , considera- 
mos conveniente introducir el te>mino eje normal para esta recta . El 
eje normal I' no corta a la hipdrbola ; sin embargo , una porci6n defi- 
nida de este eje , el segmento AA' en la figura 93 , que tiene C por 
punto medio, se llama eje conjugado. La longitud del eje conjugado 
se dara en el siguiente articulo . El segmento que une dos puntos dife- 
rentes cuale9quiera de la hiperbola se llama euerda; estos puntos pue- 
den ser ambos de la miama rama , como para la euerda BB' , o uno de 
una rama y el otro de la otra, como para el eje transverso VV . En 
particular , una euerda que pasa por un foco , tal como EE ' se llama 
euerda focal Una euerda focal, tal como LL' , perpendicular al eje 
focal I se llama lado recto; evidentemente , por tener dos focos , la 
hiperbola tiene dos lados rectos . Una euerda que pasa por C, tal como 
DD ' , se llama didmetro . Si P es un punto cualquiera de la hiperbola , 
lossegmentos FP y F'P que unen los focos con el punto P se llaman 
radios vectores de P . 

65. Primera ecuacion ordinaria de la hiperbola. Consideremos la 

hiperbola de centro en el origen y 
cuyo eje focal coincide con el eje X 
(fig. 94) . Los focos F y F' estan 
entonces sobre el eje X . Como el 
centro es el punto medio del 
segmento FF ' , las coordenadas 
de F y F' seran (c , 0) y (- c, 0), 
respectivamente , s i e n d o c una 
constante positiva. Sea P(x, y) 
un punto cualquiera de la hiperbo- 
la . Entonces , por la definicidn de 
la hiperbola , el punto P debe sa- 
tisfacer la condicidn geom^trica 
siguiente , que expresa que el valor absolute de la diferencia de las 
distancias del punto a log focos es una cantidad constante , 




^X 



\FP\ 



\F'P\\ =2a, 



(1) 
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en donde a es una constante positiva y 2o < 2c . La condici6n geo- 
metriea (, 1 ) es equivalents a las dos relaciones , 



\FP\-\F'P\ = 2a, (2) 

iFPl-lF 7 ?! = -2a. (3) 

La relaci6n (2) es verdadera cuando P estd sobre la rama izquierda 
de la hipeibola ; la relation (3) se verifica cuando P estd sobre la 
rama derecha. 

Por el teorema 2 , Articulo 6 , tenemos 



| FP \ = V (x - c) 2 + y* , \F>P\=V (x + cy + y\ 

de manera que la condition geometriea ( 1 ) estd expresada analitica- 
mente por 



V(x-c) 2 + ^-V(i + c) 1 + 2 / 2 = 2a, (4) 



V(x-c)*+y 2 -V(x+cy + y* = -2a, (5) 

correspondiendo las ecuaciones (4) y (5) a las relaciones (2) y (3), 
respectivamente . 

Por el mismo procedimiento usado al transformar y simplificar la 
ecuacidn (2) del Articulo 61 para la elipse, podemos demostrar que 
las ecuaciones (4) y (5) se reducen cada una a 

(c 2 -a 2 )x 2 -aV = a 2 (c 2 -a 2 ). (6) 

Por ser c > a , c 2 — a 2 es un numero positivo que podemos desig- 
nar por b' -. Por tan to , sustituyendo en la ecuacidn (6) la relacitfn 

^ = c 2_a 2 , (7) 

obtenemos 

& 2 x 2 -aV = a 2 b 2 , 

que puede escribirse en la forma 

a; 2 a 2 

Podemos demostrar reciprocamente , que si Pi(xi , yi) es un punto 
cualquiera cuyas coordenadas satisfacen la ecuacitfn (8) , entonces Pi 
satisface la condici6n geometriea ( 1) y, por lo tanto , esta sobre la 
hiperbola. Luego la ecuaci6n (8) es la ecuaci<5n de la hip^rbola. 

Estudiemos ahora la ecuaci6n (8) de acuerdo con el Articulo 19. 
Las intersections con el eje X son a y — a . Por tanto , las coorde- 
nadas de los vertices V y V son (a, 0) y (—a, 0), respective- 

Lehiwnn* ~ 18. 
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mente , y la longitud del eje transverso es igual a 2a , que es la cons- 
tante que interviene en la definition . Aunque no hay intersecciones 
con el eje Y, dos puntos, A(0, b) y A'(0, — 6), se toman como 
extremos del eje conjugado . Por tanto , la longitud del eje conjugado 
es igual a 26 . 

La ecuacidn ( 8 ) muestra que la hipeVbola es sim&rica con respecto 
a ambos ejes coordenados y al origen . 

Despejando y de la ecuaci6n (8) , resulta : 

2/= ±-Vi s -a'. (9) 

a 

Por tanto , para que los valores de y sean reales , i esta restringida a 
variar dentro de los intervalos x>ayx< — a. De aqul que nin- 
guna porci6n del lugar geometrico aparece en la regi6n comprendida 
entre las rectas x = a y x *= — a. 

Despejando x de la ecuacidn ( 8 ) se obtiene 



a 



x- ±-fy/y* + b*, (10) 

de la cual vemos que » es real para todos los valores reales de y . 

Segun esto , las ecuaciones (9) y (10) , juntas, con la simetria del 
lugar geometrico , muestran que la hiperbola no es una curva cerrada 
sino que consta de dos ramas diferentes , una de las cuales se extiende 
indefinidamente hacia la derecha , arriba y abajo del eje X , y la otra 
se extiende indefinidamente hacia la izquierda y por arriba y abajo 
del eje X . 

La hiperbola (8) no tiene asfntotas verticales ni horizontales. 
En el siguiente artfculo demostraremos , sin embargo , que la curva 
tiene dos aslntotas oblicuas . 

De la ecuacion (9) y de la relation (7) , hallamos que la longitud 

26* 
de cada lado recto es — . 
a 

Como para la elipse , la excentricidad e de una hipeVbola esta defi- 

c 
nida por la raz6n — . Por tanto , de (7), tenemos 
a 



e = JL= v«' + y (11) 

a a 

Como c > a, la excentricidad de una hiperbola es mayor que la 
unidad . 
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Si el centro de la hipeVbola esta en el origen pero su eje focal coin- 
cide con el eje Y , hallamos , analogamente , que la ecuacion de la 
hipe>bola es 



ri4 



x- 



La discusi6n completa de la ecuacidn (12) se deja al estudiante. 

Las ecuaciones (8) y (12) las Uamaremos primera ecwcidn ordi- 
naria de la hipirbola . Son las mas simples de esta curva Dor lo que nos 
referiremos a ellas como formas can6nicas . 

Los resultados precedentes se reaumen en el siguiente 

Teorema. 1 . La ecuaci&n de la hipirbola de centro en el origen , eje 
focal coincidente con el eje X , y focos los puntos (c, 0) y (— c, 0), es 

a 2 b* ~ ' 

Si el eje focal coincide con el eje Y , de manera que las coordenadas 
de los focos sean (0 , c) y (0 , — c) , enlonces la ecuacidn es 

yf._ x! _ i 
a* b 2 • 

Para cada hipirbola , a es la longitud del semieje Iransverso , b la del 
semieje conjugado , c la dislancia del centro a cada foco , y a , b , c 
esldn ligadas por la relacidn 

c 2 = a 2 + b 2 . 

Tambiin , para cada hipirbola , la longitud de cada uno de sus lados 

2b 2 
rectos es — , y la excenlricidad e estd dada por la relacidn 



e = — = > 1 . 

a a 

NOTA. La posici6n de una elipse con rtlacion a los ejes coordenados puede 
determinarse como se indico en la nota del teorema 1 del Articulo 61. Este mi- 
codo no es aplicable a la hiperbola, ya que podemos tener a> b, a < b o a = b. 
La posicion de la hipirbola se determina por los signos de lot .oeficientes de las 
variables en la forma canonica de su ecuacion. La variable de coeficiente posi- 
tivo corresponde al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipirbola. 

Ejemplo. Los vertices de una hiperbola son lcs puntos V {0, 7) y 
V'(0. -3), y sus focos los puntos F(0, 5) y F'(0, - 5). Hallar la ecua- 
cion de la hipirbola, las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, su 
excentricidad y la longitud de cada lado recto. 
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Solucidn. Como los vertices y los focos estan sobrc el eje Y, el eje focal 
coincide con el eje y. Ademas, el punto medio del eje transverso esta, eviden- 
tcmcnte, en el origen. Por tanto, pot el teorema 1, la ecuacion de la hiper- 
bola es de la forma 



a* 



1. 



La distancia entre los vertices es 2a — 6. longitud del eje transverso. La 
distancia entre los focoj es 1c = 10. Por tanto, a *» 3 y c — 5, de donde 




>-x 



Fig. 95 



l>2 «= c * — a 1 = 25 — 9 - 16, Por lo tanto, b « 4, y la longitud del eje cbnju- 
gado es 26 — 8. La ecuacion de la hiperbola es entonces 

j>l_z! = 1 

9 16 

-£.— —, y la longitud de cada hdo recto e 
e 3 



La excentiicidad es t 

2b» 2 • 16 JI2_ 
fl * 3 3 ' 

El lugar geometrico esta representado en la figura 95, en donde el eje conju- 
gado esta indicado por el segmento A A' del eje X. 



EJERCICIOS. Grupo 30 



Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar que las ecuaciones (4) y (5) del Articulo 65 se reducen cada 
ana a la ecuacidn (6) . 

2. Demostrar que si Pi es un punto cualquiera cnyas coordenadas (x\, t/i) 
satisfacen la ecuaci6n b 2 x* — a'y 2 = a* b 1 , entonces Pi esta sobrc la hiperbola 
representada por esta ecuacion. 
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3. Deducir la ecuacion ordinaria — — = 1 a partir de la definicion de 

a 2 b* 

hiperbola. 

4. Desarrollar una discusion completa de la ecuacion ordinaiia 

a' b* 

5. Demostrar un procedimiento para obtener, con escuadras y compas, 
puntos de una hiperbola, dados los focos y la longitud de su eje transverso. 

En cada uno de los ejercicios 6-9, para la ecuacion dada de la hiperbola, ha- 
llense las coordenadas de los vertices y focos, las longitudes de los ejes transverso 
y conjugado, la excentricidad y la longitud de cada lado recto. Tracese y discii- 
tase el lugar geometrico. 

6. 9x 2 - 4c/ 2 = 36. 8. 9y» - 4x* - 36. 

7. 4*» - 9y 2 = 36. 9. x» - 4y* - 4. 

10. Los vertices de una hiperbola son los puntos V (2, 0), V'(— 2, 0), 
y sus focos son los puntos F(3, 0) , F'(— 3, 0) . Hallar su ecuaci6n y su ex- 
centricidad. 

11. El centro de una hiperbola esta en el origen, y su eje transverso esta 
sobre el eje Y. Si un foco es el punto (0, 5) y la excentricidad es igual a 3, 
hallese la ecuacion de la hiperbola y la longitud de cada lado recto. 

12. Los extremos del eje conjugado de una hiperbola son los puntos (0, 3) 
y (0, — 3), y la longitud de cada lado recto es 6. Hallar la ecuaci6n de la 
hiperbola y su excentricidad. 

13. Los vertices de una hiperbola son (0, 4), (0, —4). y su excentricidad 
es igual a $£• Hallar la ecuacion de la hiperbola y las coordenadas de sus focos. 

14. Una hiperbola tiene su centro en el origen y su eje transverso sobre el 
eje X. Hallar su ecuacion sabiendo que su excentricidad es ] A V^6 y que la 
curva pasa por el punto (2, 1). 

16. Una hiperbola tiene su centro en el origen y su eje conjugado esti sobre 
el eje X. La longitud de cada lado recto es }i, y la hiperbola pasa por el punto 
(— 1, 2). Hallar su ecuaci6n. 

16. Hallar la ecuaci6n de la hiperbola que pasa por los puntos (3, — 2) y 
(7, 6) , tiene su centro en el origen y el eje transverso coincide con el eje X. 

En cada uno de los ejercicios 17-19, usando la definicion de hiperbola, hallar 
la ecuaci6n de dicha curva a partir de los datos dados. Median te un cambio de 
coordenadas, poner la ecuaci6n en la primera forma ordinaria. 

17. Focos (—7, 3), (—1, 3); longitud del eje transverso —4. 

18. Vertices (1, 4), (5, 4): longitud del lado recto - 5. ' 

19. Vertices (3, 4), (3, -2); excentricidad =■ 2. 

20. Demostrar que la longitud del eje conjugado de una hiperbola es media 
proporcional entre las longitudes de su eje transverso y su lado recto. 

21. Si k es un numero cualquiera diferente de cero, demostrar que la ecua- 
cion 3x 2 — 3(/' = k represents una familia de hiperbolas de excentricidad igual 

a VI. 



198 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

22. Si Pi (jci, |/i) es on punto cualquiera de la hiperbola b'x*— a 3 y a ~a*b', 
demostrar que las longitudes de sus radios vectores son I ex\ + a | y | exi — a |. 

23. Hallar las longitudes de los radios vectores del punto (6, 5) de la hiper- 
bola 5x J - V - 80. 

24. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del punto (6, 0) es siempre igual al doble 
de su distancia de la recta Ix — 3 — 0. 

25. La base de un triangulo es de longitud fija siendo sus puntos extremos 
(3, 0) y (— 3, 0) . Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico del 
vcrtice opuesto si el producto de las pendientes de los lados variables es siempre 
igual a 4. Trazar el lugar geometrico. 

. 66. Asintotas de la hiperbola. Si de la forma canonica de la 
ecuacidn de la hiperbola 

6 J x 2 -aV = a 2 &«, (1) 

despejamos y , obtenemos 



y = i-V^-s 5 , 



a 



que puede escribirse en la forma 



b L a 2 

— x * / 1 j . 

a y x 1 



»-*7*V 1 -l?- (2) 

Freeuentemente se desea investigar lo que ocurre en una ecuacion 
cuando una de las variables aumenta numericamente sin lfmite . (Ver 
nota 3 , Art . 18 . ) Si un punto de la hiperbola ( 1 ) se mueve a lo 
largo de la curva, de manera que su abscisa x aumenta numericamente 
sin llmite, el radical del segundo miembro de (2) se aproxima mas y 
mas a la unidad , y la ecuacidn tiende a la forma 

v=±T x - (3) 

Como la ecuacion (3) representa las rectas y = — x y y = — — x, 

(X Cb 

e8to nos conduce a inferir , de la definicion de aslntota (Art . 18 ) , que 
la hip6rbola es aslntota a estas dos rectas. Ahora demostraremos 
que esta deduccidn es correcta . 

Sea Pi (asi, y\) un punto cualquiera de la parte superior de la rama 
derecha de la hiperbola ( 1 ) , como se indica en la figura 96 . La ecua- 

ci6n de la recta y = — x puede escribirse en la forma 

bx — ay — 0. (4) 
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Por el teorema 9 del Articulo 33, la distancia d de la recta (4) al 
punto Pi(xi, y\ ) est&dadapor 

I bxi — ayi | 



d = 



Vd' + a 1 



(5) 



Si multiplicamos numerador y denominador del segundo miembro de 
( 5 ) por | bz\ + ay\ \ , obtenemos 



d = 



| b 2 Xi* — a' yi 2 



(6) 



V 6 2 + a 2 | bxi + ayi \ 

Pero como Pi esta sobre la hip6rbola (1) , 6 2 Zi 2 — a 2 j/i 2 = o s 6 2 , de 
maDera que la ecuaci6n (6) puede escribirse en la forma 

a 2 6 2 



d = 



V b 2 + o 2 1 6xi + ay] | 



(7) 



Si Pi se mueve hacia la derecha a lo largo de la curva y se aleja inde- 
finidamente del origen , sus coordenadas , xi y yi , aumentan ambas 



</=-£* 




Fig. % 

de valor sin limite , de manera que , por la ecuaci6n ( 7 ) , d decrece 
continuamente y se aproxima a cero . Se sigue , de acuerdo con esto , 
por la definicidn de asintota (Art. 18) , que la recta (4) es una asio- 
tota de la rama derecha de la hipe'rbola ( 1 ) . 

Si Pi esta sobre la parte inferior de la rama izquierda de la hipe>- 
bola ( 1 ) y se mueve hacia la izquierda a lo largo de la curva alejan- 
dose indefinidamente del origen , entonces sus coordenadas xi y j/i 
aumentan de valor ambas sin limite en la direcci6n negativa. La 
ecuacion ( 7 ) muestra entonces que d decrece continuamente y tiende 
a cero , de donde se sigue que la recta (4) es tambten una asintota de 
la rama izquierda de la hipe'rbola ( 1 ) . 



- . nmvimmmmmmmmm* 
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Quedan dos casos por considerar que son , cuando Pi esta sobre la 
parte inferior de la rama derecha y cuando esta sobre la parte superior 
de la rama izquierda. Empleando el mismo razonamiento que en los 
dos parrafos anteriores , podemos demostrar que la recta bx + ay = 
es una asintota de ambas ramas de la hiperbola ( 1 ) . 

Estos resultados se resumen en el siguiente : 

Teorema 2 . La hip&rbola h 2 x 2 — a 2 y 2 = a* b* , liene por asinlotas 
las rectas bx — ay = y bx + ay = 0. l 

NOTAS. 1. Si la ecuacion de una hiperbola esta en su forma canonica, las 
ecuaciones de sus asintotas pueden obtenerse reemplazando el termino constante 
pot cero y factorizando el primer miembro. Asi, para la hiperbola 9x 2 — 4y' = 36, 
tenemos 9x 2 — 4y 2 = 0, de donde. (3* + 2i/) (3* — 2y) = 0, y las ecuaciones 
de las asintotas son Jx + 2y = y 3* — 2y = 0. 

2. La grafica de una hiperbola puede esbozarse muy facilmente trazando sus 
vertices y sus asintotas. Las asintotas actuan en la grafica como tineas guia 
(ver nota4, Art. 18) . 

EJemplo. Hallar la ecuacion ae la hiperbola que pasa por el punto (6, 2) 
tiene su centro en el origen, su eje transverso esta sobre el eje X, y una de sus 
asintotas es la recta 2x — 5y = 0. 

Solucion. Por el teorema 2 anterior, la otra asintota es la recta 2*+5y = 0. 

Las ecuaciones de ambas asintotas 
, pueden obtenerse haciendo k igual 

2x+5y—0 ' 2x — 5y=Q a cero en la ecuacion 

(2x - 5«) (2x + 5«) = k. 
*-X o sea, 

4x» - 25 y* - k. 

Como la hiperbola buscada debe 

Fig. 97 pasar por el punto (6, 2) , las 

coordenadas de este punto deben 

satisfacer la ecuacion de la hiperbola, Por tanto, si hacemos x = 6 y y = 2en 

la ultima ecuacion, hallamos k - 44, y la ecuaci6n de la hiperbola que se 

busca es 

4*2 - 25W 8 = 44. 

La grafica es la figura 97. 

67. Hiperbola equilatera o rectangular. Consideremos la hiper- 
bola especial cuyos ejes transverso y conjugado son de igual longitud . 
Entonces a = b , y la ecuaci6n ¥ x 2 — a 2 y 2 = a 8 b 1 toma la forma mas 
sencilla 

x--y i = a". (1) 

Debido a la igualdad de sus ejes , la hiperbola ( 1 ) se llama hipirbola 
equildtera . 
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Por el teorema 2 del Articulo 66, las asintotas de la hipfrbola 
equilatera ( 1 ) son las rectas x — y=0yx + y = 0. Como estas 
rectas son perpendiculares , resulta que las asintotas de una hipeYbola 
equilatera son perpendiculares entre si . Por esta razon la hipeY- 
bola equilatera se llama tambi6n hipirbola rectangular. Es un ejercicio 
facil demostrar que , recfprocamente , una hip6rbola rectangular es 
tambi^n equilatera . 

Una forma particuiarmente simple y util de la ecuacion de la hiper- 
bola equilatera es 

xy=k, (2) 

en donde k es una constante cualquiera diferente de cero . Aplicando 
los m6todos del Articulo 18, podemos demostrar que la curva (2) tiene 
por asintotas a los ejes coordenados, y que, si k es positivo la grafica 
es como se ve en la figura 98 . El estudiante debe demostrar que si se 
giran los ejes coordenados un angulo de 45° , la ecuaci6n (2) se trans- 



forma en 
latera . 



y n = 2k, que es la ecuacion de una hip6rbola equi 




Fig. 98 



Fig. 99 



68. Hiperbolas conjugadas- Si dos hiperbolas son tales que el eje 
transverso de cada una es id^ntico al eje conjugado de la otra , se 
llaman hipSrbolas conjugadas . Cada hipe>bola es entonces la hiperbola 
conjugada de la otra , y tambien se dice que cada hiperbola es conju- 
gada con respecto a la otra . 

Si la ecuacion de una hipeYbola es 



r 

6 s 



1, 



(1) 
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entonces , de acuerdo con la definicidn , la hipe>bola conjugada de ( 1 ) 
tiene por ecuacidn 



b> a 2 



-~^i=l. (2) 



Evidentemente , la ecuacion (2) puede obtenerse de la ecuacion (1) 
cambiando simplemente el signo de uno de los miembros de ( 1 ) . Asi , 
si la ecuacion de una hiperbola es 2z 2 — 7y* = 18 , entonces la ecua- 
cion de su hip6rbola conjugada es ly i — 2x 2 = 18 . 

El par de hiperbolas coDJugadas (1) y (2), junto con sus asinto- 
tas , se han trazado en la figura 99 . Es un ejercicio sencillo demostrar 
que un par de hiperbolas coDJugadas tienen un centro comun , un par 
comtin de asintotas , y todos sus focos equidistan del centro . 

El estudiante debe observar el rectangulo dibujado en la figura 99 . 
Un bosquejo aproximado de un par de hiperbolas coDJugadas pueden 
obtenerse facilmente construyendo primero este rectangulo, ya que sus 
diagonales son las asintotas . 

EJEBCICIOS. Grupo 31 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Si el punto Pi (xi, yi) esta sobre la parte inferior de la rama derecha de 
la hiperbola b' x'" — a 2 y 2 = a 2 b 2 , demostrar que la recta bx + ay = es una 
asintota de la rama derecha. 

2. Si el punto Pi (xi. i/i) esta sobre la parte superior de la rama izquierda 
de la hiperbola b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 3 , demostrar que la recta bx + ay >= es una 
asintota de la rama izquierda. 

3. Demostrar que la hiperbola b'y 2 — a 2 x 2 = a 2 6* tiene por asintotas las 
rectas by — ax = y by + ax = 0. 

4. Hallar y trazar las ecuaciones de las asintotas de la hiperbola 

4x 2 - 5y 2 = 7. 

5. Hallar los puntos de interseccion de la recta 2x — 9y + 12 = con las 
asintotas de la hiperbola 4x 2 — 9t/ 2 = 11. 

6. Hallar la ecuacion de la hiperbola que pasa por el punto (3, — 1) , su 
centro esta en el origen, su eje transverso esta sobre el eje X, y una de sus asin- 
totas es la recta _ 

2x +3 y/ly = 0. 

7. Hallar la ecuacion de la hiperbola que pasa por el punto (2, 3) , tiene su 
centro en el origen, su eje transverso esta sobre el eje Y, y una de sus asintotas 

es la recta 2y — V 7x =0. 

8. Hallar la distancia del foco de la derecha de la hiperbola 16x 2 — 9y J = 144 
a una cualquiera de sus dos asintotas. 

9. Demostrar que si las asintotas de una hiperbola son perpendiculares entre 
si, la hiperbola es equilatera. 
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10. Discutir y ttazar la grafica de la ecuacion xy = — 8. 

11. Demosttar que la excentricidad de toda hiperbola equilatera es igual 

a VI. 

12. Demostrat que el producto de las distancias de cualquier punto de una 
hiperbola equilatera a sus asintotas es una constante. 

13. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal maneta que el producto de sus distancias a dos rectas perpendicu- 
lars es siempte igual a una constante. 

14. Hallar la ecuacion de la hipe'rbola equilatera que pasa por el punto 
(—1, — 5) y tiene por asintotas a los ejes coordenados. 

15. Demostrar que la distancia de cualquier punto de una hiperbola equila- 
tera a su centro es media proporcional entre las longitudes de los radios vectores 
del punto. Sugestion: Vease el ejercicio 22 del grupo 30, Articulo 65, y el 
ejercicio 11 de cste grupo. 

16. Hallar las coordenadas de los vertices y focos, y la excentricidad de la 
hiperbola que es conjugada a la que tiene por ecuacion 

9*2 _ 4y» = 36. 

17. Demostrar que dos hiperbolas conjugadas tienen las mismas asintotas. 

18. Demostrar que los focos de un par de hiperbolas conjugadas estan sobre 
una circunferencia. 

19. Demostrar que si una hiperbola es equilatera, su hiperbola conjugada 
es tambien equilatera. 

20. La excentricidad de la hiperbola b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 es e\. Si la ex- 
centricidad de su hiperbola conjugada es ei demostrar que e\ : m = b : a. 

21. Si las excentricidades de dos hiperbolas conjugadas son ei y a, demos- 
trar que ei* + ei 2 = ei a «a 2 . 

22. Demostrar que la distancia de un foco a una cualquiera de las asintotas 
de una hiperbola es igual a la longitud de su semieje conjugado. 

23. Si a es el augulo agudo de inclinacion de una asintota de la hiperbola 
b 2 x ? — a 2 y 3 = a 2 b 2 , demostrar que su excentricidad es igual a sec a. 

24. Demostrar que si una recta es paralela a una asintota de una hiperbola. 
corta a la curva solamente en un punto. 

25. Demostrar que el producto de las distancias de cualquier punto de una 
hiperbola a sus asintotas es constante. 

69. Segunda ecuacion ordinaria de la hiperbola. Si el centro de 
una hiperbola no esta en el origen, pero sus ejes son paralelos a los ejes 
coordenados , sus ecuaciones pueden obtenerse tal como se determina- 
ron ambas formas de la segunda ecuacion ordinaria de la elipse 
(Art. 62) . Por esto, se deja al estudiante , como ejercicio , el demos- 
trar el siguiente teorema : 

Teobema 3 . La ecuacidn de una hipe'rbola de centro el punto 
(h , k ) y eje focal paralelo al eje X , es de la forma 

(x - h) 2 (y-k) 3 

a s ~ b 2 *■ 
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Si el eje focal es paralelo al eje Y , su ecuacion es 

(y - k) 2 _ (x- h) 2 
a 2 b 2 

Para cada hiperbola , a es la longitud del semieje Iransverso , b la 
del semieje conjvgado , c la distancia del centro a cada urto de los focos , 
y a , b , c estdn ligadas por la relation 

c 2 = a 2 + b 2 . 

2b 2 

Tambien , para cada hiperbola , la longitud de cada lado recto es — , y 

a 

la excentricidad e estd dada por la relacidn 



c V a 2 + b 2 . , 

e = — = > 1 . 

a a 

Una discusi6n de la segunda forma ordinaria de la ecuaci6a de la 
hiperbola , analoga a la diacusidn que para la elipse nos condujo al 
teorenoa 3 del Artfculo 62 , nos da el siguiente 

TeobEma 4 . Si los coefitientes A y C difiercn en el signo , la 
ecuacion 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 

representa una hiperbola de ejes paralelos a los coordenados , o un par de 
rectas que se cortan . 

Ejomplo. Discutir el lugar geometrico de la ecuacion 

9jr 3 - V - 54* + 8y + 113 = 0. (1) 

Solucifin. Van.os a reducir la ecuacion (1) a la forma ordinaria comple- 
tando los cuadrados. Entonces, 

9(jc 3 -6jO-4(i/ 3 -2t/) = - 113 

9(*» -bx +9)-4(</»-2i/+ 1)= - 113 + 81-4. 
de donde, 

9(x -3)» - 4(i/ - 1)» - - 36. 

de manera que h forma ordinaria es 

(y -l). _ f x - 3 )» _ t (2) 

9 4 v ' 

que es la ecuacion de una hiperbola cuyo centro C es el punto (3, 1) y cuyo eje 
focal es paralelo al eje Y (fig. 100) . 

Como a 2 =9, a = 3, y las coordenadas de los vertices Vy V son 
(3, 1+3) y (3, 1—3), o sea, (3, 4) y (3, —2), respectivamente. Como 
c 2 =■ a 2 + b 1 , c =■ \/9 + 4 = \/ 13 , y las coordenadas de los focos F j F' son 
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(3, 1 4-\/l3) y (3. 1 — \/l3), respectivamente. La longitud del eje trans- 
verso es la = 6, la del eje conjugado es 26 = 4, y la de cada lado recto es 

26» 8 , . • .. . c VT3 

-z— = — . La excentncidad es e = — = — . 

a 3 a 3 

Para obtener las ecuaciones de las asintotas, aplicaremos el teorema 2 del 

Articulo 66, teniendo en cuenta que el centro de la hiperbola es el punto (3, 1) 




Fig. 100 

y ho el origen. Si los ejes coordenados son trasladados de manera que el nuevo 
origen sea el centro C(3, 1), la ecuacion (2) sz reduce a la forma canonica 

yl - £l 2 = 1 
9 4' 

de modo que las ecuaciones de las asintotas referidasa los nuevos ejes se obtienen 

de la rclacioa 

«£ - *1* = 
9 4 



Pero esta ultima relacion al ser teferida a los ejes originales X y Y . coma la 
forma 

ULJrJll _ C*-3)» = 0, (3) 



de donde, 



(*fU^)( 



y - 1 _ X - 3 
3 2 



)- 



0, 



de manera que las ecuaciones de las asintotas referidas a los ejes originales 
X y Y son 



- 1 , x -3 



+ ^ = 7 



- 1 x - 3 
3 I 
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o sea, Ix+Zy — U-O. y 3x - ly — 7 = 0. 

El estudiante debe observar que la telacion (3) puedc obtenerse inmediatamente 
teemplazando el termino constante por cero en el segundo miembro de la ecua- 
cion ordinaria (2) . (Ver el ejercicio 13 del grupo 32, siguiente. ) 

EJERCICIOS. Grupo 32 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrat el teotema 3 del Articulo 69. 

2. Por transformacion de coordenadas, reducir las dos formas de la segun- 
da ecuacion ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecuacion 
ordinaria de la hiperbola. 

3. Si la ecuaci6n de una hiperbola esta dada en la forma 

b 2 (x - h) 2 - a 2 (y - ft)" - a'6'. 

demuestrese que las coordenadas de sus vertices son (h + a, ft) , (h — a, ft) , 
y que las coordenadas de sus focos son (h + c, h) , (h — c, k) , siendo 
c - V a" + b*. 

4. Emplear la primera ecuacion ordinaria de la hiperbola para deducir la 
siguiente propiedad geometrica intrinseca de la hiperbola: Si el punto O es el 
centro de una hiperbola cuyos semiejes transverso y conjugado son de longitudes 
a y b, respectivamente, y Q es el pie de la perpendicular trazada desde cual- 
quier punto P de la hiperbola a su eje focal, se verifica que 

99l -E9l=\ 

a* b 2 

5. Por medio de la propiedad intrinseca de la hiperbola, establecida en el 
ejercicio 4, deducir ambas formas de la segunda ecuacion ordinaria de la hi- 
perbola. 

6. Los vertices de una hiperbola son los puntos (— 1, 3) y (3, 3), y su 
excentricidad es %■ Hallar la ecuacion de la hiperbola, las coordenadas de sus 
focos, y las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, y de cada lado recto. 

7. Los vertices de una hiperbola son los puntos (— 2, 2) y (— 2, — 4) , 
y la longitud de su lado recto es 2. Hallar la ecuacion de la curva, las coorde- 
nadas de sus focos y su excentricidad. 

8. El centro de una hiperbola es el punto (2, — 2) y uno de sus vertices 
el punto (0, — 2) , Si la longitud de su lado recto es 8, hallar la ecuacion de 
la curva, la longitud de su eje conjugado y su excentricidad. 

9. Los focos de una hiperbola son los puntos (4, — 2) y (4, — 8) , y la 
longitud de su eje transverso es 4. Hallar la ecuacion de la hiperbola, la longi- 
tud de su lado recto y su excentricidad. 

10. El centro de una hiperbola es el punto (4, 5) y uno de sus focos 
es (8, 5) . Si la excentricidad de la hiperbola es 2, hallar su ecuacion y las lon- 
gitudes de sus ejes transverso y conjugado. 

11, Los vertices de una hiperbola son los puntos (— 3, 2) y (— 3, — 2) , 
y la longitud de su eje conjugado es 6. Hallar la ecuacion de la hiperbola, las 
coordenadas de sus focos y su excentricidad. 
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12. Demosttai el teorema 4 del Articulo 69. 

13. Demostiai que las ecuaciones de las asintotas de la hiperbola 

b 2 (x - h) 2 - a'(y- k) 3 = a 2 b 2 

son bx + ay — ak — bh = y bx — ay + ah — bh = 0. 

En cada uno de los ejercicios 14-18, reducir la ecuacion dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuacion de la hiperbola y determinai las cooidenadas 
del centre vertices y focos, las longitudes de los ejes tiansveiso y conjugado, 
y del lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las asintotas. 

14. x 1 - 9y 2 - 4x + 36y — 41 = 0, 

15. 4x 2 - 9y J + 32x + 36y + 64 = 0. 

16. x 2 -4y" - 2x + 1 = 0. 

17. 9x 2 - 4y 2 + 54x + 16y + 29 = 0. 

18. Jx 2 - y 2 + 30x +78 = 0. 

19. Resolver el ejercicio 14 por traslaci6n de los ejes coordenados. 

20. Hallar el angulo agudo de intersecdon de las asintotas de la hiperbola 
9*2 _ y t _ 36 X - 2y + 44 - 0. 

21. Hallar la ecuacion de la hiperbola que pasa por el punto (4, 6), tiene 
el eje focal paralelo al eje X, y sus asintotas son las rectas 2* + y — 3=0 y 
2jf - y - 1 - 0. 

22. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del punto (3, 2) es siempre igual al triple 
de su distancia a la recta y + 1 — 0. 

23. Hallar e identificar la ecuacidn del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del punto (2, — 1) es siempre igual al 
doble de su distancia de la recta x + 2 = 0. 

24. La base de un triangulo es de longitud fija, siendo sus extremos los 
puntos (0. 0) y (4, 0) . Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico 
del vertice opuesto si uno de los ingulos de la base es siempre igual al doble 
del otro. 

25. Un observador estacionado en el punto P oye el estampido de un rifle 
y el golpe de la bala sobre el objetivo en el mismo instante. Demostrat que el 
lugar geometrico de P es una hiperbola. 

70. Propiedades de la hiperbola. Muchas propiedades de la hi- 
perbola estan asociadas con sus tangentes . Como la ecuacidn de una 
hiperbola es de segundo grado , sus tangentes pueden obtenerse em- 
pleando la condici6n para tangencia discutida en el Articulo 44 . Las 
demostraciones de los teoremas 5 y 6 , enunciados a continuaci6n , se 
dejan como ejercicios al estudiante. Debe comparar estos teoremas 
con los analogos establecidos para la elipse (Art. 63, teoremas 4 y 5) . 

Teorema 5 . La ecuacidn de la tangente a la hiperbola 

b 2 x 2 -a 2 y 2 = a 2 b s 
en cualquier punto Pi (xi , yi ) de la curva es 

b 2 xi x — a 2 yi y = a 2 b 2 . f » > v \ u „ . a \ \ 
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Teorema 6 . Las ecuaciones de las tangentes a la hipirbola 

b 2 x 2 -a 2 y 2 = a 2 b 2 
de pendiente m son 



y = mx ± V a 2 m 2 — b 2 , j m | > — . 

La hiperbola tiene una propiedad focal analoga a la de la elipse . 
Esta propiedad esta basada en el siguiente teorema 7 , La demostra- 
ci6n es semejante a la del teorema analogo para la elipse (teorema 6 , 
Art . 63) y , por tanto , se deja al estudiante como ejercicio . 

Teorema 7 . La tangente a una hip&rbola en cualquier punto de la 
cvrva es bisectriz del dngulo formado por los radios vectores de ese punto . 

Para algunos de los teoremas que figuran en el siguiente grupo de 
ejercicios , hay teoremas analogos sobre la elipse ; esto se hace notar 
en cada easo recomendando al lector que compare el teorema particular 
con su analogo en el grupo 29 del Articulo 63 . Tambien debe obser- 
varse que si en una ecuacidn relativa a una elipse se sustituye la can- 
tidad b 2 por — 6 2 , la relation analoga se verifica entonces para la 
hiperbola . 

EJERCICIOS. Grupo 33 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 5 del Articulo 70. 

2. Demostrar el teorema 6 del Articulo 70. 

3. En el teorema 6 del Articulo 70, ipor que la pendiente m esta restrin- 

gida a los valores comprendidos en el intervalo \m\ > — ? Interpretar el resul- 

a 

tado cuando | m \ = 

a 

4. Demostrar el teorema 7 del Articulo 70. 

En cada uno de los ejercicios 6-8, hallar las ecuaciones de la tangente y la nor- 
mal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para la 
hiperbol? dada, en el punto de contacto indicado. 

5. 3x* - y 1 = 2; (1. 1). 

6. 2x 2 - 3t/ a - 6jc - 4y + 12 = 0; (4, 2) . 

7. 3x 3 - 2t/ J + 3x - 4y - 12 = 0; (2,1). 

8. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hiperbola 
x* - 2t/ 2 + 4x - 8t/ - 6 = 
que son paralelas a la recta 4jc — 4y + 11 =» 0. 
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9. Hallar el angulo formado por las tangentes trazadas del punto (3, 6) 
a la hiperbola x* — y 2 + 4x — 2y — 5 = 0. 

10. Hallar los valores de m para los cuales las rectas de la familia y = mx —1 
son tangentes a la hiperbola 4x 2 — 9y J = 36. 

11. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la hiper- ^\ 
bola b 2 {x - h) 2 - a 1 (y - k) 2 = a 2 b 2 son ^Y^M? 4 ^ 

!/ - fc = m(x - /j)± Va'm'- b 2 , |m|>-£- ( fsN^^ ^ 

(Ver el ejercicio 13 del grupo 29, Art. 63.) 

\ 12. Se dan una hiperbola y sus focos. Aplicando el teorema 7 del Articulo 70, 
demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en cualquier 
panto de la curva. 

13. Demostrar que la ecuacion de la normal a la hiperbola b 2 x 2 — a 2 y 2 **a 2 b 2 
en el punto Pi(xi, yi) es a 2 yi x + b 2 x\ y — a 2 xi yi — b 2 xi yi = 0. (Ver el 
ejercicio 14 del grupo 29, Art. 63.) 

14. Demostrar que la elipse 2x 2 + y 2 = 10 y la hiperbola 4u a — x 2 = 4 son 
ortogonales entre si en sus puntos de intersecci6n. 

15. Demostrar que la elipse x 2 + "iy 2 = 6 y la hiperbola x 2 — 3y a = 3 tie- 
nen los mismos focos. Tales curvas se llaman conicas homofocales. Demostrar 
que la elipse y la hiperbola del ejercicio 14 son tambien homofocales. 

16. Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una hiper- 
bola a cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del 
semieje conjugado. (Ver el ejercicio 19 del grupo 29, Art. 63. ) 

17. Demostrar que la pendiente de una hiperbola en cualquier extremo de 
cualquiera de sus lados rectos es numericamente igual a su excentricidad. (Ver 
el ejercicio 18 del grupo 29, Art. 63. ) 

18. Demostrar que el punto de contacto de cualquier tangente a una hiper- 
bola es el punto medio del segmento de tangente comprendido entre las 
asintotas. 

19. En un punto cualquiera P, excepto el vertice, de una hiperbola equi- 
latera. se traza una normal que corta al eje focal en el punto Q. Si O es el 
centro de la hiperbola, demuestrese que | OP \ = | PQ \ . 

20. Demostrar que el triangulo formado por una tangente cualquiera a una 
hiperbola y sus asintotas tiene un area constante. 

21. Las tangentes en los vertices de una hiperbola cortan a otra tangente 
cualquiera en los puntos P y Q. Demostrar que los puntos P y Q y los focos 
de la hiperbola estan sobre una circunferencia. 

22. Si desde un punto exterior Pi, se trazan tangentes a una hiperbola, el 
segmento que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de Pi para 
esa hiperbola. Si Pi(xi, yi) es un punto exterior a la hiperbola 

b 2 x 2 - 

demuestrese que la ecuacion de la cuerda de contacto de Pi es 

b 2 xix — a ? yiy — a 2 b 2 . 

(Ver el ejercicio 21 del grupo 29, Art. 63.) 

23. Hallar la ecuaci6n de la cuerda de contacto del punto (—2, 4) de la 
hiperbola ~ix 2 — "iy 2 ~ 3. 
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24. Demostrar que la ecuaci6n del lugar geometrico de los puntos medios de 
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la hiperbola 

b 2 x 2 - a 2 y 2 = a 2 b 2 es y - -^—x; m ^ 0, m ^ ± A. 

Observese que el lugar geometrico es una linea recta que pasa por el centro; su 
ecuacion es, por lo tanto, la ecuaci6n de un diametro de la hiperbola. (Ver el 
ejercicio 23 del grupo 29, Art. 63.) 

25. Demostrar que si un diametro de una hiperbola biseca a todas las cuer- 
das paralelas a otro diametro, el segundo diametro biseca a todas las cuerdas 
paralelas al primero. Tales diametros se llaman diametros conjugados de la 
hiperbola. (Ver el ejercicio 25 del grupo 29, Art. 63.) 

71. Primer resumen relativo a las secciones conicas. La parabola , 
elipse e hiperbola se llaman secciones cdnicaa o, simplemente , conicas . 
Hemos visto que si la ecuacion 

Ax 1 + Cy' + Dx + Ey+ F=0 

representa un lugar geometrico real , £ste debe ser una section cdnica 
con uno de sus ejes paralelo (o coincidente) con uno de los ejes coorde- 
nados , o bien uno de los casos excepcionales de un punto , dos rectas 
coincidentes , dos rectas paralelas o dos rectas que secortan. Estos 
casos excepcionales se llaman tambi^n formas limile de las conicas o 
conicas degeneradas . 

En el cuadro que se da a continuation , hemos indicado los resul- 
tados principales obtenidos hasta aquf . Por conveniencia nos referimos 
al eje linico de la parabola como a su eje focal . Ademas , para que el 
cuadro quede completo , hemos indicado que la parabola tiene una 
excentricidad igual a la unidad ; esto sera establecido en el capitulo 
siguiente . Como la elipse y la hipe>pola tienen cada una un centro , 
se llaman cdnicas centrales . La parabola , no teniendo centro , se 
llama conica no central. La circunferencia puede considerarse como un 
caso especial de la elipse . 

En la formation del cuadro, ha sido necesario, debido al tamano 
limitado de la pagina , restringir algunos de los datos a referencias 
para otras partes del libro . El estudiante debe , por lo tanto , repro- 
ducir la tabla completa en una hoja de papel suficientemente grande e 
incluir todos los datos dados en las referencias. Puede afiadir tambien 
otros datos , como , por ejemplo , las ecuaciones de las tangentes a las 
c6nicas . 
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CAPITULO IX 
ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO 

72. Introducci6n. En este capitulo haremos un estudio de la 
ecuaci6n general de segundo grado , 

Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0. (1) 

En particular , consideraremos el caso en que la ecuaci6n ( 1 ) contiene 
un tirmino en xy , es decir, el caso en que B ^ 0. Demostraremos 
que por medio de una rotacion de los ejes coordenados siempre es posi- 
ble transformar la ecuacidn ( 1 ) en otra de la forma 

A'x' 1 + C'y'* + D'x 1 + E'y' + F> = 0, (2) 

on la que uno de los coeficientes A' y C , por lo menos , es diferente 
de cero , y no aparece el te>mino en x' y' , 

Hemos visto (Art. 71) que si la ecuaci6n (2) representa un lugar 
geomdtrico real, representa o bien una c6nirci o uno de los casos excep - 
cionales de un punto o un par de rectas . Como la naturaleza de un 
lugar geom^trico no se altera por transformacion de coordenadas , se 
sigue que , si la ecuaci6n (1) tiene lugar geom^trico, este lugar geo- 
m£trico debe ser tambien o una seccion cdnica o uno de los casos 
excepcionales de un punto o un par de rectas . Por lo tanto , la ecua- 
ci6n ( 1 ) se toma, generalmente, como la definition analitica de conica . 
De esto podemos inferir la existencia de una definition geomelrica que 
incluya a todas las conicas . Veremos mds adelante (Art. 75) que tal 
definicion general exist.e para la parabola , la elipse e hipe>bola . 

73. Transformacion de la ecuaci6n general por rotacion de los ejes 
coordenados. Apliquemos a la ecuacion general 

Ax' + Bxy + Cy i + Dx+Ey + F = 0, (1) 

en donde B ^ , las ecuaciones de transformacion por rotacion 

x = x' cos 6 — y' sen , y = x' sen $ -f- y' cos $ , 
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dadas en el teorema 2 del Artfculo 51\ Tenemos : 
A (a/ cos — y' sen 8 ) 2 + B(x' cos 8 — y' sen 8 ) {xf sen 8 + y' cos 6 ) 
+ C(x' sen 8 + y' cos 6) 2 + D (a/ cos — y' sen 8 ) 
+ E{x> sen + y 1 cos 0) + f = . 

Si desarrollamos y agrupamos los terminos , obtenemos 

A'x'* + B'x>y> + CY 2 + D>x> + E>y> + F' = , (2) 

en donde , 



A ' = A cos 5 + B sen cos + C sen 2 , 

B> = 2(C - A) sen cos + B(cos 2 - sen 5 0), 

C ' - A sen 2 6 - B sen cos 6 + C cos 2 9 , 

D' = Dcos + £'sen 0, 

E' = E cos — D sen 0, 

F> = F. 



(3) 



Si la ecuacidn transformada (2) va a carecer del te"rmino en x'y' , 
el coeficiente^ie B ' debe anularse . Por tanto , debemos tener 

2(C — A) sen cos + B(cos= — sen 2 0) - 0. 

For medio de las fdrmulas trigonom6tricas del angulo doble (Ap6n- 
dice IC , 7) , esta ultima ecuacidn puede escribirse en la forma 

(C- A) sen 20 + fl cos 20 = 0. (4) 

Si A 7* C , de la ecuacidn (4) tenemos la relaci6n 

Si A =* C , entonces la ecuacidn (4) se reduce a la forma 

B cos 20 - . 

Como B ?£ , por hipdtesis, se sigue (Apgndice IB , 2) que 

cos 20 =0. (5) 

El dngulo de rotacidn queda restringido al intervalo 0° < 8 < 90° 
(nota , teorema 2 , Art. 51) , de manera que el intervalo de variation 
para 20 ,es 0° £ 20 < 180° . Por tanto , de la ecuacidn (5) , tenemos 



20-90° y = 45° 
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Resumiendo : 
Teorema 1 . La ecuacidn general de segundo grado 

Ax 2 + Bxy + Cy ! + Dx + Ey + F - , ( 1 ) 

en donde B ^ , puede transformarse siempre en otra de la forma 

A'x' 2 + C'y' 2 + DV + Ey + F - , (6) 

sin tirmino en x'y' , haciendo girar los ejes coordenados un dngulo posi- 

tivo agudo tal que 

ji 
tg 20 = A _p , «' A ^ C , 

y 

e - 45° , «; a _ c . 

NOTA. Por medio del teorema 1, es posible determinar el angulo $ y por 
tanto, los valores de sen 9 y cos S para usarlos en las ecuaciones de transforma- 
cion por rotacion. De aqui que las ecuaciones de transformacion pueden obte- 
nerae antes de hacer la sustitucion en la ecuacidn original. Esto nos conduce a 
reducir considerablemente la caatidad de operaciones en los problemas del tipo 
del ejemplo 2 del Arttculo 51. 

Del teorema 1 podemos deducir una conclusion muy important* . 
El angulo de rotation 6 es de 45° , si A = C , o bien tal que 

tg2e = T^C' si A * c - 

Corno B^O, tg 20 ■£ , y , por tanto , es diferente de cero en 
todos los casos . De acuerdo con esto , la ecuacidn general ( 1 ) puede 
transformarse en la forma (6) girando los ejes coordenados un dngulo 
diferente de cero. Pero hemos visto que, si la ecuacidn (6) repre- 
senta una secci6n c6nica , el eje focal es paralelo a (o coincidente con) 
uno de los ejes coordenados , y recfprocamente . Por tanto , si la 
ecuacidn ( 1 ) represents una c6nica , el eje focal debe ser oblicuo con 
respecto a los ejes coordenados y recfprocamente . Este resultado lo 
enunciamos en el siguiente teorema : 

Teorema 2 . Si la ecuacidn general de segundo grado , 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = , (1) 

en donde B^O, representa una seccidn cdnica , el eje focal es oblicuo 
con respecto a los ejes coordenados , y reciprocamente . 
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74. El indicador I = B 2 — 4AC. En el Articulo 73 vimos que , 
si los ejes coordenados giran un angulo 6 , la ecuaci6n general 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, B * , (1) 

se transforma en la ecuacidn 

A'x' 2 + B'x'y' + C 'y> 2 + D'x> + E'y' + F ' = 0, (2) 

en donde , 

A' = A cos 2 e + B sen cos + C sen 2 , 

B> = 2(C — A) sen cos + B(cos 2 (9 — sen 8 0), 

C = A sen 2 - B sen cos + C cos 2 9 , 

D' = D cos 6 + E sen , 

E' = E cos — 7) sen $ , 

F' = F . 



(3) 



Mas aiin , si se selecciona el angulo de rotacidn 9 como lo especifica 
el teorema 1 del Articulo 73 , la ecuacidn (2) toma la forma 

A'x' 2 + C>y' 2 + D>x> + E>y> + F> - 0. (4) 

En el Articulo 71 presentamos un resumen de la naturaleza del 
lugar geometrico de la ecuacidn (4). Por ejemplo , si A' o C son 
iguales a cero , uno u otro , la ecuacidn (4) representa una parabola 
cuyo eje es paralelo a (o coincidente con) uno de los ejes coordenados , 
o constituye uno de los casos excepcionales de dos rectas diferentes o 
coincidentes , paralelas a uno de los ejes coordenados , o ningun lugar 
geometrico . Ahora diremos , con el fin de una mayor brevedad de 
expresidn , que la ecuacidn ( 4 ) representa una cdnica ginero pardbola . 
Para los demas casos se usaran terminos semejantes al anterior segun 
las siguientes definiciones : 

Definiciones . 1. Si uno de los dos coeficientes A' o C" es 
igual a cero , la ecuacidn ( 4 ) representa una cdnica ginero pardbola , 
es decir , uno cualquiera de los casos especificados en el teorema 3 del 
Articulo 56 . 

2 . Si A' y C son del mismo signo , se dice que la ecuacidn (4) 
representa una cdnica del ginero elipse, es decir, uno cualquiera de los 
casos especificados en el teorema 3 del Articulo 62 . 

3 . Si A' y C" son de signo contrario , se dice que la ecuacidn ( 4 ) 
representa una cdnica del ginero hipirbola , es decir , uno cualquiera 
de los casos especificados en el teorema 4 del Articulo 69 . 

Usando las tres primeras relaciones de ( 3 ) y la identidad trigono- 
mgtrica sen 2 9 + cos 2 = 1, podemos demostrar facilmente que 

B' 2 -4A'C" -B ! -4AC. (5) 
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El lector debe notar particularmente que la relacidn (5) es indepen- 
diente de 6 , el angulo de rotacidn . Como la cantidad B" — 4AC no 
cambia de valor para ninguna rotaci6n de los ejes coordenados, se 
llama invariante y se dice que es invariante por rotation . 

Cuando la ecuacidn (1) es transformada en la ecuaci6n (4), 
B ' — , y la relacidn ( 5 ) se reduce a 

B 2 -4AC- -4A'C". (6) 

Si uno cualquiera de los coeficientes A' o C es igual a cero , la 
ecuaci6n (4) y, por tan to, la (1), es del genero parabola. En este 
caso , la relation (6) muestra que B 2 — 4AC — . 

Si A' y C son del mismo signo, la ecuacidn (4) y, en conse- 
cuencia , la ( 1 ) , es del genero elipse . En este caso , la relation ( 6 ) 
muestra que S 2 — 4AC < . 

Si A' y C difieren en el signo, la ecuaci6n (4) y, en conse- 
cuencia la ( 1 ) , es del genero hipeYbola . En este caso , la relation ( 6 ) 
muestra que B 2 — 4AC > 0. 

Como la expresi6n B- — A AC indica la natural eza del lugar geo- 
m^trico de la ecuacidn (1), llamaremos indicador * a este invariante . 
Denotaremos el indicador por la letra mayuscula I , es decir , 

7 = £ 2 -4AC. 

Los resultados precedentes se pueden resumir en el siguiente 
teorema : 

Teorema 3 . La ecuacidn general de segundo grado , 

Ax 1 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = , 

representa una cdnica del ginero pardbola , elipse o hipirbola , segtin que 
el indicador , I = B 2 — 4 AC , sea cero , negalivo o positivo . 

EJemplo. Determinar la naturaleza del lugar geometrico de la ecuacion 

5x» + 4xi/ + 2y» - Ux - 12y + 29 = 0. (7) 

Reducir la ecuacion a su forma candnica por transformacion de coordenadas. 
Trazar el lugar geometrico y todos los sistemas de coordenadas que hayan sido 
necesarios. 

Solucidn. Para la ecuacion (7) , el indicador es 

/ - B 2 - 4AC - 4 2 - 4 . 5 . 2 » - 24. 

Como / < 0, la ecuacion (7) es del genero elipse. 



* N DEL T. Muchos autores llaman discriminants a esta expresion. 
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Para suprimir el termino en xy, haccmos girar los ejes coordenados un angu- 
lo 9 tal que 

B 4 4 



tg20 = 



A-C 5-2 3 



De tg 20 podemos obtenet cos 29 ya sea por medio de un ttiangulo rectingulo o 
por la relacion 

1 1 

COS 2e = <„r lit = ~- 

de donde. 



cos 29 = 



\/(4/3)»+l 5 " 



Observese que por ser agudo, 16 esta en el primero o en el segundo cuadrantes 
en donde el coseno y la tangente de un angulo son del mi&mo signo. De este 
valor de cos 19 podemos obtener los valores de sen 9 y cos 8 por medio de las 
formulas trigonometricas del angulo mitad (apendice IC, 8) . Asi, 



/ I - cos 18 I 1 - ( 3/5 ) 1 



vi 



l\+cos29 I 

cos • - v — i V" 



l+H/5) 2 



2 VI 

Las ecuaciones de transformation por rotacion son entonces 

1x' - y' 

x =■= x' cos 9 — y' sen 9 = — — , 

V5 

x' + V 

y = x' sen 9 + y' cos 9 = — — . 

Sustituyendo estos valores de x y y en la ecuacicin (7) , obtenemos 

la cual, por simplification, toma la forma 

6*' 2 + y" - 12 VI x' + 19 = 0. (8) 

La ecuacion (8) puede simplificarse, bien por una traslacidn de los ojes 
X' j Y' o completando los cuadrados. El estudiante debe verificar el resul- 
tado, que es la elipse (fig. 101) 

bx"* + y" 1 => 1. 
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En los problemas del tipo considerado en este articulo , la grafica 
se construye , generalmente , a partir de la ecuaci6n mas simple obte- 
nida finalmente por transformacitfn de coordenadas. Se puede hacer 
una comprobaci6n parcial de la exactitud de esta grafica comparando 
sus intersecciones con los ejes originates , cuando existen dichas inter- 




Fig. 101 

secciones , con los valores de estas mismas intersecciones obtenidas a 
partir de la ecuaci6n original . 

El teorema 3 del Articulo 52 establece que el orden en que se efec- 
tuen la traslacidn y la rotation no tiene importancia . Fu6 anotado , 
sin embargo , en la nota 2 de este teorema que , si los t&minos de 
segundo grado forman un cuadrado perfecto, se debe hacer la rotacidn 
de los ejes antes de la traslacion. En seguida demostraremos la 
razdn de esto . Si reemplazamos x y y en la ecuaci6n general ( 1 ) por 
sus valores dados en las ecuaciones de transformacidn para traslacidn 

x = x' + h , y = y' + k , 
obtenemos 

A(af + hy + B(x> + h)(y> + k) + C(y> + k)* + D(x> + h) 

+ E(y> + k) + F= 0, 

la cual , por desarrollo y agrupaci6n de terminos , toma la forma 
Ax 12 + Bx'y' + Cy' 2 + (2Ah + Bk + D) x> + (Bh + 2Ck + E)y' 

+ (Ah 2 + Bhk + Ck* + Dh + Ek + F) = 0. (9) 

Para eliminar los terminos de primer grado de la ecuacidn ( 9 ) basta 
determinar los valores de h y k que satisfacen a las ecuaciones 

2Ah + Bk + D = , Bh + 2Ck + E = 0. 
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Este sistema tiene una solucidn linica para h y k , dada por la regla de 
Cramer (Apendice IB , 6) , solamente si el determinante del sistema 



2A B 
B 2C 



= 4AC — B 2 ^ 0. 



Por tanto , si la ecuacidn ( 1 ) es del genero parabola , en donde 

/ _ B 2 - 4AC - , 

no podemos eliminar los termioos de primer grado comenzando por una 
traslacidn . En general , por lo tanto , siroplificaremos la ecuacion ( 1 ) 
girando primero los ejes . 

EJEEOICIOS. Grupo 34 

Los ejercicios 1-5 se tefieren a las ecuaciones (1) y (2) del Articulo 74. 

1. Demosttat que la cantidad B 1 — 4 AC es invariantc por rotacion, de- 
mostrando que B' 2 - 4A'C = B» - 4AC. (Relacion [5], Art. 74.) 

2. Demosttat que la cantidad A + C es invatiante pot rotacion, haciendo 
ver que A' + C = A + C. Sugeitidn. Usense la ptimeta y tercera telaciones 
de (3), Art. 74. 

3. Si B 9^ peto uno cualquiera de los coeficientes A o C es ceto, o 
ambos A y C son cero, demuesttese que la ecuacion (1) es del genero hi- 
perbola. 

4. Si A y C difiercn en el signo, demuestrese que la ecuacion (1) es del 
genero hipetbola ya sea que B sea positivo, negativo o nulo. 

5. Demostrar que la ecuacion (1) es del genero parabola si los terminos de 
segundo gtado forman un cuadrado petfecto. 

En los ejercicios 6-16, determinar la naturaleza de la conica que representa la 
ecuacion dada, y reducir la ecuaci6n a su forma canonica por transformacion de 
coordenadas. Trazar el lugar geometrico, cuando exista, y todos los sistemas 
de ejes coordenados. 

6. 4x 3 - 24*1/ + lly J + 56* - 58y + 95 = 0. 

7. 4a: 3 - I2xy + 9y 2 - 8 VTlx - 14 VTiy + 117 = 0. 

8. 3x 2 - 4xy - 4y 2 + 16* + 16y -12 = 0. 

9. 5x 3 + 2xy + 10y 2 - 12* - 22y +17 = 0. 

10. x 1 +8xy + \by 2 - 4x - 16y + 7 - 0. 

11. 12x 2 + 12xy + 7y2 - 4x + by - 1 - 0. 

12. 2x 2 - \2xy + 18y 3 + x - 3y - 6 = 0. 

13. Sx 1 - 24 xy + I5y* + 4y_- 4 - 0._ 

14. 3x 2 -2xy + 3y* + 2 y/lx -f>V~2~y + 2 - 0. 

15. 4*3 _ 20xi/ + 25y* + 4x - lOy + 1 - 0. 

16. x a + 2xy + i/ a + Ix - 2y - 1 - 0. 



220 



GEOMETR1A ANALITICA PLANA 



17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 51 por el metodo del Articulo 74. 

18. Resolvet el ejemplo del Articulo 52 pot el metodo del Articulo 74. 

19. Elevando al cuadrado dos veces, eliminense los radicates de la ecuacion 
x'i -(- y)i = 1. Demostrar que el lugar geometrico de la ecuacion resultante es 
una parabola, y determinar que porcion de esta curva representa el lugar geome- 
trico de la ecuacion original. 

20. Si los ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo origen 
sea el punto (h, k) , demostrar que la ecuacion general 

/ (x, (/) = Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 

se transforma en otra ecuacion cuyo termino constante es igual a f (/?, k) . 

75. Definici6n general de cdnica. Veamos ahora una definition 
geom^trica de cdnica que incluye a la parAhola , la elipse y la hi- 
perbola . 

Definici6n. Dada una recta fija ! y un punto fijo F no conte- 
nido en esa recta , sc llama cdnica al lugar geometrico de un punto P 

que se mueve en el piano de I y F 
de tal manera que la razdn de su 
distancia de F a su distancia de I 
es siempre igual a una constante 
positiva . 

La recta fija I se llama directriz, 
el punto fijo F , foco, y la constan- 
te positiva , a la que designaremos 
por e , excentricidad de la cdnica . 
Cuando e = 1 , la definicitfn ante- 

^.X T10T es ' a de l ft par&bola (Art . 54 ) . 

F(Py ) Sin ninguna perclida de genera- 

lidad , podemos t o m a r el eje Y 

Fig. 102 como directriz del punto F(p, 0), 

p^O, como foco (fig. 102). Sea 

P(x , y) un punto cualquiera del lugar geometrico. Desde P tracemos 

el segmento PA perpendicular al eje Y . Entonces , por la definicidn 

anterior , el punto P debe satisfacer la condicidn geom^trica 



Y 

4 



O 




\PF\ 

\pa\ 

lo cual puede expresarse analiticamente por la ecuaci6n 



(1) 



V(x — p) 2 + y 2 _ 

1*1 
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Elevando al cuadrado am bos miembros de esta ecuacidn , quitando 
denominadores y trasponiendo , resulta 

(1 — e 1 )* 1 — 2px + y , + p* = 0. (2) 

Podemos demostrar , reciprocamente , que cualquier punto cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuacidn (2) es un punto que satisface la 
condicidn geom^trica ( 1 ) y , por tanto . esta sobre el lugar geom£- 
trico. De acuerdo con esto , la ecuacidn (2) es la ecuacidn buscada. 

Por lo anteriormente estudiado , reconocemos a primera vista que 
el lugar geom£trico de la ecuacidn (2) es una cdnica , pero su natura- 
leza depende , evidentemente , del valor de la excentricidad e . Hay 
entonces dos casos generales por considerar : I. e = 1 ; II. e^ 1. 

I . e = 1 . En este caso , la ecuacidn ( 2 ) toma la forma 

-2px + y* + p 2 = 0. 

Esta ecuacitfn puede escribirse 

*'-2p(*-f), 

que representa una parabola cuyo v6rtice es el punto \~w , J y cuyo 

eje coincide con el eje X . 

II . e^l. En este caso , 1 — e 2 5^ . Dividiendo la ecuacidn 
(2) por 1 — e 2 , obtenemos 

rf.-?^ , + _»!__ ^ 



1 _ e - 1 - e- 1 - e 2 " 

Completando el cuadrado en x , podemos reducir esta ecuacirtn a la 
segunda forma ordinaria de la ecuacidn de una cdnica central , 



(-Tb)' 



pV + _pV_ 1- (3) 

(1 _ e 2 ) 2 1 - e 2 

El que la ecuacion (3) represente una elipse o una hiperbola depende 
del valor de e . Tenemos entonces dos subcasos : 

a) e < 1 ; b) e > 1. 

a) e < 1 . En este caso , 1 — e 2 < , y ambos denominadores 
en el primer miembro de (3) son positivos. Por tanto, el lugar 
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geom^trico de la ecuaci6n (3) ea una elipse. Vamos ahora a demos- 
trar que el valor de e dado por la ecuacidn (3 ) es identico al valor 

previamente definido de — (Art. 61) . 

En efecto : Por ser 





a 2 pV v 6 J - pV 
a ~ (1 - e a ) 2 y ° 1 - e 2 ' 


tenemos : 




c 2 = a 2 


., pV p 2 e 2 
(1-e 2 ) 2 " 1-e 2 




p 2 e 2 p 2 e 2 (l — e 2 ) pV 
(1-e 2 ) 2 (1-e 2 ) 2 (1-e 2 ) 2 


Entonces 


c 2 p ! e 4 (1-e 2 ) 2 
a 2 " (1-e 2 ) 1 pV " e ' 



de donde , — = e , que ea lo que se queria demostrar . 

b) e > 1 . En este caso , 1 — e 2 < . Por tanto , con el fin de 
tener ambos denominadores positivos, escribimos la ecuaci6n (3) en 
la forma 

, 2 



G-r^y 



-_jT__ 



p'e 2 p 2 e* ~ * ^ 4) 

(1 - e 2 ) 2 e 2 - 1 

Evidentemente , el lugar geomdtrico de la ecuaci6n (4) es una hipe>- 

bola . Analogamente a como hicimos para la elipse podemos demostrar 

que el valor de e dado por la ecuaci6n (3) es identico con su valor 

c 
previamente definido de — (Art. 65). 

Podemos ahora establecer el siguiente teorema : 

Teorema 4 . Una cdnica es una pardbola , una elipse o una hipir- 
bola , segun que su excentricidad sea igual a, menor que , o mayor que la 
unidad . 

NOT A. El lector debe obsecvat el paralelismo entre los valores del indicador 
1 = B z — 4AC y de la excentricidad e de las diversas c6nicas, como aparece en 
el siguiente cuadro. 

PARABOLA ELIPSE HIPERBOLA 

Indicador 1 = B 2 - 4AC 1 = ] < / > 

Excentricidad e e = l e<l e>l 
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Ejemplo 1. Determinar la ecuacion de la conica que tiene poi foco el punto 
F (— 1, — 2) , directriz la recta I : x — y -f- 1 = y excentiicidad e — Yi . 

Soluci6n. Por la definition general, el lugar geometiico es una elipse, y 
su ecuacion puede obtenerse a partir de la relation 

V(x + l) 2 +(y + 2)* _ 1 
U- y + 1 I 2" 

VI. 

Si elevamos al cuadiado, quitamos denominadores, trasponemos y agrupamos 
teiminos, obtenemos la ecuacion buscada, 

7x" + Ixy + 7y2 + 14jc + 34y + 39 = 0. 

Esta ecuacion representa la elipse de la figura 103. 




Fig. 103 

La determination de la ecuacitfn de la directriz de una parabola ya 
ha sido considerada en el Capitulo VI . Ahora determinaremos las 
ecuaciones de las directrices de las c6nicas centrales. Estas c6nicas 
tienen cada una dos focos y, por tanto , dos directrices, correspon- 
diendo una a cada foco . 

De la simetria de las c6nicas, se s'igue , por la ecuaci6n (2) , que 
el eje focal es perpendicular a la directriz . Por tanto , si tomamos la 
ecuaci6n de la elipse en su forma canonica , 



x v 
a 2 + 6 2 



(5) 



las ecuaciones de sus directrices son de las formas x = k y x — I , 
correspondiendo a los focos (c, 0) y (— c, 0), respectivamente , tal 
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como se indica en la figura 104. Para el foco (c, 0) y su directriz 
correspondiente x = k , tenemos , de la definici6n general de las c6- 
nicas , 

(6) 



V(s-c) 1 



V 



x - k 



Se deja al lector , como ejercicio , la demostracidn de que la ecuaci6n 
(6) se reduce a la forma ordinaria 



/ ,'fc- c V 

e l {k — c ) i 
(l_ e 2 ) 2 



e^jk-c) 
1-e 2 



i=l- 



(7) 



Como las ecuaciones (5) y (7) representan un mismo lugar geom6- 

trico , una elipse cuyo centro 
esta en el origen , de la ecuacitfn 
( 7 ) se sigue que 




e 2 k — c = 0, 



*-X de donde , 



k = — = — = — 
e- e' e 



Fig 104 



Por tan to , para el foco (c , 0) , 
de la olipse (5) , la ecuacidn de 



la directriz es x = — . Analogamente , para el foco (— r, 0) y la 



directriz correspondiente x = I , hallamos x = 



a 
e 



Exactamente por el mismo procedimiento, hallamos, para la hiper- 
bola, b 2 x 2 — a 2 y i = a" 6 2 , que sus focos (c, 0) y (— c, 0) tienen 
por directrices corre=ipondientes a las re etas cuyas ecuaciones son , res- 



pectivamente , x = 



e 



Los resultados precedentes estan comprendidos en el siguiente 

Teorema 5 . Para la elipse b- x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 y la hiperbola 
b-x°- — a 2 y 2 = a 2 b 2 , cada una de excentricidad e, los focos (ae , 0) 
y ( — ae , ) tienen como directrices correspondientes las rectos cuyas 



ecuaciones son x = — y X 



— — , respectivamente. 
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Ejemplo 2. Hallar las coordcnadas de los focos y las ecuaciones de las direc- 
trices correspondientes de la hiplrbola 3x 2 — y 2 — 12. 

Solucidn. E'cribiendo la ecuacion en la forma ordinaria, 

£f - yl = 1 
4 12 



vemos que a 2 = 4 y £> 2 = 12. Por tanto, c 3 = a 3 + b 2 = 16. y la excentrici- 

2 



dad e = — = — = 2. Entonces, por el teorema 5 anterior, la ecuacion de la 



Y 



(-4,0) 



x=-l x=l 
Fig. 105 



(4,0) 



directriz correspondiente al foco (4, 0) es x = — , o sea, x = 1 , y la ecua- 

e 

cion de la directriz correspondiente al otro foco (—4, 0) es x = — — , o sea, 

e 

x - - 1 (fig. 105) . 



EJERCICIOS. Grupo 35 

En cada uno de los ejercicios 1-5, hallar la ecuacion de la conica respectiva a 
partir de los datos dados. 

1. Foco (0, 0) ; directriz: x + 2y + 2 = 0; excentricidad = 1. 

2. Foco (1, — 2) ; directriz: x — 2y = 0; excentricidad = — — . 

3. Foco (— 1, — 1) ; directriz: 4x + 1y = 12; excentricidad = 5. 

4. Foco (3, 3) ; directriz: x + 3y = 3; excentricidad =• 2. 

Vio 

5. Foco (1, — 3) : directriz: 3x + y — 3 =» 0; excentricidad = — - — . 



Lehimnn. — 16. 
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6. Demostrar que cualquier punto cuyas coordenadas satisfaccn la ecua- 
cion (2) es un punto que satisface la condicion geometrica (1) del Articulo 75. 

7. Hallar las coordenadas del vertice de la parabola del ejercicio 1. 

8. Hallar las coordenadas del centio de la elipse del ejemplo 1, Articulo 75. 

9. Demostrar que la ecuacion (7) del Articulo 75 se deduce de la ecuaci6n 
(6) del mismo articulo. 

10. En la ecuacion (7) del Articulo 75, demostrar que si k = — el deno- 

e 

2 / L \ 2 2 / 1. ~\ 2 

minador — ^— es igual a a 2 y el denominador -?— - — c — es igual a 6 2 . 

(1 - e 2 ) 2 1 - e 2 

11. Demostrar que el punto (— ae, 0) y la recta x = — — son un foco y 

e 

una directriz correspondientes de la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 6 2 . 

En cada uno de los ejercicios 12-16, hallar las coordenadas de los focos y las 
ecuaciones de las directrices correspondientes de la c6nica cuya ecuacion se da. 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

12. 5x 2 + 9y 2 = 45. 14. 5x 2 + y 2 = 5. 

13. 16x 2 - 9y 2 = 144. 15. 2y 2 - 7x 2 = 14. 

16. 9jc 2 + 25y 2 - 18^ - 50y - 191 - 0. 

17. Demostrar el teorema 5 del Articulo 75 para la hiperbola. 

18. Por medio del teoiema 5, Articulo 75, resolver el ejercicio 20 del gru- 
po 27. Articulo 61, y el ejercicio 22 del grupo 30, Articulo 65. 

1$. Para la elipse a 2 x 2 + b 2 y 2 = a 2 b 2 . demostrar el teorema correspon- 
diente al teorema 5 del Articulo 75. 

20. Para la hiperbola a 2 x 2 — 6'y 2 = a 2 6 2 , demostrar el teorema corres- 
pondiente al teorema 5 del Articulo 75. 

76. Tangente a la cdnica general. La determinaci6n de las ecua- 
ciones de las tangentes a las cdnicas se facilita considerablemente por 
el uso de la ecuaci6n de la tangente a la cdnica general , 

Ax 2 + Bxy + Cy i + Dx + Ey + F = Q, 

en un punto de contacto dado , tal como lo establece el teorema 6 . 
La demostraci6n de este teorema se apoya en la aplicacion de la condi- 
ci6n para tangencia (Art. 44) y, por tan to , se deja al estudiante 
como ejercicio . 

Teorema 6 . La ecuacion de la tangente a la cdnica general 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, (1) 

en cualquier punto de contacto dado Pi (xi , yi) , es 

Axix + -f (xiy + yix)+Cyiy+y (x + xi) + f (y+yi)+F = 0. (2) 
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NOTAS. 1. Si las variables en la ecuacion (1) se escriben en la forma: 

x * = xx , X „-£K+J£*. ■„»-„(,, x-i±*. v-*±*- 

y el subindice 1 es colocado a una variable en cada tirmino, se obtiene inmedia- 
tamence lz ecuacion (2) . Este metodo para recordar la ecuacion de la tangente 
es muy util, peio el estudiante debe observar que, segun todo lo demostrado, se 
aplica solamente a las ecuaciones de segundo grado con dos variables. 

2. El teorema 6 puede usarse aun cuando no se conozca el punto de contacto. 
Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto 
(4, 1) a la conica 

2x 2 - xy + y* + x - 3y + 2 = 0. (3) 

Solucidn. Sean (xi, t/i) las coordenadas de uno de los dos puntos de con- 
tacto. Entonces. por la nota 1 del teorema 6 anterior, la ecuacion de la tan- 
gente en este punto de contacto es 

2x lX - Vi ( Xl y + yi x)+ yi y + Vi U + *,) - % (y + y ,) + 2 -0. (4) 

Como el punto (4, 1) debe (star sobre csta tangente, sus coordenadas deben 
satisfacer esta ultima ecuacion, y tenemos 

8x, - y 2 ( JCl + 4y,)+ y,+ H (4 + jc,)- %(\ + y,) + 2 = 0. 

la cual se simplifica y se reduce a 

16*, -5„, + 5-0. (5) 

Las coordenadas (*,, t/i) del punto de contacto satisfacen la ecuacion (3) , 
y tenemos 

2x, 2 - Xi yi + y, 2 + x, - 3y, +2 = 0. (6) 



Las soluciones comunes de las ecuaciones (5) y (6) son xi =0, t/i = 1, y 

x, = , yi = — -. Por tan to, los puntos de contacto son (0, 1) y I — , — - 1. 

1 113 113 v ' ' V 1 13 113^ 

Las ecuaciones de las tangentes que se buscan pueden obtenerse como ecuaciones 
de las rectas que pasan por dos puntos: el punto (4, 1) y cada punto de con- 
tacto, o tambien sustituyendo las coordenadas de cada uno de los puntos dc 
contacto en la ecuacion (4) . Por cualquiera de los dos metodos obtenemos 
y — 1=0 y 32x + 103 1/ — 231 = para las ecuaciones buscadas. 
El estudiante debe trazar la figura correspondiente a este ejemplo. 

77. Sistemas de conicas. En la ecuacion general de las conicas, 

Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = , ( 1 ) 

los coeficientes representan seis constantes arbitrarias que , sin embar- 
go , no son independientes , porque uno cuando menos de los tres 
coeficientes A , B y C es diferente de cero , y , si dividimos la ecua- 
cion ( 1 ) por uno de estos coeficientes diferentes de cero veraos que 
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solamente hay cinco constantes arbitrarias o parametros independien- 
tes . Por tanto , la ecuacidn de una c6nica esta perfectamente deter- 
minada por cinco condiciones independientes, como maximo. Por 
ejemplo , una cdnica esta determinada si se conocen las coordenadas 
de cinco cualesquiera de sus puntos . Para una parabola , sin embargo , 
sdlo se requieren cuatro ccadiciones , pues en este caso los coeficientes 
de la ecuacidn (1) satisfacen la relation B 1 — 4AC = 0. Para deter - 
minar la ecuacidn de una cdnica que pasa por un grupo de cinco puntos 
dados , basta sustituir las coordenadas de cada uno de estos puntos en 
la ecuacidn ( 1 ) y resolver el sistema resultante de cinco ecuaciones , 
para cinco cualesquiera de los coeficientes , en te'rminos del sexto coefi- 
ciente , siempre que este ultimo coeficiente sea diferente de cero . 

Si una ecuacion algebraica de segundo grado con dos variables con- 
tiene una o mas constantes arbitrarias o parametros independientes , 
representa , en general , una familia o sistema de cdnicas . Hemos dis- 
cutido anteriormente los sistemas de rectas (Art. 36) y los sistemas 
de circunferencias (Art. 42) ; por tanto, los principios basicos de los 
sistemas de curvas son ya familiares al lector. Por ejemplo, la 
ecuaci6n 

I s -2xy + ky* + 2x-y+l = (2) 

representa una familia de curvas de un pardmetro. La ecuacidn de 
cualquier elemento de esta familia puede obtenerse especificando o 
determinando un valor particular para k. Asi , la ecuacion (2) repre- 
senta una parabola si k = 1 , elipses si k > 1 e hipe>bolas si k < 1 . 
Una familia de cdnicas interesante es el sistema formado por las 
conicas que pasan por las intersecciones de dos cdnicas dadas . Si u y v 
son las funciones de segundo grado en las dos variables x y y , enton- 
ces las dos cdnicas dadas pueden representarse por las ecuaciones 

u-0, (3) 

t> = 0. (4) 

Si las cdnicas (3) y (4) se cortan , las coordenadas de cualquiera de 
los puntos de in terseccidn satisfacen ambas ecuaciones (3) y (4) y, 
por tanto , satisfacen tambi^n a la ecuacidn 

u + kv = (5) 

para todos los valores del parametro k (ver el Articulo 42 ) . En con- 
secuencia , la ecuacidn (5) representa una familia de curvas que pasan 
por las intersecciones de las cdnicas (3) y (4). Como fc es una cons- 
tante, el grado de la ecuacidn (5) no puede ser mayor que 2 , y , en 
general , la ecuacidn representara, por lo tanto, un sistema de cdnicas , 
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Pero , para algun valor de fc , el elemento correspondiente de la iami- 
lia (5) puede ser una recta ; ya vimos un ejemplo de esto al estudiar 
el eje radical (Art. 43) . 

Ejemplo. Hallar la ecuaci6n de la conica que pasa por el punto (2, — 1) 
y los puntos de intersecci6n de las conicas x 1 + Ixy — 2</' + 2x + y + 1 = y 
Zx- + xy + y a - 5jc + 3y - 4 = 0. 

Solucidn. La ecuaci6n de la familia de curvas que pasan por los puntos de 
intersection de las conicas dadas son 

jjS + z xv _ 2,/ + 2jc + „ + 1 + k (lx" + xy + y" - 5x + 3y - 4) - 0. (6) 

Si una de las curvas de la familia (6) pasa por el punto (2, — 1) , las coorde- 
nadas de ese punto deben sacisfacer la ecuacion (6) , y tenemos 

4 — 4 — 2+4— l + l + fc(8 — 2+1 — 10-3 — 4) = 0, 

de donde, 2 + k (— 10) = y k = }i. Sustituyendo este valor de ft en (6) , 
obtenemos 

7x 2 + Uxy - V + 5* + 8(/ + 1 - 

como ecuacion de la conica buscada. 

El estudiante debe dibujar una figura para este ejemplo. 

Consideraremos ahora el caso importante de las cdnicas homofocales , 
es decir , aquellas que tienen el mismo foco . Un sistema tal , para, 
ctfnicas centrales , se representa convenientemente por la ecuaci6n 

*' + y* =i ( 7 ) 

en donde k es el parametro . En la discusi6n que sigue , considerare- 
mos a > b . Evidentemente , k no puede tomar ninguno de los valo- 
res — a? o — 6' o cualquier otro valor menor que — a 2 . 

Para todos los valores de k > — 6* , la ecuaci6n (7) representa 
elipses . Para cada elipse , la distancia del centra a uno de sus focos 
esta dada por 

c = v'^ + AJ-^ + Jfc) - Va 2 -6 S . 

( 'omo c es una constante independiente del valor de k , todas las 
Hipses tienen los mismos focos \±y/a'—b 1 , o) . 

Para todos los valores de k tales que — a* < k < — b 1 , la ecua- 
<"i6n (7) representa hiperbolas . En este caso, el primer denominador 
en^l primer miembro 4e (7) es positivo y el segundo denominador es 
Jiegativo ; por tanto , la ecuaci6n puede escribirse en la forma 

*' _ V* _ , 
a* + i- - b* -i 
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Entonces , para cada hiperbola , la distancia del centra a uno de sus 
focos est& dada por 



todas estas cdnicas tienen 



c = V ((1* + k) + (- 6 2 - k) = V a 2 -b\ 

Luego todas las hipeVbolas tienen los mismos focos, y estos focos son 
id6nticos a los de las elipses . Hemos demostrado entonces que , para 
todos los valores admisibles de k la ecuacion (7) represents un sistema 
de elipses e hipeVbolas homofocales . En la figura 106 aparecen varios 
elementos de este sistema , siendo los focos los puntos F y F' . Como 

un eje focal comtin y un eje normal co- 
mun , se dice que son coaxiales. 

Sea Pi(xi , yi) un punto cual- 
quiera no contenido en ninguno de 
los ejes coordenados . Si una co- 
nica del sistema (7) pasa por Pi , 
sus coordenadas (xi , y\ ) deben 
satisfacer a la ecuacidn ( 7 ) , y 
tenemos 




Xl< 



n* 



+ k ' b 2 +k 



= 1 



que puede escribirse en la forma 

F + (a 2 + 6 s - xf - yi 2 )k + a 2 & 2 

-& 2 H e -a 2 2/i 2 = 0. (8) 

Para a > b , puede demostrarse 
que las ralces de esta ecuaci6n cuadratica en k son reales y desiguales , 
estando comprendida una entre — a 2 y — 6 2 , y siendo la otra mayor 
que — b 2 . (Ver los ejercicios 23-25 del grupo 36 siguiente . ) Pero 
para la primera raiz el sistema ( 7) produce una hipeVbola , y para la 
segunda raiz , una elipse . Por tanto , tenemos el siguiente resultado : 

Por un punto cualquiera, no contenido en uno de los ejes coordenados , 
pasan una hipirbola y una elipse del sistema ( 7) de conicas homofocales . 

Tricemos los radios vectores de Pi ; son los inismos para ambas , 
la hipeVbola y la elipse , ya que estas cdnicas son homofocales. Sea 
P\T la bisectriz del angulo FP\ F' formado por los radios vectores 
de Pi . Entonces , por el teorcma 6 del Articulo 63 , Pi T ,es normal a 
la elipse en Pi . y por el teorcma 7 del Articulo 70 , .Pi T es tangente 
ii la hiperbola en Pi . Por tanto , la elipse y la hiperbola se cortan 
ortogonalmentc en Pi . Corno Pi representa un punto cualquiera no 
contenido en un eje corirdenado , tenemos el siguiente resultado : 
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La familia de elipses y la familia de hip&rbolas del sistema (7) de 
conicas homofocales son trayeclorias ortogonales entre s{ . 

Debido a esta propiedad , se dice que una familia de c6nicas cen- 
trales homofocales es auto-ortogonal . Un ejemplo de una familia auto- 
ortogonal de parabolas es el sistema de dichas curvas que tienen un 
foco comun y un eje comun . Tal sistema puede representarse conve- 
nientemente por la ecuaci6n 

y» = 4*(* + *), (9) 

en la que el parametro h puede tomar todos los valores reales excepto 
cero . Las parabolas del sistema (9) tienen un foco comun en el origen, 
y el eje X como eje comun ; se abren hacia la derecha o hacia la 
izquierda segun que k > o k < 0. Las parabolas que se abren en di- 
recciones opuestas se cortan ortogonalmente . (Ver los ejercicios 28-30 
del grupo 36 siguiente . ) 



EJERCICIOS. Grupo 36 

Los ejercicios 1-6 deben resolverse usando el teorema 6 del Articulo 76. 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la c6nicj 

jc 2 - 2xi/ + y? + 4x - y - 3 - 

en el punto (1, 2) . 

2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la c6nica 

x 2 — xy + y- + 2x — 2y — 1 - 0, 
de pendiente 3. 

3. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la c6nica 

x J - 2xy + y' + 2x - 6 = 0, 

trazadas por el punto (— 3, —7). 

4. Para el punto (1, 1) de la conica x* + 2xy + y* + 2x — by = 0. hallar 
las ecuaciones de la tangente y de la normal, y las longitudes de la tangente, 
normal, subtangente y subnormal. 

5. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la conica 3xy — 2x + y — 1=0 
que son perpendiculares a la recta 2x — 2y + 7 = 0. 

6. Hallar el angulo agudo de interseccion de la recta 2x — y — 1 = y la 
conica x 2 — 4xy + 4y 2 -f- 2y — 2x — 1 = en cada uno de sus puntos de inter- 
seccion. 

7. Demostrar el teorema 6 del Articulo 76. 

8. Demostrar que los resultados del ejercicio 10 del grupo 18 (Art. 45), 
teorema 4, Articulo 57; teorema 4, Articulo 63, y teorema 5, Articulo 70, 
pueden obtenerse como corolarios del teorema 6, Articulo 76. 
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9. Hallai la ecuacion de la tangente a la circunferencia 

x 2 + y 2 + Dx + Ey + F = 

en el pnnto de contacto P] (jri, yx) . 

10. Por ties metodos diferentes, hallai la ecuacion de la tangente a la 
circunferencia x* + y 2 — Ax — by — 12 = en el punto (5, 7) . 

11. Suponiendo que k es una constante diferente de cero, demostiai que el 
tiiangulo foimado poi los ejes cooidenados y cualquiei tangente a la hiperbola 
equilacera xy = k tiene un area constante. (Ver el ejercicio 20 del grupo 33, 
Articulo 70.) 

12. Si a es una constante difeiente de cero, demostrar que la suma .Igebrai- 
ca de los segmentos que una tangente cualquieia a la c6nica 

x 3 — Ixy + y 2 — lax — lay + a 2 = 

dcteimina sobre los ejes coordenados es igual a a. 

13. La ecuaci6n de una familia de c6nicas es 

x 2 + xy - y 2 + ax + by + 5 = 0. 
Hallai la ecuacion del elemento de la familia que pasa por los dos puntos (1, 2) 

'(-f -?> 

14. Hallai la ecuacion de la conica que pasa por los cinco puntos (— 1, 6) , 
(2, 5), (3, 4). (4, 1) y (-5, 4). 

15. Hallai la ecuacion de la parabola que pasa por los cuatro puntos (1, 0) , 

(-!•-{)■ (f -£)*(-«.».. 

16. Hallar la ecuacion de la c6nica que pasa por los cinco puntos (1, 1) , 
(2, 0), (-1, iy (0, 0) y (2. - 1). 

17. Sobre el mismo sistema de ejes coordenados. tracense cinco elementos de 
la familia de conicas representada por la ecuaci6n (2) del Articulo 77, asignan- 
do al parametro k los valores — 1, 0, 1, 2, 3. 

18. Hallar la ecuacion de la conica que pasa por el punto (— 2, 3) y poi 
las intersecciones de la3 conicas 

x 2 + Ixy + y 2 - Ix + Jy + 1 - y Ixy + Ix - y - 2 - 0. 

19. Hallar la ecuacion de la conica que pasa por el punto (4, — 2) y por 
las intersecciones de las conicas 

■x 2 + xy + y- + x — 3y — 1 = y Ix 2 — xy — Ix + y =0. 

20. Esciibii la ecuacion de la familia de curvas que pasan por las intersec- 
ciones de la circunferencia Ix 2 + 2y 2 = 5 y la elipse x 2 + 3y 2 — 5. Demostrar 
tjue, cuando el parametro es igual a — 1, el elemento de esta familia consiste en 
dos rtctas que se ceitan. 

21. Hallar las ecuaciones de las parabolas que pasan por. las intersecciones 
d* las conicas 4x 2 -J- y 2 — 4 — i) y xy + ~ix + 5y + 3=0. ^vgestion. Cal- 
cilese el valor del parametro usando la relacTcui £* — 4AC = 0. 

22. Hallar las ecuaciones de las parabolas que pasan por las intersecciones de 
las conicas 2xy + ly* + 3x - y — 1— 6 y x 3 — xy + lg* + x + tf — 3=0. 
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23. Demostrar que las raices de la ecuacion (8) , Articulo 77, son reales y 
desiguales demostrando que su discriminate puede escribirse en la forma de la 
cantidad positiva 

(a 2 - b 2 - xi* + yS) 2 +4x l *y l *. 

24. Demostrar que una raiz de la ecuacion (8), Articulo 77, esta ccmpren- 
dida entre — a 2 y — b 2 demostrando que el primer miembro de la ecuacion es 
igual a la cantidad positiva (a 2 — b")xi 2 , a > b, x> ^ o, para k = — a 2 , Y 
que es igual a la cantidad negativa (b 2 — a 2 ) yi", a > b, yi ^ o, para k igual 
a - b 2 . 

25. Demostrar que si se toma suficientemente grande la cantidad positiva /., 
entonces, para k = — b 2 + X, el primer miembro de la ecuacion (8) , Articulo 77, 
tiene un valor positivo y, por tanto, que en vista del ejercicio 24, la ecuacion 
(8) tiene una raiz comprendida entre — b 2 y — b 2 + X. 

26. Discutir el sistema de conicas representado por la ecuacion 



= 1. 



9 + * ' 5 + k 

Utilizando los mismos ejes coordenados, dibujar los seis elementos de este sis- 
tema correspondientes a los valores de k <= 0, 7, 16, — 8, — 7, — 6. 

27. Hallar las ecuaciones de las dos conicas del sistema del ejercicio 26 que 
pasan por el punto (2, 3). 

28. Discutir el sistema representado por la ecuacion (9) del Articulo 77. 
Sobre unos mismos ejes coordenados, dibujar los seis elementos de este sistema 
correspondientes a los valores de k = 1, 2, 3, — 1, —2, —3. 

29. Demostrar que por cualquier punto no contenido en el eje X, pasan 
precisamente dos parabolas del sistema (9) del Articulo 77, abriendose una de 
ellas hacia la derecha y la otra hacia la izquierda. 

30. Demostrar que la familia de parabolas homofocales y coaxiales del sis- 
tema (9) del Articulo 77 es auto-ortogonal. Sugestion. Usese el teorema 7. 
Articulo 59. 

78. Secciones planas de un cono circular recto. El nornbre de 
secciones conicas con que se designa a la par&bola , elipse e hip^rbola 
tienen suflrigen en el hecho de que estas curvas se obtuvieron porpri- 
mera vez como secciones planas de un cono circular recto . 

Consideremos un cono circular recto de v^rtice V , cortado por un 
piano it que no pase por V , tal como se indica en la figura 107. 
Sean S y S' dos esferas inscritas en el cono y tangentes a jt en los 
puntos F y F' , respectivamente . Sean my m los pianos respecti- 
vos de los circulos de contacto de las esferas S y <S' y el cono ; estos 
pianos son perpendiculares al eje del cono . Scan I y V , respectiva- 
mente , las intersecciones de jt con m y 3t» . Vamos a demostrar 
que C 4 curva de interseccidn de jt y el conOj es una seccidn conica 
que tiene a F y F' por focos y a I y I' , respectiyamentej como 
directrices correspondientes. 
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Sea P un punto cualquiera de C. Tracemos PA, perpendicular 
a I , y la generatriz VP del cono que toca a los circulos de contacto 
de S y S' en los puntos B y B' , respectivamente . Como PF y 
PB son tangcntes a S , tenemos 



PB\=\PF\ 



(1) 



Sea a el angulo formado por jt y jti . Este es tambien el angulo 
que forma el piano jti y la recta PA y el mismo angulo formado 
por jti y la recta trazada desde cualquier punto de C perpendicular 



N B 





Fig. 107 

a I . Por P tracemos una perpendicular PN a Jti . Tracemos tam- 
bien el segmento AN en jti . Esto nos da el triangulo rectangulo PAN 
indicado en la seccion vertical de la derecha en la figura 107. Por 
tan to , 

|PiV| = | PA [sen a. (2) 



Sea (i el angulo formado por jti y cualquier generatriz del cono. 
Este angulo es constante para un cono circular recto dado . Tracemos 
el segmento BN en m . Esto nos da el triangulo rectangulo PA r B 
indicado en la seccion vertical de la izquierda de la figura 107. Por 
tanto , 

\PN\ = |PBlsen p, ■ . (3) 
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De (1), (2) y (3), tenemos 



\PF\ 

\pa\ 



sen a 
sen |3 ' 
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(4) 



Para cada piano secante it , el angulo a es constante ; tambien el 
angulo (3, como acabamos de ver, es constante . Por tanto , el segundo 
miembro de ( 4 ) es una constante positiva que puede designarse por e , 
de manera que 

\pf' 



= e. 



PA 



Pero esta relation es , precisamente , la condition geom£trica ( 1 ) del 
Articulo 75 de la definici6n general de conica . Por tanto , C es una 






(a) Parabola 



(6) Elipse 
Fig. 108 



(c) Hiperbola 



c6nica que tiene el foco F y la directriz correspondiente I . Analoga- 
mente , podemos demostrar que F' y I' son, respectivamente , un 
foco y una directriz correspondientes de C . 

El angulo (5 es una constante para un cono dado , pero el angulo a 
varia a medida que el piano secante ;t toma diferentes posiciones. 
Si a = (3 , la ecuacirin (4) muestra que e — 1 , y la seccion es una 
parabola ; en este caso , el piano it es paralelo a una generatriz del 
cono y , por tanto , corta solamente una hoja de la superficie conica , 
como se indica en la fjgura 108 (a) . Si a < f5 , la ecuaci6n (4) indica 
quo e < 1 , y la seccion es una elipse ; en este caso , el piano n corta 
todas las generatrices de la superficie del cono , como se ve en la figu- 
ra 108 (6). En particular, si a = 0, el piano jt es perpendicular al 
cje del cono, y la seccidn es una circunferencia. Finalmente, si a > ft , 
la ccuacion (4) indica que e > 1 , y la seccion es una hiperbola ; en 
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este caso , el piano it corta a las dos hojas o ramas de la superficie 
cdnica , como se ve en la figura 108 («) . 

Podemos anotar aqui tambien algunos de los casos limite de las 
secciones conicas. Asi , consideremos el caso en que el piano secante n 
pasa por el vfrtice V del cono . Si a < P , el piano n no corta a nin- 
guna generatrix del cono, y tenemos un solo punto , el veVtice V. 
Si a = P , el piano it es tangente a la superficie a lo largo de una 
generatriz del cono , y tenemos una sola recta . Si a > p" , cl piano 
pasa por dos generatrices distintas del cono , y tenemos como seccidn 
un par do rectas que se cortan en cl vdrtice . 



CAPITULO X 



COORDENADAS POLARES 



79. Iutroduccion. Hasta este punto , en nuestro estudio de pro- 
piedades geom6tricas por mdtodos analiticos , hemos utilizado un solo 
sistema de coordenadas . Ahora vamos a introducir y emplear otro sis- 
tema conocido como sistema de coordenadas polares. En vista de la 
utilidad demostrada del sistema de coordenadas cartesianas rectangu- 
lares , el lector puede pensar que no hay necesidad de considerar otro 
sistema . Pero veremos , sin embargo , que para ciertas curvas y tipos 
de lugares geom&ricos el uso de coordenadas polares presenta algunas 
ventajas sobre las coordenadas rectaugulares . 

80. Sistema de coordenadas polares. Por medio de un sistema de 
coordenadas en un piano , es posible 

localizar cualquier punto del piano . 
En el sistema rectangular esto se efec- 
ttia refiriendo el punto a dos rectas 
fijas perpendiculares llamadas ejes de 
coordenadas (Art. 4). En el sistema 
polar , un punto se locaiiza especifi- 
cando su posicidn relativa con respecto 
a una recta fija y a un punto fijo de esa 
recta . La recta fija se llama eje polar; 
el punto fijo se llama polo . Sea (figu- 
ra 109) la recta horizontal OA el eje 
polar y el punto el polo . Sea P un 
punto cualquiera en el piano coorde- 

nado. Tracemos el segmento OP y designemos su longitud por r. 
Llamemos 6 al dngulo AOP . Evidentemente , la posicidn del pun- 
to P con relation al eje polar y al polo es determinada cuando se 
conocen r y 6 . Estas dos cantidades se llaman las coordenadas polares 
del punto P ; en particular , r se llama radio vector y 8 dngulo polar , 




P'(-r.e) 



Fig. 109 



23 8 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

dngulo vectorial o argumento de P. Las coordenadas polares de un 
punto se indican dentro de un par^ntesis, escribiendose primero el 
radio vector . Asi , las coordenadas de P se escriben (r , ) . La linea 
recta que pasa por el polo y es perpendicular al eje polar se llama el 
eje a 90° . 

El angulo polar se mide como en Trigonometria considerando el 
eje polar como lado initial y el radio vector como lado final del angulo 
(Apendice IC , 1), es decir, partiendo del eje polar hacia el radio 
vector ; se considera positivo o negativo segun que el sentido seguido 
sea opuesto al de las manecillas de un reloj o el mismo . Algunos auto- 
res , siguiendo los convenios hechos en Trigonometria , consideran que 
el radio vector nunca debe ser considerado como negativo ; otros auto - 
res , en cambio , admiten que el radio vector puede tomar todos los 
valores reales . Nosotros seguiremos este ultimo convenio . Segun esto, 
si un punto tiene un radio vector negativo , se mide primero el dngulo 
polar de la manera ordinaria , y despue's se toma el radio vector en la 
prolongacidn del lado final . As! , un punto P ' , de coordenadas 
(— r , ) , se localiza como se indica en la figura 109 . 

Es evidente que un par de coordenadas polares (r , ) determina 
uno y solamente un punto en el piano coordenado . El reciproco , en 
cambio , no es verdadero , porque un punto P determinado por las 
coordenadas (r , 0) esta tambi^n determinada por cualquiera de los 
pares de coordenadas representadas por (r, + 2jira) , en donde x 
esta dado en radianes y n es un entero cualquiera . El punto P puede 
determinarse tambien por cualquiera de los pares de coordenadas 
representados por (— r, + xn) , en donde n es un entero impar 
cualquiera . Mientras el sistema rectangular establece una correspon- 
dencia biunivoca entre cada punto del piano y un par de numeros 
reales , esta correspondencia no es unica en el sistema polar , porque 
un punto puede estar representado por uno cualquiera de un numero 
infinite de pares de coordenadas polares . Es esta carencia de recipro- 
cidad unica en el sistema polar la que nos conduce , en algunos casos , 
a resultados que difieren de los obtenidos en el sistema rectangular. 

Para la mayor parte de nuestros propositos , un par de coordenadas 
polares es suficiente para cualquier punto en el piano . Como nuestra 
capacidad de seleccion en este respecto es ilimitada , convendremos , a 
menos que se especifique lo contrario , en tomar el radio vector r de 
un punto particular como positivo y su angulo polar 6 comprendido 
entre cero y el angulo positivo mas pequefio menor que 360° , de 
manera que la variacion de los valores de esta dada por 

0° < < 360° . 
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A tal par lo llamaremos par principal de coordenadas polares del 
punto . 

El angulo polar puede expresarse en grados o radianes , pero el 
lector debe observar que los angulos expresados en radianes vienen 
dados por niimeros abstractos (Ap6ndice IC ; 4). Asi, un angulo 

polar de ~x~ significa -r- radianes , o sea , 90° ; el angulo polar 2 sig- 

nifica 2 radianes, que equivalen a 114° 35,5' (aproximadamente) . 

El trazo de puntos en el sistema polar se facilita considerablemente 
usando papel coordenado polar , que consiste en una serie de circunfe- 




+-A 



255' 270' 286 ° 



Fig. 110 

rencias concentricas y rectas concurrentes . Las circunferencias tienen 
su centro comiin en el polo , y sus radios son multiplos enteros del 
radio mas pequeno tornado como unidad de medida . Todas las rectas 
pasan por el polo , y los angulos formados por cada par de rectas 
consecutivas son iguales . Un ejemplo de este papel esta representado 
en la figura 110 en donde se han trazado los puntos 



M). 



P 2 (6, 2), P,(-7,75°) y P< 



(•■?)• 



Las coordenadas del polo pueden representarse por (0 , 8 ) , en 
donde 6 es un angulo cualquiera . 

81. Paso'de coordenadas polares a rectangulares y viceversa. Las 
coordenadas rectangulares (x , y) de cualquier punto de un piano 
implican solamente dos variables , x y y . Por tanto , la ecuacidn de 
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cualquier lugar geom6trico en un sistema de coordenadas rectangulares 
en un piano , contiene una o ambas de estas variables , pero no otras . 
Por esto es apropiado llamar a una ecuacion de esta clase la ecuacion 
rectangular del lugar geometrico . 

Las coordenadas polares (r, 8) de cualquier punto de un piano 
implican solamente dos variables , r y 8 , de manera que la ecuaci6n 
de cualquier lugar geometrico en el piano coordenado polar contiene 
una o ambas variables , pero no otras . Tal ecuaci6n se llama , de 
acuerdo con esto , la ecuacidn polar del lugar geom6trico . Asi , la 

ecuacidn 8 = — y r = 4 cos 8 son las ecuaciones polares de dos luga- 

res geometricos pianos . 

Para un lugar geometrico determinado , conviene , frecuentemente , 
saber transformar la ecuaci6n polar en la ecuaci6n rectangular , y 

recfprocamente . Para efectuar tal 
transformacidn debemos conocer las 
relaciones que existen entre las co- 
ordenadas rectangulares y las coor- 
denadas polares de cualquier punto 
del lugar geometrico. Se obtienen 
relaciones particularmente simples 
cuando el polo y el eje polar del sis- 
tema polar se hacen coincidir , res- 
pectivamente , con el origen y la 
parte positiva del eje X del sistema 
rectangular , tal como se indica en 
la figura 111 . Sea P un punto cualquiera que tenga por coordenadas 
rectangulares (x , y) y por coordenadas polares (r, 8), Entonces , 
de la figura 111, se deducen inmediatamente las relaciones 

x = r cos 8 , 




Fig. Ill 



y = r sen 8 , 

x 2 + y i = r 2 , 

y 
8 = arc tg — , 
x 





r 


— 


± 


V 


x 2 + y 2 , 
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± 
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sen 
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& + f ' 
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f> 




+ 




X 



V x 2 + j/' 



(l) 
(2) 
(3) 
(4) 

(5) 
(6) 

(7) 
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Consideremos primero el paso de una ecuacibn rectangular a su 
forma polar . La ecuacibn dada contiene como maximo las dos varia- 
bles x y y . Por tanto , si sustituimos la x y la y por sus valores 
dados por las ecuaciones (1) y (2), respectivamente , obtenemos la 
ecuacidn polar directamente , aunque no siempre en su forma mas 
simple. La ecuacidn (3) puede usarse algunas veces ventajosamente 
en esta transformacidn . 

Veamos ahora la transformacidn de una ecuacidn polar a su forma 
rectangular . La ecuacidn dada contiene como maximo las dos varia- 
bles ry 6. Podemosusar, ademas de las fdrmulas (1), (2) y (3), 
las relaciones (4) y (5) que expresan a 6 y a r, respectivamente, 
en funcidn de x y y. Tambi£n , si la ecuacidn polar contiene algunas 
funciones trigonom^tricas de 6 , podemos expresar primero tales fun- 
ciones en funcidn de sen 6 y cos 6 , y entonces usar la fdrmulas 
(6)y(7). 

Un resumen de los resultados anteriores viene dado en el teorema 
siguiente : 

Teorema 1 . Si el polo y el eje polar del sistema de coordenadas 
polares coinciden, respectivamente, con el origen y la parte positiva del 
eje X de un sistema de coordenadas rectangulares, el paso de uno a otro 
de estos dos sistemas puede efectuarse por medio de las siguientes fdrmu- 
las de transformacidn: 

x = r cos 6 , y = t sen 6 , x' + y* = r 2 , 8 = arctg^- , 

. y 

r = ± V x 2 + y 2 , send = ± ^/^r^Tfi > cos e - ± ~j 

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas rectangulares del punto P cuyas coor- 
denadas polares son (4, 120°). 

Soluci6n. En este caso, r = 4 y 8 = 120°. Por tanto, por el teorema 1, 

x = r cos e = 4 cos 120° -= 4 ^ — L\ = — 2 

y y = r sen 9 = 4 sen 120° = 4 . — — = 2 V3, 

de manera que las coordenadas rectangulares de P son (—2, 2 \/3). 

Ejemplo 2. Hallar un par de coordenadas polares del punto P cuyas coor- 
denadas rectangulares son (3, — 5) . 

Soluci6n. En este caso, x = 3 y y = — 5. Por tanto, por si teorema 1, 

r = ± V x<- + y* = ± V 9 + 25 - =t= V~14 
y 9 - arc tg V- - arc tg (- L\. 

Lehmann. — 16. 



x 2 + ; 



T* 
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Ahora tenemos un numero ilimitado de valores para de donde tenemos que 
escogei uno. De acueido con lo dicho en el Articulo SO para el par principal 
de coordenadas polares, tomaiemos r como positivo y paia el angulo positi- 
ve) mas pequeno, menoi que 360°. Evidentemente, como se ve en la figuia 112, 




»X,A 



8 esta en el cuarto cuadiante; su valor es 300° 58'. Por tanto, el par principal 
de coordenadas polares de P es 

(V34, 300° 58')- 

Ejemplo 3. Hallar la ecuacion polai del lugar geometrico cuya ecuacion 
rectangular es 

x 2 + y 2 - 4x -2y + 1 =0. 

Solucidn. Por el teoiema 1 podemos reemplazar x 2 + y 2 por r 2 , x por 
r cos 0, y y por r sen 0. Por tanto, la ecuacion polai buscada es 

r 2 - 4r cos 6 - 2r sen 8 + 1 = 0. 

Ejemplo 4. Hallar la ecuacion rectangular del lugar geometrico cuya ecua- 
cion polar es 

= 2 

i — cos e' 

Soluci6n. Antes de sustituir en la ecuacion dada, sera conveniente quitar 
denominadores. Entonces tenemos 

r — r cos 9 = 2. 



Sustituyendo r y r cos 6 por sus valores en funcion de x y y dados por el 
teoremal, obtenemos 



± V x 2 + y 2 — x = 2. 

Si trasponemos — x, elevamos al cuadrado y simplificamos. obtenemos la ecua- 
cion rectangular de la parabola 

u l = 4x + 4. 
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EJERCICIOS. Ompo 37 

Dibujar una figura para cada cjcrcicio. 

1. En un sistema polar trazar los siguientes puntos: 

Pi(l. 135°), P 2 (-2. -iV P 3 (3. 75°), P 4 (-4, ^V 

2. Trazar los siguientes puntos en coordenadas polares: 

Ptfl.lnY P 2 (-2,210°), P 3 (-3.^Y P 4 (3\/2, 135°). 

3. Construir el triangulo cuyos vertices son 

P,(5,60°), P 2 (-2. l^\ y P 3 (-4. 150°). 

4. Para cada uno de los puntos Pi y P2 del ejercicio 1, hallar tres pares 
de coordenadas polares. 

5. Un cuadrado de lado 2<z tiene su centro en el polo y dos de sus lados son 
paralelos al eje polar. Hallar el par principal de coordenadas polares de cada uno 
de sus cuatro vertices. 

6. Dos de los vertices de un triangulo equilatero son (0,73°) y (1, n) . 
Hallar el par principal de coordenadas polares del tercer vertice. (Dos casos.) 

7. Un hexagono regular tiene su centro en el polo y dos lados paralelos al 
eje polar. Si la longitud de un lado es igual a dos unidades, hallar el par prin- 
cipal de coordenadas polares de cada uno de sus seis vertices. 

8. Un punto P se mueve de tal manera que para todos los valores de su 
ingulo polar, su radio vector pernunece constante e igual a 2. Identificar y 
trazar el lugar geometrico de P. 

9. Un punto P se mueve de tal manera que para todos los valores de sus 

radios vectores, su angulo polar permanece constante e igual a — Identificar 

4 

y trazar el lugar geometrico de P. 

10. Hallar las coordenadas rectangulares de los cuatro puntos del ejercicio 2. 

11. Hallar el par principal de coordenadas polares de cada uno de los pun- 
tos cuyas coordenadas rectangulares son (—2, 3) y (3, —2). 

En cada uno de los ejercicios 12-20, pasar la ecuacion rectangular dada a su 
forma polar. 

12. x 2 + y» = 4. 16. x?--y' = 4. 

13. 5x — 4y + 3 = 0. 17. x- + y 2 - 2y - 0. 

14. 2*2 + 2y 2 + 2x - 6y + 3 = 0. 18. xy - 2. 

15. 2x - y = 0. 19. x 2 - 4y - 4 = 0. 

20. x cos <o + y sen in — p = 0. 

En cada uno de los ejercicios 21-30, p.isar la ecuacion polar dada a su fori:. a 
rectangular. 

21. r cos 6 - 2 = 0. 23. r = 9 cos «. 

22. r - 4 sen 9. 24. r — r cos - 4. 
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27. sen- - 4r cos' = 0. 29. r = 2(1 -cos 9). 



?B. 


„ _ 




26. 


2- 


cos 6' 
4 



. ^ . 28. r = 2sec J -. 30. r 2 = 4cos29. 

1 + 2 cos 6 2 

82. Trazado de curvas en coordenadas polares. CoDsideremos 
ahora el trazado de curvas dadas en ecuaciones polares , de la misma 
manera que !o hicimos para la construction de gr&ficas de ecuaciones 
rectangulares (Art. 19) . Para nuestros fines , la construction de cur- 
vas en coordenadas polares constara de los seis pasos siguientes : 

1 . Determinacidn de las intersecciones con el eje polar y con el 
eje a 90° . 

2 . Determinaci6n de la simetria de la curva con respecto al eje 
polar , al eje a 90° y al polo . 

3 . Determinaci6n de la extension del lugar geome'trico . 

4 . C&lculo de las coordenadas de un niimero suficiente de puntos 
para obtener una grafica adecuada . 

5 . Trazado de la gr&flca . 

6 . Transformation de la ecuacion polar a rectangular . 

El lector debe observar , en particular , que la construccidn de 
curvas en coordenadas polares requiere ciertas precauciones que no se 
necesitan para las coordenadas rectangulares . Por ejemplo, un pun to , 
en un sistema de coordenadas rectangulares, tiene un unico par de 
coordenadas , pero un punto , en coordenadas polares , tiene , como 
vimos (Art. 80) , un numero infinito de pares de coordenadas. Puede 
ocurrir , entonces , que mientras un par de coordenadas polares de un 
punto P de un lugar geom^trico puede satisfacer su ecuacidn , otro par 
de coordenadas no la verifica . Esto tiene lugar , por ejemplo , en la 
ecuacidn r = aO , a ?* , que representa una curva llamada espiral de 
Arquimedes . AdemAs , un lugar geom&rico puede estar representado , 
algunas veces , por m&s de una ecuaci<5n polar . Asf , la circunferencia 
cuyo centro esta en el polo y cuyo radio es igual a a , puede represen- 
tarse por una de las dos ecuaciones r=a o r= —a. Las ecuaciones que 
representan el mismo lugar geam&rico se Uaman ecuaciones equivalentes . 

1 . Intersecciones . Las intersecciones con el eje polar , cuando 
existen , pueden obtenerse resolviendo la ecuaci6n polar dada para r , 
cuando a se le asignan sucesivamente los valores , ± n , ± 2n , 
y , en general , el valor nn , en donde n es un entero cualquiera . 
Analogamente , si existen algunas intersecciones con el eje a 90° , pue- 

71 

den obtenerse asignando a 6 ios valores -~ n , en donde n es un nii- 
mero impar cualquiera. Si existe un valor de 6 para el cual sea r = , 
la grAfica pasa por el polo . 



COORDENADAS POLARES 



245 




Fig. 113 



2 . Simetria . Si la curva es sim^trica con respecto al eje polar , 
entonces (Art . 16 ) para cada punto P existe un punto P ' , tambi^n 
de la curva, tal que el segmento PP' es bisecado perpendicularmente 
por el eje pojar , como se ve en 

lafigurall3. Si M es el punto _ P(r,0) 

medio del segmento PP' , de los 
triangulos rectangulos OPM y 
OP' M se deduce que las coor- 
denadas de P' son (r, —6) y 
(— r, n — 6). Tenemos, pues, 
dos pruebas para simetria con 
respecto al eje polar, a saber, 
que la ecuaci6n polar dada no 
varie al reemplazar 9 por — 6 , 
o al reemplazar 6 por k — 6 y 
r por — r. Debemos, sin em- 
bargo , hacer una importante adicion a este enunciado . Asi , una cir- 
cunferencia con centro en el polo y radio igual a a tiene por ecuacion 
polar r = a. Esta ecuaci6n no satisface la segunda prueba aunque su 
lugar geomgtrico es , evidentemente , sim^trico con respecto al eje 
polar . Pero la segunda prueba cambia a la ecuaci6n dada en r = — a , 
que , como hemos anotado antes , es una ecuaci6n equivalente . Por 
tanto , diremos que la simetria con respecto al eje polar existe tambien 
si las sustituciones indicadas cambian a la ecuacion dada en una ecua - 
ci<5n equivalente . 

Se deja al estudiante , como ejercicio , el obtener las pruebas para 
simetria con respecto al eje a 90° y respecto el polo , que establece el 
siguiente 

Teobema 2 . Las pruebas para averiguar la simetria del lugar geo- 
metrico de una ecuacidn polar estdn dadas en la siguiente tabla . 



Simetria con 


respecto 


al 


La ecuacion polar no se altera, o se transforma en 
una ecuacion equivalente cuando 


Eje polar 


a) 
b) 


se sustituye 8 por — 8. o 

se sustituye 8 por n — 8 y r por — r. 


Eje a 90° 


a) 
b) 


se sustituye 8 por n — 8, o 

se sustituye 8 por — 9 y r por — r. 


Polo 


■- 




a) 
b) 


se sustituye 8 por n + 8. o 
se sustituye r por — r. 
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3 . Extensidn del lugar geomitrico . Para determinar la extensidn 
de la grafica de un lugar geom^trico dado en coordenadas polares, 
primero se despeja r en funci6n de , de modo que tenemos 

r-/(tf). • (1) 

Si r es finito para todos los valores de 6 , se trata de una curva cerra- 
da . Si , en cambio , r se vuelve infinita para ciertos valores de 6 la 
grafica no puede ser una curva cerrada. Para valores de que 
hacen a r compleja no hay curva ; tales valores de 6 constituyen 
intervalos excluidos del lugar geomelrico . Si la grafica es una curva 
cerrada , es util , frecuentemente , determinar los valores maximo y 
mlnimo de r . 

4. Cdlculo de las coordenadas de algunos puntos. Asignando un 
valor particular a 6 , podemos obtener el valor o valores reales corres- 
pondientes de r , cuando existen , de la ecuaci6n ( 1 ) anterior . Para la 
mayoria de nuestros fines , sera suficiente tomar valores de 6 a inter- 
valos de 30° . 

5. Construction de la grdfica. Los puntos del lugar geom^trico 
pueden trazarse directamente a partir de los valores de las coordenadas 
obtenidas en el paso 4 . Una curva continua que pase por los puntos 
localizados sera, por lo general, la grafica buscada. Es importante 
ver si la grafica concuerda con los resultados obtenidos en los pa- 
sos 1 , 2 y 3 . 

6 . Tran8formaci6n de la ecuacidn polar a su forma rectangular , 
Esta transformaci6n puede efectuarse como se discutid en el Articu- 
lo 81 . La forma rectangular se puede usar para comprobar la grdfica . 

EJemplO 1. Trazar la curva cuya ecuacion es 

r = 2(1 -cos $). (2) 

SoluclOn. 1. Iniersecciones. De la ecuaci6n (2) se deduce que para 
* = 0°, es r = 0, y para 8 = it es r =• 4. Ningunos valores nuevos de r se 
obtienen para 8 => — n, =*= 2 ji, etc. Por tanto, ei polo esta sobre la curva, y 
la otra interseccion con el eje polar esta dada por el punto (4, ji) . 

Para 8 — — es r = 2; para 8 = — — es r = 2. Ningunos valores nuevos 
2 2 

de r se obtienen para 8 — ± — n, =t — -it, etc. Por tanto, las intersecciones 

2 2 

con el eje a 90° son los puntos (l, —\ y (l, --yV 

2. Simetria. Si se sustituye 8 por — 8, la ecuacion (2) no se altera, ys 
que cos (— 8) = cos 8, Por tanto, la curva dada por la ecuacion (2) es sime- 
trica con respecto al eje polar. 

Aplicando la; otras pruebas del teorema 2, el estudiante debe demostrar que 
el lugar geomitrico no es simltrico ni con respecto al eje a 90° ni con respecto 
al polo. 
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3. Extension. Como el valor absoluto de cos 8 no es nunca mayor que 1 
para cualquier valor de 8, la ecuacion (2) muestra que r es finito para todos los 
valores de 8 y, por tanto, se trata de una cuva cerrada. El valor maximo de r 
se obtiene cuando 1 — cos 8 es un maximo, y esto ocurre cuando 9 » n. Por 
tanto, el valor maximo de r es 4. Analogamcnte, se halla el valor minimo de r, 
que resulta ser para 8 = 0°. 

4. Cdlculo de las coordenadas de algunos pantos. Las coordenadas polares 
de algunos puntos de la curva pueden obtenerse, a partir de la ecuacion (2) , 
asignando valores a 8. Como la curva es simetrica con respecto al eje polar, no 
es necesario tomar valores de 8 mayores de 180°. En la tabla que damos a con- 
tinuacion figuran algunos valores correspondientes de r y 9. La tabla del 
Apendice IC, 5, es muy u til para estos calculos. 



8 


cos 8 


1 -cos 8 


r 


0° 


1 








30° 


0,866 


0,134 


0,268 


60° 


0,5 


0,5 


1 


90° 





1 


2 


120° 


-0,5 


1,5 


3 


150° 


-0,866 


1,866 


3,732 


180° 


- 1 


2 


4 




Fig. 114 

5. Ttazado de la curva. La curva que se busca es la representada en la 
figura 114, y se la conoce con el nombre de cardioide. 

6. Ecuacion rectangular. Si multiplicamos la ecuacidn (2) por r, obte- 
nemos 

r 2 = 2r — 2r cos 9, 

la cual, por el teorema 1, Articulo 81, se convierte en 

x 2 + </' = 2r - Ix. 
Trasponiendo —2x al primer miembro, y elevando al cuadrado, tenemos 
(jc 2 + y 2 + 2jc) 2 = 4r>, 

(* 2 + y2 + 2x) 2 =4( J c2 + y'). 



de donde 



que es la ecuacion rectangular buscada. 

El lector puede observar las ventajas que a veces tienen las coordenadas pola- 
res, comparando el trabajo que requiere el trazado de la cardioide a partir de su 
ecuacion polar y de su ecuacion rectangular. 



EJemplo 2. Trazar la curva cuya ecuacion es 

r 2 = 4 cos 18. 



(3) 
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Solucion. 1. Intersecciones. Las intersecciones con el eje polar son los 
dos puntos (±2, 0) y (± 2, ji) . Para 8 = ~ n, en donde n es un numero 
irapar cualquiera, r es complejo, y, aparentemente, no hay intersecciones con 

el eje a 90°. Pero, para 8 = — , r = 0, de manera que el polo esta sobre la 

4 

curva. 

2. Simetria. La ecuacion (3) satisface todas las pruebas de simetria del 
ceorema 2. Por tanto, la curva es simetrica con rtspecto al eje polar, al eje a 90° 
y el polo. 

3. Extension. El valor maximo de cos 28 es 1. Por tanto, de la ecua- 
cion (3) , el valor maximo de r es 2, lo que nos dice que se trata de una curva 

cerrada. Cuando el angulo 29 esta comprendido entre il y 4?, cos 29 es ne- 
gativo y los valores de r son complejos. Luego, no hay curva entre las rectas 

4 4 

4. Cdlculo de coordenadas. Las coordenadas de varios puntos pueden ob- 
tenerse, directamente, de la ecuacion (3) . Teniendo en cuenta la simetria del 
lugar geometrico y el intervalo de variacion de los valores excluidos de 9, 
basta asignar a 6 solamente valores de 0° a 45°. Las coordenadas de algunos 
puntos figuran en la tabla siguiente. 




9 


cos 29 




r = ± 2 V cos 29 


0° 
15° 
30° 
45° 


1 

0,866 
0,5 



±2 
* 1,86 
± 1,41 




Fig. 115 

5. Construction de la curva. La curva buscada, trazada en la figura 115, 
es conocida con el nombre de lemniscata de Bernoulli. El lector debe notar que, 
aunque en la ecuacion (3), aparece el angulo 28, se trazan siempre los valores 
del angulo scncillo 9 y los valores correspondientes de r. 

6. Ecuacion rectangular. Como las ecuaciones de transformacion del teo- 
rema 1, Articulo81, contienen funciones de un angulo sencillo, escribimos la 
ecuacion (3) en la forma (Apendice IC, 7) 

r» = 4 (cos 2 9 - sen 2 $) . 



Multiplicando ambos miembros por r 2 , obtenemos 
r< = 4 (r 2 cos s 6 - r 2 sen 2 6 



COORDENADAS POLARES 249 

de donde, por medio de las ecuaciones de transformacion, obtenemos la ecuacion 
rectangular buscada 

(x 2 + y 2 ) 2 = 4 (a: 2 - y 2 ) . 



EJERCICIOS. Grupo 38 

Oibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar las pruebas (a) y (6) del teorema 2, Art. 82, para la simetria 
con respecto al eje a 90°. 

2. Demostrar las pruebas (a) y (6) del teorema 2, Art. 82, para establecer 
la simetria de la curva con respecto al polo. 

En cada uno de los ejercicios 3-30, trazar la curva cuya ecuacion se da. Las 
cantidades a y b son constantes diferentes de cero a las que pueden asignarseles 
valores numericos para la operacion del trazado de la grafica. Usese papel coor- 
denado poiar. 

12. r sen 9 tg = 4a. 

13. r 2 sen 29 = 4. 

14. r 2 (4 + 5 sen 2 9) = 36. 

15. r = a (I 4- sen 9) (cardioide) . 

16. r 2 = a 2 sen 29 (lemniscata) . 

17. r = a cos 2 — . 
2 

18. r 2 cos 3 9 = a 3 sen 9. 

19. sen 3 9 — 4r cos 3 9 = 0. 

20. r = a sen 29 (rosa de 4 hojas) . 

21. t = a cos J 9. 

22. r = a sen 49. 

23. r = 2a tg 9 sen 9 (cisoide) . 

24. r9 = a (espiral hiperbolica o reciproca) . 

25. r 2 =» a 2 9 (espiral parabolica) . 

26- log r — a9 (espiral logaritmica o equiangular) . 

27. r a 9 = a 2 (lituus). 

28. r = a esc 9 ± 6 (concoide) . 

29. r >* a — b cos 9 (caiacol) . 

30. r - a sen 3 ^-. 

83. Intersecciones de curvas dadas en coordenadas polares. £1 
m6todo para obtener los pimtos de intersection de dos curvas en coor- 
denadas polares es semejante al empleado en coordenadas rectangula- 
rcs (Art . 21 ) . Las soluciones del sistema formado por las ecuaciones 



3. 


r = 2 sec 9. 




4. 


c = a cos 9. 




5. 


4r cos 9 — 3r sen 9 = 12 


6. 


r = a sen 9 + 6 


cos 9. 


7. 


rco.(»-i) 


= 2. 


8. 


2 




1 - cos 9' 




9. 


4 




2 - cos 9 




10. 


, 9 
r = a sec 2 --. 




11. 


2 » 

r = a esc 2 —. 
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de los lugares geom^tricos , representan las coordenadas r y 6 de los 
puntos de interseccion . Debemos hacer notar , sin embargo , que en 
coordenadas polares este problema puede presentar dificultades que no 
se presentan en coordenadas rectangulares , debido a que las coorde- 
nadas polares de un punto no son unicas . Por esta raz6n puede ocu- 
rrir que , para un punto particular P de interseccidn de dos curvas , 
las coordenadas polares de P que satisfacen la ecuacidn de una de las 
curvas no satisfagan la ecuacidn de la otra , pero satisfagan a una de 
sus ecuaciones equivalentes . Por esto , con el fin de evitar tales dificul- 
tades , es mejor , generalmente , dibujar ambos lugares geom^tricos con 
referencia al mismo polo y eje polar y considerar entonces cada punto 
de interseccion individualmente , tal como indique la figura. 

Ejemplo. Hallar, analitica y graficamente, los puntos de interseccion de 
las curvas cuyas ecuaciones son 

r = afl, a ^ 0, (1) 



(2) 



Solucidn. La ecuacion (1) representa la espiral de Arquimedes, y la ecua- 
cion (2) una recta que pasa por el polo, como se ha representado en la figu- 
ra 116. La porcion punteada de la 
espiral corresponde a los valores ne- 
gativos de en la ecuacion (1) . 
Ambas lineas son ilimitadas y, evi- 
dentemente, tienen un numero infi- 
nite) de puntos de interseccion . Aho- 
ra, si sustituimos el valor de 6 dado 
por la ecuacion (2) , en la ecuacion 

(1) hallamos r =■ — , es decir, ob- 




tenemos las coordenadas 



(xa n\ 
4' A) 



de so lament e un punto de intersec- 
cion, el punto Pi. Pero la recta (2) 
puede estar representada tambien por 

9rt 



su ecuacion equivalence, 6 = 



de 



Fig. 116 

la cual, junta con la ecuacion (1), 

obtenemos las coordenadas | — -, — | del punto de interseccion P2. De ma- 

V 4 4 J 

nera semejante, otra ecuacion equivalente de la recta (2) es 9 = , que da 

4 

p 3 l —'JIB, ~\. Evidentemente, hay un numero infinitamente grande de 

ecuaciones equivalentes de la recta (2) por medio de las cuales podemos obtener 
las coordenadas de cualquier numero de puntos de interseccion. El lector debe 
hallar las coordenadas del polo y de los puntos Pi y Ps de la figura 116, todos 
los cuales son puntos de interseccion. 
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84. F6rmula de la distancia entre dos puntos en coordenadas po- 
lares. Sean Pi(n, 0i) y Piin, 02 ) (fig. 117) dos puntos dados 
cualesquiera . Se trata de hallar la distancia d entre Pi y P 2 , en 
donde d = | PiP 2 1 . Para ello emplearemos el par principal de coorde- 
nadas de Pi y de P 2 , 



P 2 (r 2 ,0 2 ) 
P(r 6)v /r ^ 3 >t) 





P 2 (7,f) 



^(3.f) 





Fig. 118 

Tracemos los radios vecto res de Pi_y_Pz , formando asi el trian- 
gulo OPi Pi en donde \OPi\ = n, | OP 2 | = r 2 , y el angulo Pi OPi 
es igual a 0i— 2 . Entonces, por la ley de los cosenos (Apendice IC, 11). 
tenemos 

d 2 = n 2 + n 2 — 2n n cos (0i — 2 ) , 

de donde __^ 

d = V n 2 + n 2 — 2n r 2 cos (0i — 2 ) . 

Este resultado nos dice : 

Teobema 3 . La distancia d entre dos puntos cualesquiera 
Pi(n, 0i ) y P2(r2, 6z) en coordenadas polares estd dada por la for- 
mula 

d = V n 2 + vi 2 — 2n r 2 cos (0i — 2 ) . 

NOTA. ~ Esta formula para d puede obtenerse tambien por transformacion 
en coordenadas polares de la formula de la distancia entre dos puntos dada en 
elteorema2, Articulo6, para coordenadas rectangulares. 

EJemplo. Demostrar que los puntos P, (l, ~\, P 2 (V, ?L\ y P 3 fo, —\ 

son los vertices de un triangulo isosceles. 

Soluci6n. El triangulo es el representado en la figura 118. Por el teorema3, 
tenemos 

I JVFa I = J 3 2 + 7 2 - 2 . 3 • 7 cos (^ - ±\ = V 58 - 21 VI 

y I P7P~2 I - J 3> + 7» - 2 . 3 . 7 cos Cl - ±\ = V 58 - 21 VT. 

Por tanto, como | P1P2 | = | P3P2 |. el triangulo es isosceles. 
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EJEBCICIOS. Grupo 39 

En cada uno de los cjcrcicios 1-12, calcular, analitica y graficamente, los 
puntos de intersection de las curvas dadas. 





i. 


r 


= 2 sen 8, 






r 


= 1. 




2. 


r 


=- 4 cos 9, 






r 


= 2. 




3. 


9 


= it 
4' 






r 


= 3. 




, i. 


r 


cos 9 = 4, 






r 


sen 8 = 4. 




5. 


r 


cos 9 = 2, 


4 s " ' 




r 


= 3 cos 9. 


v-r 


6. 


r 


= sen 9, 




r 


= cos e. 



\ 



\ -.*»-' 



■-.-;> 7. r 2 = 9 cos 29, 

r = 3 VI sen 9. 

.:, ,'- 8. r 2 = 4 sen 29, 

r = 2 V "2 cos 9. 

,-,'6- 9. r - 1 + cos 9. 
r — V 3 sen 9. 

"10. r--J 

2 - cos 9 

r cos 9=1. 

,.?11. r = csc a -, 

-'■■ 2 

3r = 8(1 + cos 9) , 

12. r - 2r cos 9 = 1, 
r = sen 9. 



13. Hallar la distancia entre los puntos Pi 13, —J 
14,. Hallar la distancia entre los puntos Pi | 2, —1 
15. 



V P* 



Hallar el perimetro del cuadrilatero cuyos vertices son (0, 19°), 
(,.«). (2, £) y (3.0"). 

16. Demostrar que los puntos Pi fl, y), PjfVl, •?) Y p »('' °°) son 
los vertices de un triangulo equilitero. 

17. Demosttar que pf y V 3, yj es el punto medio del segmento cuyos 



extremos son J 3, —J y J 3, —J. 



18. Empleando las formulas de transformacion de coordenadas rectangula- 
res a polares (teorema 1, Art. 81) , demuestrese que la formula de la distancia 
polar del teorema 3 (Art. 84) puede obtenerse directamente a partir de la for- 
mula de la distancia en coordenadas rectangulares dadas en el teorema 2, Ar- 
ticulo 6. 

19. Discutir la formula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84) 
cuando los puntos Pj y P 2 son colineales con el polo. Considerar los casos en 
que los puntos estan del mismo lado y de lados opuestos del eje polar. 

20. Discutir la f6rmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84) cuan- 
do los puntos Pi y P2 estan ambos sobre el eje polar. Considerar los casos en 
que los puntos estan del mismo lado y de lados opuestos al polo. 

21. Demostrar que la f6rmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84) 
es verdadera cualesquiera que sean las posiciones de los puntos Pi y Pa en el 
piano coordenado polar. 
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^tc. Demostrar que el area K de un triangulo cuyos vertices son el polo y 
los puntos Pi(n. 81) y Pa(r2, #2) esta dada por la formula 

K = y 1 \riT2Stn (»i - S 2 )\. 

23. Hallar el area del triangulo cuyos vertices son el polo y los puntos 

( 2 - f) ' ('• t)- 

24. Hallar el area del triangulo cuyos vertices son los puntos 

25. Hallar el area de un triangulo de vertices dados, cuando el polo esta 
dentro del triangulo. 

85. Ecuacion de la recta en coordenadas polares. Si Una recta 
pasa por el polo , su ecuacidn polar es , evidentemente , de la forma 



= k, 



(1) 



en donde k es una constante que representa el angulo polar de cual- 
quier punto de la recta. Para una recta particular, k puede tener un 
numero infinito de valores. Por esto , convenimos en restringir k a 
valores no negativos menores de 180° . 

Consideremos ahora el caso en que la recta no pasa por el polo . 
Sea I (fig. 119) la recta. Desde el polo tracemos la normal ON a I , 
y sea (p, co) el par principal de 
coordenadas polares de N , de ma~ 
nera que p sea positivo y que los 
valores de co est6n dados por 

0°<to<360° (2) 



,P(r,6) 



N(p,u) 



Siguiendo el procedimiento usual 
de los problemas de lugares geom£- 
tricos, sea P(r , $) un punto cual- 
quiera de la recta I . Entonces, del 
triangulo rectangulo OPN, tenemos 




r cos (8 — co ) = p , 



(3) 



Fig. 119 



que es la ecuacidn polar de la recta I. Evidentemente, por el signifi- 
cado de las cantidades p y co y el intervalo de variaci6n (2) para co , 
la ecuaci6n (3) es la ecuaci6n polar equivalente a la ecuacidn normal 
de la recta en coordenadas rectangulares , 



x cos co + j/senco — p = 0, 



(4) 
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dada en el teorema 7 del Articulo31. El lector debe verificar esto 
transformando la ecuacion (4) en la ecuacidn (3). (V6ase el ejerci- 
cio 20 del grupo 37 , Art . 81 . ) 

La consideracidn de los casos en que la recta I pasa por el polo , es 
perpendicular al eje polar, o es paralela a dicho eje , conduce a formas 
especiales de la ecuacion (3) que son frecuentemente utiles. Estos 
resultados , combinados con los anteriores , estan expresados en el si- 
guiente 

Teorema 4 . Si (p , co ) es el par principal de coordenadas polares 
del pie de la perpendicular trazada desde el polo a cualquier recta en el 
piano coordenado polar, la ecuacion polar de la recta es 

r cos (6 — co) = p. 

Si la recta pasa por el polo, su ecuacidn es de la forma 

6 = k, 

siendo k una constante que puede restringirse a valores no negativos me- 
nores de 180° 

Si la recta es perpendicular at eje polar y estd a p unidades del polo , 
su ecuacion es de la forma 

r cos = ± p , p>0, 

debiendo tomar el signo positivo o negativo segun que la recta este a la 
derecha o a la izquierda del polo . 

Si la recta es paralela al eje polar y estd a p unidades de el, su ecua- 
cion es de la forma 

r sen = ± p , p > , 

debiendose tomar el signo positivo o el negativo segun que la recta este 
arriba o abajo del eje polar . 

86. Ecuaci6n de una circunferencia en coordenadas polares. Sea 

C(c, aj el centro de una circunferencia cualquiera de radio a (figu- 
ra 120). Sea P(r, 6) un punto cualquiera de la circunferencia. 
Tracemos el radio PC y los radios vectores de P y C , formando asi 
el triangulo OPC . De este triangulo , por la ley de los cosenos (Ap6n- 
dice IC , 11 ) , resulta : 

a 2 = r 2 + c 1 — 2cr cos (8 — a) 
o sea , 

r 2 - 2cr cos (6 - a) + c s = a 2 (l) 

que es la ecuacidn polar de la circunferencia . 
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Los casos especi&les de la ecuaeidn ( 1 ) son a veces utiles y estan 
comprendidos en el teorema siguiente : 

Teorema 5 . La ecuacion polar de una circunferencia de centro el 
punto (c , a) , y radio igual a a es 

r 2 — 2cr cos (0 — a) + c 2 = a 2 . 

Si su centro esld en el polo, la ecuacion polar es 

r = a . 

Si la circunferencia pasa por el polo y su centra estd sobre el eje polar, 
su ecuacion es de la forma 

r = ± 2a cos 6 , 

debtendose tomar el signo posilivo o el negativo segun que el centro esti a 
la derecha o la izquierda del polo . 




>A 



Fig. 120 



Si la circunferencia pasa por el polo y su centro estd sobre el eje 
a 90° , su ecuacidn es de la forma 

r = ± 2a sen , 

debtindose tomar el signo posilivo o negativo segun que el centro este 
urriba o abajo del polo . 

Ejemplo. Empleando solamente coordenadas polarcs, hallar el centro y el 
radio de la circunferencia 

r = 3 sen 6 - 3 y/l> cos 6, (2) 

Soluci6n. Pongamos la ecuacion (2) en la forma general de la ecuaci6n de 
una circunferencia de centro (c, a) y radio a, 

r 3 - Icr cos {9 - a) + c 3 = a". (1) 
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Para ello, multipliquemos ambos miembros de la ecuacidn (2) pot r y tras- 
pongamos terminos. Seobtiene: 

r 2 - r (- 3 VI cos 6 + 3 sen 6) = 0, 
que, teniendo en cuenta la ecuacion (1), podemos escribir en la forma 

r 2 - 2cr I - — cos + r sen | = 0. 

V 2c 2c / 

3 VI 



(3) 



Hagamos ahora 



2c 



3 

= cos a y =- = sen a. 

2c 



(4) 



La expresion dentro del parentesis de la ecuacion (3) se convierte en 
cos cos a + sen 8 sen a = cos (8 — a) , 
r a - 2cr cos (9 - a) = 0, 



y la ecuacion en 



V 



que es de la forma (1). Evidentemente la circunferencia pasa por el polo, ya 
que c 1 =■= a 2 . Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua- 
ciones (4) , y sumamos, obtenemos 



27 9 
4c 2 + 4c 2 



I. 



P(r,6) 



de donde c ~ =±= 3. Para el par principal de coordenadas polares del centro, 

tomamos c = 3, valor para el cual las ecuaciones (4) dan a = — . Por tanto. 

6 

las coordenadas del centro de la circunferencia (2) son 13, —)■ Tambien, 

como c = a, el radio es 3. 

El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este ejemplo y compro- 
bar los resultados usando coordenadas rectangulares. 

87. Ecuacion general de las conicas en coordenadas polares. La 

ecuacion polar de una cdnica to- 
ma una forma particularmente 
sencilla y litil cuando uno de los 
focos (fig. 121) esta en el polo 
y el eje focal coincide con el eje 
polar . Sea la recta I la directriz 
correspondiente del foco ; esta 
recta es perpendicular al eje po- 
lar , y sea D el punto de inter- 
section. Designemos la distancia 
|OZ)|, entre el foco y la direc- 
triz , por la cantidad positiva p . 
Sea P{r, 6) un punto cualquiera 
Fig. 121 de la cdnica Desde P tracemos 




*-A 
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las perpendiculares PB y PC al eje polar y a la directriz, respecti- 
vamente . 

Para deducir la ecuacion polar de la c6nica, emplearemos la defini- 
tion general dada en el Articulo 75. Segun ella el punto P debe 
satisfacer la condition geom6trica 

pi-., (i) 

\PC\ 
en donde e es la excentricidad . Ahora bien , 

\PO\ = T 

y __ 

| PC | = | DB I = I DO I + I OB | = p + r cos 6 . 
Sustituyendo estos valores en ( 1 ) , obtenemos 



= e, 



p + r cos 6 
de donde , 

r = —^- (2) 

Podemos demostrar, reciprocamente, que cualquier punto cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuaci(5n (2) eatisface la condicidn geom6- 
trica ( 1 ) y , por tanto , esta sobre el lligar geom£trico . Segun esto , 
la ecuacidn (2) es la ecuacidn buscada de la conica. 

La ecuaci6n (2) se ha deducido en el supuesto de que la directriz 
esta a la izquierda del polo . Si la directriz esta a la derecha del polo 
yap unidades de 61 , podemos demostrar , analogamente , que la 
ecuacidn de la cdnica es 

T l + ecos^ K6) 

De manera semejante , si el eje focal coincide con el eje a 90° de 
manera que la directriz sea paralela al eje polar yap unidades de 61 , 
podemos demostrar que la ecuacidn de la cdnica es de la forma 

T = ep 



■■ e sen 6 ' 

debiendose tomar el signo positivo o el negativo segun que la directriz 
este" arriba o abajo del eje polar . 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 

Lcbiouui* — 17. 
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Teorema 6. Sea e la excentricidad de una conica cuyo foco estd 
en el polo yap unidades de la directrix correspondiente . 

Si el eje focal coincide con el eje polar, la ecuacidn de la conica es de 
la forma 

r = & 

1 ± e cos 6 ' 

en donde se debe iomar el signo positivo o el negativo segun que la directrix 
esti a la derecha o a la ixquierda del polo . 

Si el eje focal coincide con el eje a 90° , la ecuacidn de la cdnica es de 
la forma 

^_ ep 

1 ± e sen 6 ' 

en donde se debe lomar el signo positivo o el negativo segun que la directrix 
esU arriba o abajo del eje polar . 

NOTA. Nos referiremos en adelante a las ecuaciones del teotema 6 como las 
ecuaciones polares ordinariat de las conicas. El estudiante debe notar, sin em- 
bargo, que en cada caso en el polo esta un foco y no el vertice de una parabola 
o el centto de una conica central. Por esto, las ecuaciones rectangulares corres- 
pondientes no esta ran en la forma candnica. 

EJemplO. Identificar la c6nica cuya ecuacidn polar es 



2 + cos e 



(4) 



Hallar las coordenadas polares del centro y vertices y las longitudes de los ejes y 
del lado recto, 

Soluci6n. La ecuacidn ordinaria de una c6nica tiene la unidad como primer 
tlrmino del denominador. Por tanto, si dividimos numerador y denominador 

del segundo miembro de la ecua- 
obtenemos la 




cion (4) por 2, 
forma ordinaria 



1 + J/2 cos 6 



(5) 



Si comparamos la ecuacidn (5) 
con la ecuacidn ordinaria (3) , 
vemos que la excentricidad es 
e — Vi ■ Por tanto. el lugar 
geometrico de la ecuacidn (4) es 
una elipse cuya posicidn en el 
Fig. 122 piano coordenado polar esta re- 

presentada en la figura 122, en 

donde la recta I es la directriz correspondiente al foco que esta en el polo O. 
De la ecuacidn (5) tenemosque para 6 = es r = %, y para 9 = n es r « 4. 

Por tanto, las coordenadas de los vertices son V (%. 0) y V'(4, n) . Como el 
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cenrro C esta sobre el eje polar y en el punto medio de la recta que nne los ver- 
tices, sus coordenadas son (%. n) . La longitud del eje mayor es la diltancia 
entre los vertices, o sea, la — '% 

De la ecuacion (5) , tenemos que para = — es r = 2. Por tanto, la lon- 
gitud | OL | del semilado recto es 2, y la longitud total de cada lado recto es 4. 

Como la longitud total de cada lado recto es tambien igual a — . tenemos que 

a 

-5— = = 4, de manera que b = jt V 3 y la longitud del eje menor es 

a }t 

2b - A VI. 



EJEECICIOS. Grupo 40 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. De la ecuacion (3) , Articulo 85, deducir las ecuaciones polares 

r cos 6 = ± p y r sen 6 = =»= p 

de una linea recta , dadas en el teorema 4. 

2. Obtener los resultados del ejercicio 1 transformando las ecuaciones rec- 
tangulares de las rectas paralelas a los ejes coordenados yap unidades de ellos. 

3. Demostrar que las ecuaciones polares de las rectas que son perpendicula- 
res y paralelas al eje polar pueden escribirse en las formas 

r = * p sec S y r ■» ± p esc 6. 

respectivamente, en donde p es la distancia del polo a la recta. 

4. Hallar la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto P 14, -5- J 
y es perpendicular al radio vector de P. 

En cada uno de los ejercicios 5-8, transformar la ecuacion rectangular dada a 
la forma polar normal de la ecuacion (3). Articulo 85. 

5. 3x-4t/ + 5=0. 7. Ax -(- 3t/ - 10 - 0. 

6. 5x + \2y +26 = 0. 8. 2jc + t/ = 0. 

9. Hallar la ecuacion polar de la recta que paia por el punto (6, -^1 y 
es perpendicular al eje pohr. 

10. Hallar la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto 12 V 2, —J 

y es paralela al eje polar. 

11. Considerando las areas de ciertos triangulos, demostrar que la ecuacion 
polar de la recta que pasa por los dos puntos (n, #i) y (rj, 0j) puede escri- 
birse en la forma nr sen (fli — 9) + tit sen (9 — 9t) =» rira sen (fli — flj) . 

12. Hallar la ecuacion polar de la recta que pasa por los puntos 



(*t)'( j ^-t) 
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13. Demostrar que la ecuacion polar general de la circunferencia, ecua- 
cion (1) del Articplo 86, puede obtenerse por medio de la formula de la distan- 
cia entre dos puntos, dada en el teorema 3, Articulo 81. 

14. Hallar la ecuacion polar de la circunfeiencia de centro el punto 

J 6, — ) y radio igual a 4. 

15. Hallar la ecuacion polar de la circunferencia de centro el punto 
(3, —J y que pasa por el punto J 2, — J. 

16. Demostrar los casos especiales de la ecuacion (1), Articulo 86, dados 
en el teorema 5. 

17. Si el centro de una circunferencia que pasa por el polo es el punto 
(a, a) demuestrese que su ecuacion es r = la cos (0 — a) . 

18. Del resultado del ejercicio 17, demuestrese que la ecuacion polar de 
cualquier circunferencia que pasa por el polo puede escribirse en la forma 

c = k\ cos 6 + k2 sen 6, 

en donde ki y ki son constantes. 

19. Transformando la ecuacion polar del ejercicio 18 a su forma rectangu- 
lar, determinar el signif icado de las constantes ki y ki. Demostrar, tambien, 
que si a es el radio de la circunferencia se verifica que k\ 2 + ki 2 = 4a*. 

En cada uno de los ejercicios 20-23, hallar el radio y las coordenadas polares 
del centro de la circunferencia a partir de su ecuacion polar dada. Comprobar 
los resultados empleando coordenadas rectangulares. 

20. r = 4 cos 8. 

21. r = 2 cos 6 + 2 VI sen 6. 

22. r 2 - 2 y/1. r cos 6 - 2 V^ r sen - 5 = 0. 

23. r 2 + r cos 9 - V3 r sen 9 - 3 = 0. 

En cada uno de los ejercicios 24 y 25, transformar la ecuacion rectangular 
dada de la circunferencia a la forma polar general representada por la ecuacion 
(1) del Articulo 86, o uno de sus casos especiales. En cada caso, hallar el 
radio y las coordenadas polares del centro. 

24. x*+ y' + 2x = 0. 25. x' + y 2 - x - y = 0. 

26. Deducir la ecuacion r = ^ del teorema 6, Articulo 87. 

1 + e cos 6 

27. Deducir las ecuaciones r = — del teorema 6, Articulo 87. 

1 ± e sen 8 

28. Demostrar que las ecuaciones (2) y (3) del Articulo 87 pueden redu- 

n A rt ft 

cirse a las formas r = — esc 2 — y r = £- sec 2 — , respectivamente, en el caso 
2 2 2 2 

de una parabola. 

29. Demostrar que en cada una de las conicas del teorema 6, Articulo 87, la 
longitud de un lado recto es igual a 2ep. 

En cada uno de los ejercicios 30-32, identificar la conica cuya ecuacion polar 
se da. Para una parabola, hallense las coordenadas polares del vertice y la lon- 
gitud del lado recto. Para una conica central, hallense las coordenadas polares 
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del centro y los vertices, y las longitudes de los ejes y cada lado recto. Hallar 
tambien la ecuacidn rectangular de cada cdnica. 

5 », . _ 6 „„ __ 3 



30. r= „ 

2 — 2 cos ( 

33. Si la conica r : 



31. r = 



3 + sen fl 



32. 



2 + 4 cos 9 



representa una parabola, hallense las coor- 



1 — e cos 
denadas polares de su vertice y la ecuaci6n polar de su directriz. 



34. Si la conica r = 



ep 



1 + e cos 9 

1 ep 
longitud de su eje menor es 



representa una elipse, demuestrese que la 



Vl-e 1 ' 

IE rep 

e sen 6 

la longitud de su eje transverso es ep ■ 



35. Si la conica r = tE representa una hiperbola, demuestrese que 

1 — e sen 8 



1 

88. Problemas relativos a lugares geom6tricos en coordenadas po- 
lares. En coordenadas rectangulares vimos que la solucidn de un 
problema de lugar geom^trico se facilitaba a veces colocando la figura 
en una posicidn apropiada con respecto a los ejes coordenados. Ana- 
logamente , en coordenadadas polares , la solucidn puede efectuarse 
muchas veces con mayor simplicidad si se eligen apropiadamente el 
polo y el eje polar. Ilustraremos el procedimiento con varios ejemplos . 

EJemplo 1. Sean O y B los extremos de un diametro fijo de una circunfe- 
rencia dada de radio a. Sea t la tangente en B. Desde O tracemos una secante 
cualquiera s que corte a la circunferencia y 
a t en los puntos C y D, respectivamente. 
Hallar la ecuacidn polar del lugar geome- 
trico de un pun to P sobre s tal que 
| OP I = I CD | para cada posicion de s a 
medida que gira en torno de O. 

Solucidn. Sin que el razonamiento 
pierda generalidad, podemos tomar el pun- 
to O como polo y hacer que el diametro 
fijo este sobre el eje polar, tal como apare- 
ce en la figura 123. Como P es un punto 
cualquiera del lugar geometrico, le asigna- 
remos las coordenadas generates (r, 0) , de 
manera que | OP | = r y el angalo POB — 8. 
Entonces, para toda posicion de s, debe- 
mos tener 

r-|op|-|c5|-|6o|-|oc|. (1) 

Del triangulo rectangulo ODB. tcnemos 

| OD | - | OB | sec - 2a sec «. 
Tracemos el segmento CB. El angulo OCB es un angulo recto ya que esta ins- 
crito en un semicirculo. Por tanto, 

| OC | - | OB \ cosfl - la cos 6. 
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Sustituyendo en (I) estos valores de | OD | y | OC |. obtenemos 

r = 2a (sec $ — cos 9) , 
la cual se reduce a 

r — 2a tg 9 sen 9, 

que es la ecuacion polar buscada. La curva se llama cisoide. 

Ejetnplo 2. Desde un punto fijo O de una circunferencia dada. de radio a. 
se traza una cuerda cualquiera OB. Se prolonga la cuerda hasta el punto P de 
tal manera que la distancia | BP I sea siempre una constante igual a k. Hallar 
la ecuacion polar del lugar geometrico descrito por P a medida que la cuerda 
prolongada gira en torno de O. 

Solucion. Sin perder generalidad, podemos tomar el punto fijo O como 
polo y el diametro OC prolongado como eje polar (fig. 124). Como P es un 



P(r,$) 




*A 



Fig. 124 

punto cualquiera del lugar geometrico le asignaremos las coordenadas generates 
(r, 6) , de manera que | OP [ — r y el angulo POC =» 9. Segun el problema, 
para toda posici6n del segmento OP debemos tener 

r-|OP| - | OJB | + | BP | - | OB | + k. (2) 

La ecuacion de ta circunferencia dada de radio a es r = 2a cos 6. segun el 
teorema 5 del Articulo 86. Por tanto, para toda posicion de OP. se verifica 

| OB | - la cos 9. 

Sustituyendo este valor en la ecuacion (2) , tenemos 

r = 2o cos 6 + h, (3) 

que e; la ecuacion polar buscada. La curva se llama catazol de Pascal. 
Hay tres casos por considerar, segun que 

k < 2a. 

k -2a, 

y k > 2a. 

El case k < la esta representado en la figura 124. 
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EJEECICIOS. Grupo 41 

En los siguientes ejercicios. despues de obtener la ecuacion polar del lugar 
geometrico, tracese la curva por los metodos explicados en el Articulo 82. 

1. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico de un punto que se mueve 
de tal manera que su radio vector es siempre proporcional a su angulo polar. 

2. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico de un punto que se mueve 
de tal manera que su radio vector es siempre inversamente proporcional a su 
angulo polar. 

3. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico de un punto que se mueve 
de tal manera que el cuadrado de su radio vector es siempre proporcional a su 
angulo polar. 

4. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico de un punto que se mueve 
de tal manera que el logaritmo de su radio vector, es siempre proporcional a su 
angulo polar. 

5. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico de un punto que se mueve 
de tal manera que el cuadrado de su radio vector es siempre inversamente propor- 
cional a su angulo polar. 

6. Empleando solamente coordenadas rectangulares, deducir la ecuaci6n 
rectangular de la cisoidc definida en el ejemplo 1 del Articulo 88. Toraese como 
origen el punto O y el diametro fijo a lo largo de la parte positiva del eje X. 

Los ejercicios 7-12 se refieren a la figura 125 del ejemplo 1 del Articulo 88. 

7. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico del punto P de la recta s 
si I OP | = I PC I para toda posicion de s. 

8. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico del punto P de la recta s 
si | OP I ■» 2 I PC I para toda posicion de s. 

9. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico del punto P de la recta s 
si | OP | ■=■ Vi | PC I para toda posicion de s. 

10. Sea E el pie de la perpendicular trazada del punto C al eje polar. Ha- 
llar la ecuaci6n polar del lugar geometrico del punto P de s si | OP | =» \ CE\ 
para toda posicion de s. 

11. Con referenda a la figura del ejercicio 10, hallar la ecuacidn polar del 
lugar geometrico del punto P de la recta s si | OP | = \ OE | para toda posi- 
cion de s. 

12. Con referencia a la figura del ejercicio 10, hallar la ecuacion polar del 

lugar geometrico del punto P de la recta s si | OP \ = ; EB \ para todas las po- 
vidones de s. 

13. Un punto P se mueve de tal manera que el producto de sus distancias a 
los dos puntos fijos F (a, Q ) y F'(a, n) es siempre igual a la constante 6 2 . 
Demostrar que la ecuacion polar del lugar geometrico de P es 



r* = a* cos 16 ± \/ b- - a* sen 2 16 . 

Los lugares geometricos se llaman ovalos de Cassini. 

14. Trazar la grafica de la ecuacion de los ovalos de Cassini (ejercicio 13) 
cuando b =■ a. Demostrar que en este caso el lugar geometrico es una lemnis- 
cata. (Vease el ejemplo 2 d<l Articulo 82.) 
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15. Trazai la grafica del caracol representado por la ecuacion (3) del ejem- 
plo 2 del Articulo 88, cuando k = la. Demostrar que en estecaso el lugar geo- 
metrico es una cardioide. (Vease el ejemplo 1 del Art. 82.) 

16. Trazar la grafica del caracol representada por la ecuacion (3) del ejem- 
plo 2 del Articulo 88, cuando k > 2a. 

17. Hallar la ecuacion polar del caracol del ejemplo 2 del Articulo 88, 

cuando la circunferencia dada tiene su centro en el punto (a, ill, y construir 
la grafica correspondiente. 

Los ejercicios 18-20 se refieren a la figura 124 del ejemplo 2 del Articulo 88. 

18. Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico del punto P si | BP \ = | BC \ 
para todas las posiciones de OP. 

19. Sea D el pie de la perpendicular trazada desde el punto B al eje polar. 
Hallar la ecuacion polar del lugar geometrico del punto P si | BP \ = | BD \ para 
todas las posiciones de OP. 

20. Con referenda a la figura del ejercicio 19, hallar la ecuacion polar del 
lugar geometrico del punto P si | BP | = | OD \ para cualquier posicion de OP. 

21. Una circunferencia dada rueda. sin resbalar, sobre otra circunferencia 
del mismo radio pero de posicion fija. Hallar e identificar la ecuacion polar del 
lugar geometrico descrito por un punto de la primera circunferencia. 

22. Sea a la distancia de un punto fijo O a una recta fija /. Se traza por O 
una recta cualquiera /' que corta a / en el punto B. Sobre I' se toman dos 
puntos P y P' a la derecha y a la izquierda de B, respectivamente, tales 
que | BP | = I P'B \ = b. una constante. para cualquier posicion de /'. Si se 
toma el punto O como polo y la recta I perpendicular al eje polar y a la derecha 
de O, demuestrese que la ecuacion polar del lugar geometrico descrito por 
Pyf'i medida que /' gira en torno de O, es r — a sec ± b. Dicho lugar 
geometrico se llama concoide de Nicomedes. Tracese la curva para el caso en 
que b > a. 

23. Trazar la concoide del ejercicio 22 cuando b =• a. 

24. Trazar la concoide del ejercicio 22 cuando b < a. 

25. En la construcci6n del ejercicio 22, supongamos que los puntos P y P' 
se toman sobre /' de tal manera que, para todas las posiciones de /', sea 



| BP | - I P'B | = 



z, 



siendo z la distancia de B al eje polar. Demostrar que la ecuacion polar del 
lugar geometrico descrito por P y P' a medida que /' gira en torno de O es 

r - a (sec « ± tg 0) . 

La curva asi obtenida se llama estrofoide. 



CAPITULO XI 

ECUACIONES PARAMETRIC AS 

89. Introduccion. En los capitulos anteriores hemos visto que si 
un lugar geom^trico tiene una representacidn analitica , tal representa- 
tion puede expresarse usualmente por una unica ecuaci6n conteniendo 
a lo mas dos variables . En este capitulo consideraremos la represen- 
tation analitica de una curva por medio de un par de ecuaciones en las 
cuales cada una de las dos variables esta expresada en funci6n de una 
tercera variable . Por ejemplo , la cireunferencia 

x' + ^-l, (1) 

puede representarse tambi&i por las dos ecuaciones 

x = cos d , y = sen 6 , (2) 

siendo 6 una variable independiente que puede tomar cualquier valor 
real . Es decir , si a 6 se le asigna un valor arbitrario , las ecua- 
ciones (2) determinan un par de valores de x y y que satisfacen a 
la ecuaci6n ( 1 ) . En efecto , elevando al cuadrado cada una de las 
ecuaciones (2) y sumando , obtenemos 

x ! + y 1 = cos 2 6 + sen 8 , 

la cual , para todos los valores de 6 , es id^ntica a la ecuacidn (1) . 
En general , si 

F(x,y) = (3) 

es la ecuacidn rectangular de una curva plana C , y cada una de las 
variables x y y son funci6n de una tercera variable I , de tal manera 
que podemos escribir 

*-/(0, v-g{t), (4) 

entonces , si para cualquier valor permisible de la variable indepen- 
diente I, las ecuaciones (4) determinan un par de valores reales de 
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x y y que satisfacen la ecuacitfn ( 3 ) , las ecuaciones ( 4 ) se llaman 
ecuaciones paramilricas de la curva C , y la variable independiente t 
se llama pardmelro. Tambi^n nos referiremos a las ecuaciones (4) 
como una represenlacidn parametrica de la curva C . Asi , las ecuacio- 
nes (2) son ecuaciones parametricas o representacion parametrica de 
la circunferencia ( 1 ) , siendo el parametro . 

Las ecuaciones parametricas de un lugat geometrico especifico no son unicas, 
ya que el lugar geometrico puede representarse pot diferentes pates de ecuacio- 
nes. Pot ejemplo, en el caso de la circunferencia (1), podemos tomat, arbitra- 
tiamente, x = t como una ecuacion patametiica y sustituir este valor de x en la 
ecuacion (1) ; la solu cion co rrespondiente pata y es entonces la otra ecuacion 
patametiica </ = =*= y/ 1 — t 2 . Debe notatse que, para este par de ecuaciones, 
el parametro t solo puede tomat valores reales comprendidos dentro del inter- 
valo — 1 £ t < 1, mienttas que para el par de ecuaciones (2) el parametro 8 
puede tomar todos los valores reales. No hay un metodo general para seleccionat 
un parametro particular pata un lugat geometrico y deducit entonces las ecua- 
ciones parametricas correspondientes. Usualmente, se toma la representacion 
parametrica mas sencilla o aquella que sea mas util y conveniente para nuestros 
propositos. 

Como en nuestro estudio de un lugar geometrico por medio de su 
ecuacidn rectangular , hemos considerado solamente una ecuacidn y 
como maximo dos variables , el lector puede suponer , 16gicamente , 
que el estudio de una curva sera mucho mas largo y complicado si 
hay que tratar con dos ecuaciones y tres variables . Veremos , sin 
embargo , que ciertas curvas se estudian mucho mas convenientemente 
por medio de sus ecuaciones parametricas ; de manera semejante , las 
soluciones de muchos problemas de lugares geom£tricos se obtienen con 
mayor facilidad mediante la introduccidn de un parametro . 

90. Obtencidn de la ecuacidn rectangular de una curva a partir de 
su representacidn parametrica. La ecuaci6n rectangular de una curva 
se obtiene a partir de su representacidn parametrica eliminando el 
parametro . No hay ningun metodo general para efectuar esta elimina- 
cion ; el procedimiento a seguir depende en cada caso de la forma de 
las ecuaciones parametricas. Si estas contienen funciones trigonome- 
tricas , la ecuacion rectangular puede obtenerse , a veces , por me- 
dio de una de las identidades trigonometricas fundamen tales (A pen- 
dice IC , 2) ; vimos un ejemplo de esto , para la circunferencia , en el 
Articulo 89 . Si ambas ecuaciones parametricas son algebraicas , su 
forma sugerira algunas veces una operacidn algebraica por medio de 
la cual se elimine al parametro . Otras veces , si una ecuacidn parame- 
trica es mas complicada que la otra , la ecuaci6n rectangular puede 
obtenerse , frecuentemente , despejando el parametro de la ecuacitfn 
mas sencilla y sustituyendo su valor en la otra ecuacidn . 
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Ejemplo 1. Hallar la ecuacion rectangular de la curva cuyas ecuaciones 
paramctricas son 

x = 2 + 3 tg «, y = 1 + 4 sec t). (1) 

Soluci6n. La presencia de tg tt y sec U como terminos aislados en las ecua- 
ciones paramhricas (1) sugiere el empleo de la identidad trigonometrica funda- 
mental 

1 + tg J 6 = sec 2 tt. (2) 

En efecto, si escribimos las ecuaciones (1) en la forma 

iLZL? - tg 9, SJll - sec e, 
3 4 

elevamos despues al cuadrado cada una de estas ecuaciones y sustituimos los 
tesultados en la ecuacion (2) , obtenemos 

1 4- (x-D* _ (i ~') 2 
9 16 

o sea, 

(</-!)' _ (*-2)» m , 
16 9 

que es la ecuacion rectangular equivalente a las ecuaciones dadas y que representa 
una hiperbola. 

Ejemplo 2. Hallar la ecuacion rectangular de la curva cuyas ecuaciones 
parametricas son 

x = fUo cos a. y = tvo sen a — l / 2 gt 2 . . (3) 

en donde t es el parametro, y va, a. y g son constantes. 

Soluci6n. Como la primera ecuacion es la mas sencilla, despejamos de ella 
el valor de t. Resulta: 

I £ 

Va cos a 

Si sustituimos este valor de t en la segunda ecuacion, obtenemos la ecuacion 
rectangular 



y - x tg a - 



_2 xt. 



2uo' cos 2 a 
que representa una parabola. 

91. Gr&fica de una curva a partir de su representacidn parame- 
trica. Para trazar una curva a partir de su ecuacirin rectangular , 
basta obtener las coordenadas de algunos puntos, asignando distintos 
valores a una de las variables y calculando luego los valores corres- 
pondientes de la otra variable . Podemos trazar tambien directamente 
una curva a partir de sus ecuaciones paramctricas sin necesidad de 
pasar a su ecuacion rectangular . En efecto , si asignamos un valor 
particular al parametro , las ecuaciones paramctricas determinan valo- 
res correspondientes de x y y que , si son reales , representan las 
coordenadas de un punto de la curva . 
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Ejemplo. Haciendo variar el parametro, trazar la curva cuyas ecuaciones 
parametricas son 

y = 1 — cos 9. 



x = s — sen 



(1) 



Hallar tambien la ecuacion rectangular de la curva. 

Soluci6n. El parametro 8, que aparece como un termino aislado en la pri- 
mera ecuacion, debe tomarse en radianes (Apendice IC. 4) . Asi, si se le asigna 



a 6 el valor — tiene el valor 0,7854 y 
4 



no 45°. Para calcular los valores de 



x y y. sera conveniente, por lo tanto, asignar valores a 9 en funcion de n, 

(ver la tabla del final de la pagina) . Para valores de 9 mayores de 2n radia- 
nes, y para valores negativos de 9, 
la curva repite su forma a derecha e 
izquierda. respectivamente, del 
eje y. El Iugar geometrico (fig. 125) 
se llama cicloide. La porcion de cur- 
va comprendida entre dos cuales- 
quiera de sus intersecciones sucesivas 
con el eje X se llama arco de la 
cicloide. Por la importancia que 
tiene esta curva, deduciremos sus 

ecuaciones parametricas y posteriormente (Art. 93) la discutiremos. 

Para obtencr la ecuacion rectangular de la cicloide, procedemos como sigue. 

A partir de la segunda, y mas sencilla, de las ecuaciones parametricas (1), 

tenemos 

cos 9 = 1 — y, 

de donde, 

9 = arc cos (1 — y) . 




sen 6 



Vl -d -y) ! 



y/ly - 



Si sustituimos estos valores de 9 y sen 9 en la primera de las ecuaciones (1), 
obtenemos la ecuacion rectangular buscada, 

x = arc cos (1 - y) =f y/ ly — y 3 , (2) 

en donde se debe tomar el signo positivo o el negativo segun que 9 sea menor o 

mayor que k radianes en el arco com- 
prendido entre 

9 = y $ = In. 

Si 9 = ji, la segunda de las ecuacio- 
nes (1) muestra que t/ = 2, en cuyo 
caso el radical se anula. 

El estudiante debe trazar la ci- 
cloide a partir de su ecuaci6n rectan- 
gular (2) y comparar el trabajo con 
el de obtener la grafica partiendo de 
las ecuaciones parametricas (1). 
Veri entonces las ventajas que, para 
esta curva, tiene la representaci6n 
paramitrica sobre la rectangular. 
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cos 9 
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0.02 
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0,71 


0.71 
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0.87 
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0,18 
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nil 


1 





0,57 
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3rt/4 


0,71 


-0,71 


1,65 


1.71 


n 





- 1 


3,14 
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5ji/4 


- 0,71 


-0,71 


4,63 


1,71 


3ji/2 


- 1 





5,71 


1 


7n/4 


-0,71 


0,71 


6,20 


0,29 


2ji 





1 


6,28 






1. 


x = at. y = of. 


2. 


x = a sen 9, y = a cos 9. 


3. 


x = 5f, y=2f + 2. 


4. 


jc = pf 2 . y = 2pt. 


5. 


x = a cos 9, y = 6 sen 9 


6. 


x = 2f 2 , y -1. 
I 2 



7. x = a(l - t) , y = of. 

8. x = a sec 0, y = o tg 0. 
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EJERCICIOS. Grupo 42 

En cada uno de Ios siguientes ejercicios trazar la curva correspondiente par- 
tiendo de sus ecuaciones parametricas dadas. Obtengase tambien la ecuacion 
rectangular de la curva e identifiquese si es posible. Las letras a, b, c, d y p 
teptesentan constantes diferentes de ceto. 

13. x = pf 2 + b, y = 2f + a. 

14. x = 3 cos 8+2, y = 2 sen 9—3. 

15. x=2sec9-l, y = tg9 + 2. 

16. x=2sen9-3, y = 4cos9-4. 

17. x = a sen 4 8, y = a cos* 8. 

18. x = a tg 3 9, y = tg 9. 

19. * = 6f 2 , y = of 3 . 

20. x = a sen 3 9, y = a cos 3 9. 

2f 1 — f 2 

9. * = 2tg0, y = 3ctg9. 21> * = a rqr7T' " = a f+72- 

10. x=2f + 2, y=2r» + 4r. 22. x = a tg 9, y = 6 sec 2 9. 

11. x =2(l+cos 9), y-2sen9. 23. x = o esc 2 9, y - a ctg 9. 

12. x = 4 sen 9, y = 2 esc 9. 24. x=cos9, y = sen 9— cos 9' 
25. x = 2 sen 9—3 cos 0. y = 4 sen 9 + 2 cos 9. 

y = c sen 8 + d cos 9; arf ^ be. 
= c sec 9 + d tg 9; ad yi be. 

34. x = 2 cos 9 y = cos 

2 

35. x = tg 2f, y = tg f. 

36. jc = sen t, y = tg 2f. 

37. * = tg ' y = sen f. 

38. x = sen 9, y = sen 39. 

39. x = cos 39, y = 2 cos 9. 

40. x = t + sen f , y ■■ 1 —cos f . 

92. Representacioa parametrica de las c6nicas. Por simplicidad , 
supondremos que la posici6n de cada una de las c6nicas con relation a 
los ejes coordenados sea fcal que su ecuaci6n rectangular este" en su 
forma cantfnica. 

Sea a el angulo de inclination de la tangente a la parabola y l = 4px 
en cualquier punto P(x, y) , excepto el v^rtice, de la curva. Enton- 
ces , por el teorema 4 del Articulo 57 , tenemos 



26. 


X 


= 


a sen 9 


+ 6 cos 9, y 


27. 


X 


= 


a sec 9 + o tg 8, y = 


28. 


X 


= 


3af 
1 + f 3 ' 


y - W . 
y 1 + f 3 


29. 


X 


- 


a sen 9, 


y = b tg 9. 


30. 


X 


= 


sen 20, 


y = cos 9. 


31. 


X 


= 


cos 2i, 


y = sen f. 


32. 


X 


= 


a cos f, 


y = b cos 2f 


33. 


X 


= 


9 
sen — , 


y = cos 9. 
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de donde , 



y = 2p ctg a . 



Como el valor de a depende de la position del punto de contacto P , 
es una variable que podemos escoger como parametro . Segiin esto , 
el valor de y obtenido puede tomarse como una de las ecuaciones 
param^tricas de la parabola. Si este valor de y es sustituido en la 
ecuacitfn j/ 2 = 4px , hallamos x — p ctg 2 a . Por tanto , un par de 
ecuaciones param^tricas de la parabola es 



x = p ctg 2 a , y = 2p ctg a , 



(1) 



en donde el parametro a representa el angulo de inclination de las 
tangentes a la parabola y 2 = ipx . 



Y 






i 


/ 


^ 


\, 












Fig. 126 



En el ejemplo 2 del Articulo 90 , se di<5 una representation para- 
m^trica importante de la parabola , a saber , 



x = ivo cos a , y = ivo sen a — K<7< 2 , 



(2) 



en donde t es el parametro , y para la cual se encontr6 que la ecuacirtn 
rectangular es 



y = x tg a 



2fo 2 cos 2 a 



x- . 



(3) 



En Mecanica se demuestra que si la resistencia del aire es despreciada , 
las ecuaciones param^tricas (2) son las ecuaciones del movimiento de 
un proyectil lanzado desde cl origen con una velocidad (constante) 
inicial t>o a un angulo constante a con el eje X , siendo g la acelera- 
ci6n constante debida a la gravedad (fig. 126). Este problema del 
movimiento de proyectiles es un ejemplo de las ventajas de la repre- 
sentation param£trica sobre la rectangular en algunos problemas fisi- 
cos . Se puede hacer un estudio completo del movimiento por medio 
de las ecuaciones param£tricas (2). Por ejemplo, por las ecuacio- 
nes (2), podemos determinar la posicidn del cuerpo en cualquier 
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instante t ; esta informacidn , en cambio , no puede obtenerse de la 
ecuacidn rectangular (3) la cual simplemente da la trayectoria del 
proyectil . 

Ahora obtendremos una representacidn parame'trica sencilla para 
unaelipse. Tracemos dos circunferencias conc^ntricas (6g. 127) que 
tengan su centra comun en el origen y de radios a y b , siendo a > b . 
A partir del origen tracemos una recta cualquiera I que forme un 
dngulo 8 con la parte positiva del eje X , y sean A y B los puntos 
de interseccidn con las circunferencias de radios a y b , respectiva- 
mente. Bajemos las perpendiculares AC y BD al eje X, y por B 





Fig. 127 



Fig. 128 



tracemos una recta paralela al eje X y sea P su punto de interseccion 
con AC. Vamos a obtener las ecuaciones param^tricas del lugar 
geom^trico de P(x, y) . Como P se mueve de acuerdo con la rotation 
de la recta I en torno de , tomaremos como par&metro el dngulo 6 . 
De los triangulos rectangulos OA C y OBD , tenemos 

x = OC = OA cos 6 = a cos 6 

y y=CP=DB = OB sen 6 = b send 

Por tanto , las ecuaciones param&ricas del lugar geom^trico de P son 

x = a cos 6 , y = b sen 6 . (4) 

Es muy f&cil eliminar el parametro 6 de las ecuaciones (4) y obtener 
la ecuacidn rectangular 



— + — = 1 
a s ^ 6 s X ' 



(5) 



Por tanto, las ecuaciones (4) son una representacidn param^trica de 
la elipse (5) . El parametro 6 se llama dngulo excintrico del punto P, 
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y las circunferencias conc6ntricas de radios a y b se llaman , respec- 
tivamente , circulo principal y circulo menor de la elipse . 

Una representation param^trica sencilla de la hip^rbola puede obte- 
nerse como sigue. Tracemos dos circunferencias conce'ntricas que 
tengan su centra comun en el origen y que sus radios sean OA = a y 
OB = b , en que a > b , como se ve en la figura 128. A partir de 
tracemoa una recta cualquiera I que forme un angulo 6 con la parte 
positiva del eje X , y sea C el punto de intersection con la circunfe- 
rencia de radio a. En C tracemos la tangente a la circunferencia; 
designemos por D el punto en que esta tangente corta al eje X. 
En B tracemos una perpendicular al eje X y sea E su punto de in- 
tersection con I. Por D y E tracemos rectas paralelas a los ejes 
Y y X , respectivamente ; designemos por P el punto de intersection 
de estas rectas. Ahora vamos a obtener las ecuaciones param6tricas 
del lugar geom^trico de P(x, y) , usando 6 como parametro . De los 
triangulos rectangulos OCT) y OBE , tenemos 

x = OD = OC sec 6 = a sec 9 

y y=DP = BE = OBtgd^btgd. 

Por tanto , las ecuaciones param6tricas del lugar geome'trico de P son 

x = a sec d , y = b tg d , (6) 

y la ecuaci6n rectangular puede hallarse facilmente y es (vease el 
ejemplo 1 del Articulo 90) 

--^=1 (7) 

a 2 ¥ l - U > 

Por tanto , las ecuaciones ( 6 ) son una representation parametrica de 
la hip^rbola (7) . El parametro 6 se llama angulo excentrico del 
punto P , y el circulo de radio a se llama circulo auxiliar de la 
hipgrbola . 

93. La cicloide. Sea P un punto cuya posi ci6n sea fija con rela- 
ci6n a una curva C. Si la curva C rueda , sin resbalar, sobre una 
curva fija C , el lugar geom^trico descrito por el punto P se llama 
ruleta . 

Un caso importante de ruleta es la curva 1 la mada cicloide. Una 
cicloide es el lugar geome'trico descrito por cualquier punto fijo de 
una circunferencia que rueda , sin resbalar , sobre una recta fija . 
Deduciremos las ecuaciones param^tricas de la cicloide tomando la 
recta fija como eje X y una de las posiciones del punto mdvil sobre 
el eje X como origen. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar 
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geom^trico , a el radio y C el centro de la circunferencia que rueda , 
como se indica en la figura 129 . Tomaremos como par&metro el angu- 
lo 8 que gira la circunferencia al rodar partiendo de su posici6n inicial 
en el origen . Sean A y B , respectivamente , los pies de las perpen- 
diculares bajadas de P y C al eje I. Tracemos PD perpendicular 




Fig. 129 

a BC . Como la circunferencia rueda , sin resbalar , desde hasta B , 
tenemos 

OB = arco ~PB . 

Si 8 se mide en radianes , tenemos (Apendice IC , 4 ) 

arco PB — aO . 

Por tanto , de la figura 129 , 

x = OA = OB — A~B = a6 — PD = a& - a sen 8 , 

y = AP = BD = BC — DC = a — a cos 8 , 

de manera que las ecuaciones parametricas de la cicloide son 

x = a (6 — sen 6 ) , y = a (1 — cos 8 ) . ( 1 ) 

Por el metodo empleado en el ejemplo del Articulo 91 , podemos 
demostrar que la ecuacion rectangular de la cicloide ( 1 ) es 



x = a arc cos 



y 



=f V 2ay - y 2 , 



(2) 



en donde debe tomarse el signo positivo o el negativo segun que 8 
sea menor o mayor que jt radianes en el arco comprendido entre 
8 = y 8 = 2k. 

El punto medio H de cualquier arco de la cicloide se llama vertice 
del arco . Aquella porcion OE de la recta fija comprendida entre los 
puntos extremos de un arco se llama base del arco ; su longitud es , 

Lahmann* ~ 18< 



274 



GEOMETRIA ANALITICA PLANA 



evidentemente , igual a 2jta , que es la longitud de la circunferencia 
generatriz. Cada extremo de un arco , tal como y E, se llama 
pico o cuspide. 

A la cicloide tambien se le da a veces el nombre de braquistocrona o curva 
del mas rapido descenso. porque, si se invierte la curva de la figura 129, se 
puede demostrar que es el recotrido descrito pot una patticula que cae desde un 
punto dado a otro en el inrervalo de tiempo minima. Ademas, si se sueltan dos 
particulas simultaneamente desde dos puntos cualesquiera del arco invertido de 
una cicloide, Heparan ambas al punto mas bajo (el vertice) al mismo tiempo. 

La cicloide es un caso especial de la ruleta conocida con el nombre de tcocoide, 
que es el lugar georcetrico descrito por un punto de un radio fijo de una circun- 
ferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta. Si el punto generador 
P(x, y) esta a una distancia b del centro del circulo rodante de radio a, si una 
posicion del radio fijo es a lo largo del eje Y , y si la recta fija se toma como el 
eje X, puede demostrarse que las ecuaciones parametricas de la trocoide son 



x = a9 — b sen i 



y = a — b cos 



(3) 



Se dice de la trocoide que es una cicloide acortada o alargada segun que 

b < a o b > a. 

Para b = a, las ecuaciones (3) se reducen a las ecuaciones parametricas (1) de la 
cicloide. 

94. Epicicloide e hipocicloide. Ahora consideremos dos tipos de 
ruletas que difieren de la cicloide en que la curva fija es una circunfe- 




rencia en vez de una recta. Estas curvas, Uamadas epicicloide e 
hipocicloide , son importantes en el diseflo de dientes de engranajes . 
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Una epicicloide es el lugar geom^trico descrito por un punto fijo 
cualquiera de una circunferencia que rueda exteriormente, sin resbalar, 
sobre una circunferencia fija . Deduciremos las ecuaciones parametri- 
cas de la epicicloide en el caso en que la circunferencia fija tenga su 
centro en el origen y una position del punto que describe la curva esta 
sobre la parte positiva del eje Y y sobre la circunferencia fija. Sea 
P{x, y) un punto cualquiera del lugar geom£trico ; sean a y b, res- 
pectivamente , los radios de las circunferencias fija y rodante, y sea 
C el centro de la circunferencia rodante o generatriz , como se ve en la 
figura 130 . Tomaremos como parametro el angulo 6 que forma la recta 
de los centros OC con la parte positiva del eje X. Sea A el punto 
sobre el eje X que representa la posicion inicial del punto P que des- 
cribe la curva , y sea B el punto de tangencia de las dos circunferen- 
cias . Desde C y P bajemos las perpendiculares CD y PE , respec- 
tivamente , al eje X , y tracemos PF perpendicular a CD . Llamemoc 
4> al angulo OCP y P al angulo PCF . Consideraremos ambos angu- 
los <t> y 6 medidos en radianes . 

Como la circunferencia generatriz rueda, sin resbalar, de A a B, 
tenemos 



o sea . 



arco AB = arco PB , 



a6 = b<t>. 



Por tanto , 4> = ~ B y 6 + 4> = 6 + ~ 6 = "-^ 6 . Tenemos, 



tambien , 

P = 4> - angulo OCD = <t> - (y - o\ = + 4> - y. 
Por tanto , 

P = sen (e + 4> - f \ = - sen (~ - [ 6 + <t> ]\ 

— - cos (0 + <l>) = — • cos — 7— , 



sen 



y 

cos 



P = cos (e + 4 - f\ - cos/— -l*+ + ]\ 



sen (0 + <fr) = sen — r— $ . 
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Para las coordenadas (x, y) del punto P, tenemos : 

x = OE = OD + DE = OD + FP = OC cos 8 + CP sen |3 
= (o + 6) cos 8 — b cos ^4—0, 



J/ 



= £'/> = DF = DC - FC = OC sen - CP cos 

i 7 \ i o "l~ b 

= (a + b) sen — o sen — =■ — , 

o 



de manera que las ecuaciones param^tricas de la epicicloide son 

1 

\ (1) 



x = (a + b) cos 8 — b cos — r — 6 , j 



y = (a + b) sen 8 — b sen — j — 8 . I 

Cada punto de la epicicloide que esta sobre la circunferencia fija , 
tales como A y 6 , es un pico; la porcion de curva comprendida entre 
dos picos sucesivos se llama arco . El numero de picos y arcos depende 
de las magnitudes relativas de los radios a y b . Sea r la razon de 
a a b , de manera que a — rb. Si r es un numero entero , la epici- 
cloide sera , evidentemente , una curva cerrada que tiene exactamente 
r picos y r arcos ; se dice entonces que la curva es una epicicloide de r 
picos . Si r no es un mimero entero pero es racional , el punto traza- 
dor P dard la vuelta en torno de la circunferencia fija dos o mas veces 
antes de regresar al punto de partida A ; en este caso , los arcos de la 
curva de diferentes circuitos se cortaran . Si r es irracional , el punto 
trazador no regresa exactamente al punto de partida . 

Cuando a = b , de manera que r = 1 , tenemos la epicicloide de un 
pico o cardioide (v£ase el ejemplo 1 del Articulo 82 y el ejercicio 21 
del grupo 41, Artfculo 88). De las ecuaciones (1) se deducen las 
siguientes ecuaciones parametricas de la cardioide : 

x = 2a cos 8 — a cos 28 , y = 2a sen 8 — a sen 28 . (2) 

Una hipocicloide es el lugar geom^trico de un punto fijo cualquiera 
de una circunferencia que rueda interiormente , sin resbalar , sobre otra 
circunferencia fija . Por un procedimiento semejante al empleado para 
la epicicloide, podemos demostrar que las ecuaciones parametricas de la 
hipocicloide son 

x = (a — b) cos 8 +b cos — r — , 

a-b } (3) 

y = (a — b) sen 8 — b sen — r — < 
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en donde a y b son , respectivamente , los radios de las circunforen- 
cias fija y rodante , y el par&metro es el dngulo que la recta de los 
centres OC forma con la parte positiva del eje X , tal como puede 
verse en la figura 131 . El lector debe observar que las ecuaciones 
parametricas (3) de la hipocicloide pueden obtenerse reemplazando 
b por — b en las ecuaciones parametricas (1) de la epicicloide. 




Fig. 131 



Sea r la razon de o a b , de modo que a= rb . Si r es un ntimero 
entero , tenemos una hipocicloide de r picos . La hipocicloide de cuatro 
picos esta representada en la figura 131 ; esta curva se llama tambten 
astroide . Las ecuaciones parametricas de la astroide pueden simplifi- 

carse de manera que tomen una forma muy simple. Asi , para b = -r- , 

las ecuaciones parametricas ( 3 ) se convierten en 

x — -r cos 6 + —r cos 30 , 
4 4 

3a a _ 

y = — sen — —r sen 30 . 

Si en estas ecuaciones sustituimos los valores de cos 3(9 y sen 30 dados 
por las identidades trigonom£tricas 

cos 30 = 4 cos 8 8 — 3 cos , 

sen 30 = 3 sen — 4 sen 3 , 
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obtenemos la forma simplificada de las ecuaciones parame'tricas de la 
astroide , 

x = a cos 3 8 , y = a sen 3 6 . (4) 

Si tomamos la potencia dos tercios de ambos miembros de cada una de 
las ecuaciones (4) y sumamos, obtenemos como ecuacion rectangular 
de la hipocicloide de cuatro picos 

xH+y« = o«. (5) 



EJERCICIOS. Grupo 43 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. De las ecuaciones parame'tricas (2) del Articulo 92, demostrar que el 
tiempo en el cual alcanza el proyectil su altura maxima esta dado pot 

_ vp sen a 
9 

2. Si se conocen los ejes mayor y menor de una elipse, hallar un metodo 
para construir cualquier punto P de la elipse conociendo su angulo excentrico. 

3. Dados el centro y el eje mayor de una elipse, hallar un procedimienio 
para construir el angulo excentrico de cualquier punto dado P de la elipse. 

d. Sean Pi y Pi puntos extremos de dos diametros conjugados de una 
elipse (vease el ejercicio 25 del grupo 29, Art. 63) . Demostrar que los angulos 
excentricos de Pi y P 2 difieren en 90° 6 270°. 

5. Obtener las ecuaciones parametricas (6) del Articulo 92 para una hiper- 
bola, empleando una construccion en que b > a. 

6. Sea / una recta dirigida hacia arriba, y sean a y p, respectivamente, 
los angulos formados por / y las partes positivas dc lod ejes X y Y (ver el ejer- 
cicio 19 del grupo 14, Art. 37) . Si / no es paralela a ninguno de los ejes coor- 
denados y contiene al punto fijo Pi(*i, yi) , puede demostrarse que (ver el 
ejercicio 21 del grupo 14, Art. 37) la ecuacion de / puede escribirse en la forma 

x — xi _ y — i/i 
cos a cos 3 

De aqui, demostrar que una representaci6n parametrica de la recta / esta 
dada por 

x = x\ + t cos a, y = yi + t cos 3, 

en donde el parametro f representa la distancia variable del punto fijo 
Pi(xi. i/i) a cualquier punto P(x, y) sobre /. 

7. Discutir la recta cuyas ecuaciones parametricas son 

x •= 3 + lf. « = 4 + i(, 
en donde el parametro t tiene ei significado establecido en el ejercicio 6. 
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8. Una recta cuya pendiente es — pasa por el punto (2, —1). Hallat 

sus ecuaciones parametricas en la forma dada en el ejercicio 6. 

9. Demostrat la ecuacion rectangular (2) de la cicloide dada en el Ai- 
ticulo 93. 

10. Si los ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo oii- 
gen sea el vertice H de la cicloide de la figura 129 del Articulo 93, demuestrese 
que las ecuaciones parametricas de la cicloide con respecto a los nuevos ejes estan 
dadas por 

x = a (9 — Jt — sen 9) , y = — a (1 + cos 9) . 

11. Trazar la cicloide del ejercicio 10 cuando a = 2. 

12. Deducir las ecuaciones parametricas (3) de la trocoide dadas en el Ar- 
ticulo 93. 

13. Obtener la ecuacion rectangular de la trocoide a partir de las ecuaciones 
parametricas (3) del Articulo 93. 

14. Trazar la trocoide del ejercicio 12 cuando a = 2 y b = 3. 

15. Trazar la epicicloide a partir de sus ecuaciones parametricas (1) del 
Articulo 94 cuando a = 36. 

16. Deducir las ecuaciones parametricas (2) de la cardioide, dadas en el 
Articulo 94, directamente a partir de una figura. 

17. Deducir las ecuaciones parametricas (3) de la hipocicloide, directamente 
de la figura 131. 

18. Trazar la hipocicloide a partir de sus ecuaciones parametricas (3) del 
Articulo 94 cuando a = 3b. 

19. Demostrar, analiticamente, que cuando a = 26 la hipocicloide (3) del 
Articulo 94 representa un diametro de la circunferencia fija. 

20. Si un hilo enrollado alrededor de una circunferencia fija se desenrolla 
manteniendolo tirante en el piano de la circunferencia, cualquier punto fijo del 
hilo traza una curva llamada evolvente de la circunferencia. Hallar las ecuacio- 
nes parametricas de la evolvente de la circunferencia x 2 + y 2 — a 2 bajo las si- 
guientes condiciones; Si P es un punto cualquiera del lugar geometrico, sea el 
punto A (a. 0) su posicion inicial, y para cualquiera otra posicion, sea T 
el punto de contacto de la tangente PT a la circunferencia. Tomese el angulo 
AOT = 9 como parametro. 

95. Resoluci6n de problemas de lugares geometricos por el merodo 
parametrico. Para ciertos lugares geometricos del tipo de curvas 11a- 
madas ruletas , hallamos que su representacidn param6trica es preferi- 
ble a su representacidn rectangular. Para muchas curvas, sin embargo , 
la ecuaci6n rectangular es mas deseable, pero esta ecuaci6n puede deter- 
minarse a veces mas convenientemente obteniendo primero las ecuacio- 
nes parametricas a partir de las condiciones que el lugar geometrico debe 
satisfacer . Esto requiere la introducci6n de un parametro , o posible- 
mente de dos o mas parametros , que deben eliminarse posteriormente . 
A este respecto, los parametros son incidentales en la determinaci6n de 
la ecuaci6n rectangular y por esto se llaman a veces variables auxiliares . 
El lector debe notar que si se introducen n parametros , es necesario 
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tener n + 1 ecuacioDes para efectuar su elimination y obtener la ecua- 
cion rectangular buscada . Si la ecuacion rectangular de un lugar geo- 
metrico se obtiene mediante la introduction de uno o mas parametros , 
se suele decir que la resolution se ha efectuado por el metodo paramitrico. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del lugar geometrico del punto de intersec- 
cion de dos rectas perpendiculares cualesquiera tangentes ambas a la elipse 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 . 

Solucion. Supongamos que el punto P(x, y) (fig. 132) representa un 
punto cualquiera del lugar geometrico. Como las rectas son perpendiculares 




Fig. 132 



entre si, podemos representar sus pendientes por my — — , siendo la variable m 

m 

el parametro. Por el teorema 5 del Articulo 63 las ecuaciones de las tangentes son 
y = mx ± V a 2 m' + b 2 



1 
y = — — x ± 






+ b*. 



Para obtener la ecuacion rectangular requerida del lugar geometrico de P, debe- 
mos eliminar el parametro m entre estas dos ecuaciones. Para esto, las escribi- 
remos en las formas 

y - mx = ± VoV + t" , 



my 



+ x = ± V a 2 + b 2 m 2 . 



Elevando al cuadrado ambos miembros de cada una de estas ecuaciones, y su- 
mando, obtenemos 



de donde 



y 3 + m> x 2 + m 2 y 3 + x 2 = a 2 m' + b 2 + a 2 + h 2 m 2 . 

(m 3 + 1) (x 2 + y') = (m 2 + 1) (a 2 + b 2 ) . 
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Como m J +1^0, podemos dividir por este factor. Esto nos da la ecuacion 
rectangular del lugar geometrico, 

x* + y 2 = a 1 + b 3 , 

llamado circulo director de la elipse. ^~* (^t,teO-CR_ J 

En este ejemplo se ha obtenido la solucion introduciendo un solo 
parametro . El ejemplo siguiente rnuestra un problema de lugar geo- 
metrico en el cual se introducen varios parametros . 



Ejemplo 2. Una recta / pasa por el punto fijo Pi(— 1, — 3) ycortaala 
recta h ; 3x + 2y — 6 = 0, en el punto A, y a la recta h '■ y — 3 = 0, en el 
punto B. Hallar la ecuacion del lugar geometrico del punto medio del segmento 
de recta AB a medida que la recta / gira en torno del punto Pi. 

Solucion. Sea P(x, y) (fig. 133) un punto cualquiera del lugar geome- 
trico, y scan (x 1 , y 1 ) y (x", 3) las coordenadas de los puntos A y B, respec- 
tivamente. Hemos introducido asi tres parametros, x' , y' y x" ; su eliminacion 
requiere, por lo tanto, cuatro relacio- 
nes. Dos de estas relaciones pueden cb- 
tcnerse partiendo del hecho de que P es 
el punto medio del segmento AB; es- 
tas son 



x ~ x ' + x " 



= j/' + 3 
y 2 ' 



(1) 
(2) 



Como el punto A esta sobre la recta U, 
tenemos una tercera relacion escribiendo Pj(— 1,— SX 
que sus coordenadas verifican la ecua- 
cion de la recta: 




3x' + 2y' - 6 = 0. 



(3) 



Fig. 133 



Como los puntos A, B y Pi son colineales, tenemos, escribiendo que las pen- 
dientes de APi y BPi son iguales, la cuarta relacion: 



y'+3 _ 



6 



De la ecuacion (2) , 



x' + 1 x'i + 1 
y' = 2y - 3. 
Sustituyendo este valor de y' en la ecuacion (3) , tenemos 
r , = 6 -V _ 6-4y + 6 _ 12 -4(/ 



(4) 



Sustituyendo este valor de x' en la ecuacion (1), resulta 

x" = 2x-x' = 2x- ¥-=-*« - 6 * + 1 V " ' 2 - 
3 3 
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Si sustituimos estos valores de x', y' y x" en la ecuacion (4), obtenemos 

1y = 6 

15 - 4y bx + Ay -9 
3 3 

la cual, despues de simplificarla, nos da la ecuacion buscada 

bxy + Ay 2 + 3y - 45 = 0, 

que representa una hiperbola. El estudiante debe trazar la grafica correspon- 
diente de este lugar geometrico. 

Un tipo interesante de curvas , cuya ecuacidn se obtiene mas facil- 
mente mediante el m£todo param6tvico , son las llamadas podarias o 
curvas pedales , definidas de la siguiente manera : si desde un punto 
fijo Q se trazan perpendiculares a las tangentes a una curva C , el 
lugar geometrico de los pies de las perpendiculares es otra curva 11a- 
mada podaria de la curva C con respecto al punto Q . 

Ejemplo 3. Halla; la ecuacion de la podaria de una parabola con respecto 
al vertice. 

Solucl6n. El problema no pierde generalidad si tomamos la forma canonica 
de la ecuacion de la parabola, y 2 = 4 px . Sea P(x, y) (fig. 134) un punto 

cualquiera del lugar geometrico. Por el 
teorema 5 del Articulo 57, la ecuacion de 
la tangente de pendiente m a la parabola 




Apx es 



y = mx + — , m yi. 0. 
m 



(5) 



Por ser OP perpendicular a la tangente (5), 
su ecuacion es 

1 



y — X. 

m 



(6) 



La ecuacion rectangular de la podaria se 
obtiene eliminando el parametro m entre 
las ecuaciones (5) y (6) . Para ello, de la 

ecuacion (6) se obtiene m = — — , valor 
que sustituido en la ecuacion (5) nos da: 



Fig. 134 



y = -- 



PV 



Despejando y 2 obtenemos la ecuacion rectangular buscada 



y = 



x + P 



que representa una cisoide con asintota x = - p. (Vease el ejemplo 1 del Ar- 
ticulo 19 y el ejercicio 6 del grupo41. Ait. 88.) 
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EJERCICIOS. Grupo 44 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuacion del lugar geometrico formado por los puntos dc 
interseccion de dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la circunferencia 
x 2 + y 2 = a 2 . 

2. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de los puntos de intersection de 
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la parabola y 2 = 4px. 

3. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de los puntos de interscccion de 
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la hiperbola 

b 2 x 2 _ a 2 y t = a 2 b 2 , a > b. 

4. Por el punto fijo A( — a, 0) de la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 se 
traza una cuerda cualquiera AB. Hallar la ecuacion del lugar geometrico del 
punto medio de AB. 

5. Por el punto fijo A(-a, 0) de la elipse b 2 x 2 + a 2 y' = a 2 *) 2 , se 
traza una cuerda cualquiera AB. Hallar la ecuacion del lugar geometrico del 
punto medio de AB. 

6. Una recta / pasa por el origen y corta a las rectas 

x + 1 = y x-y+l=0 

en los puntos A y B, respectivamente. Hallar la ecuacion del lugar geometrico 
descrito por el punto medio del segmento AB a medida que la recta / gira en 
torno del origen. 

7. Un segmento AB de longitud constante / se mueve de tal manera que 
su extremo A permanece siempre sobre el eje X y su extremo B siempre sobre 
el eje Y. Hallar la ecuacion del lugar geometrico descrito por un punto fijo P 
sobre AB tal que la razon AP : BP es igual a k. 

8. Hallar la ecuacion de la podaria de la parabola y 2 = 4px con respecto 
al foco. 

9. Hallar la ecuacion de la podaria de la elipse b 2 x z + a 2 y 2 = a 1 b' con 
respecto a su centre 

10. Demostrar, analiticamente, que una circunferencia es su propia curva 
podaria con respecto al centro. 

11. Hallar la ecuacion de la podaria de la hiperbola b 2 x 2 — a 2 y* = a 2 b 2 
con respecto a su centro. 

12. Demostrar que si en el ejercicio 11 la hiperbola es equilatera, la podaria 
es una lemniscata. (Vease el ejemplo 2 del Art. 82.) 

13. Desde uno de los focos de una elipse, se traza una recta l\ perpendicu- 
lar a cualquiera de sus tangentes, y por el centro se traza una recta It que pase 
por el punto de contacto. Demostrar, analiticamente, que el lugar geometrico 
de la interseccion de l\ y U es la directriz correspondiente. 

14. Establecer y demostrar el teorema correspondiente al del ejercicio 13 
para la hiperbola. 

15. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de los puntos de interseccion de 
dos tangentes cualesquiera a la parabola y 2 = 4px, tales que el producto de sus 
pendientes sea igual a una constante k. 

16. Resolver el ejercicio 15 para la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b*. 
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17. Hallar la ecuacion del lugar geometrico de los puntos de interseccion de 
dos tangentes cualesquiera a la parabola y 2 = 4px tales que formen an angulo 
de 45 grados. 

18. Hallar la ecuacion de la podaria de la elipse b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 con 
respecto a un foco. 

19. Hallar la ecuacion de la podaria de la hiperbola b 2 x 2 — a'y 2 = a 2 ft 1 
con respecto a un foco. 

20. Demostrar que la podaria de la circunferencia x 2 + y 2 + 4jc = con 
respecto al origen es una cardioide, (Vease el ejemplo 1 del Art. 82.) 



CAPITULO XII 

CURVAS PLANAS DE GRADO SUPERIOR 

96. Clasificacion de funciones. Si en el curso de un discusion par- 
ticular empleamos un simbolo, digamos x , al que se le pueden asignar 
valores diferentes , decimos que este simbolo es una variable , y a la 
totalidad de los valores que puede tomar le llamamos intervalo de 
variacidn de la variable. A si , la ecuacion de la circunferencia 

x 2 + 2/ 2 =l (1) 

contiene las dos variables x y y , a cada una de las cuales se le pueden 
asignar todos los valores reales desde — 1 hasta + 1 inclusive . El 
intervalo de variacidn de la variable x , por ejemplo , se expresa en- 
tonces por la relacion 

- 1 <*< 1. 

Segun vimos , una ecuacion en dos variables representa una corres- 
pondencia definida de valores entre esas dos variables (Arts. 14 , 23) . 
Nos referimos a tal correspondencia como a una relacion funcional. 
Para mayor precisitfn , establezcamos la siguiente 

Definici6n. Si dos variables, x y y, estan relacionadas de tal 
manera que para cada valor asignado a la x dentro de su intervalo , 
quedan determinados uno o m&s valores correspondientes de y , se dice 
que y es una funcion de x . 

Las funciones se clasifican de muchas maneras de acuerdo con sus 
diversas propiedades y caracteristicas . Para nuestros fines inmediatos , 
sin embargo , sera suficiente dividir todas las funciones en dos clases 
generales : funciones algebraicas y trascendentes . Para comprender 
esta clasificaci6n necesitamos agregar algunas definiciones . 

Una funcion racional enlera de x es una funci6n de la forma 

ao x n + ai x n ~ l + at x n ~ 2 + . . . + a n -i x + a n , 
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en donde n es un entero positivo , o cero , y ao , 01 , . . . , a n son 
constantes cualesquiera . Ordinariamente nos referimos a una funcidn 
de tal naturaleza como un polinomio en x. En particular, si ao ^ , 
so dice que la funcion o polinomio es de grado n . 

Una funcion racional de x es el cociente de una funci6n racional 
entera de x por otra que sea diferente de cero. Asi, si fi(x) y fc(x) 
son ambas funciones rationales enteras , si fz(x) es diferente de 
cero , y 

>ntonces R(x) es una funcion racional de x. 
Consideremos ahora la ecuacion 

y m +Ri(x)y m ^+R i (x)y m - i +... + R m -i(x)y+R n (x) = 0, (2) 

en donde m es un entero positivo y Ri(x) , Rt(x) , . . . , R m {x) son 
funciones racionales de i. Si la relation entre dos variables xyy.es 
de la forma dada por la ecuacion (2) , o puede hacerse que tome tal 
forma, entonces se dice que y es una funcion algebraica de x. Asf , 
cada una de las ecuaciones 

x 8 + » , = l > y i= ^- x , (z 2 +2/ 2 ) 2 = 4(z 2 -2/ J ) y x* + y* = 1 , 

definen a y como una funcion algebraica de x . 

Todas las funciones que no son algebraicas se Hainan funciones tras- 
cendentes . Las funciones trigonom6tricas , logaritmicas y exponencia- 
lee son ejemplos de tales funciones. Asi, cada una de ias ecuaciones 
y = sen x , y — log x y ye x2 — 1 definen a y como una funci6n tras- 
cendente de x. 

97. Clasificacion de las curvas planas. Cuando una eurva plana 
esta representada analiticamente por una ecuaci6n con dos variables , 
esa ecuacion , como acabamos de ver , expresa una relation funcional 
entre las dos variables . Decimos que una curva plana es algebraica o 
trascendente segun que la relation funcional expresada por su ecuacidn 
sea algebraica o trascendente . 

Se acostumbra hacer una posterior clasificacion de las curvas 
planas . La ecuacion de una recta , 

Ax + By + C = 0, (1) 

es de primer grado en x y y , y la ecuacion de una conica , 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx +Ey + F = , (2) 



CURVAS PLANAS DE GRADO SUPERIOR 287 

es de segundo grado en x y y . Si la ecuaci6n de un lugar geometrico 
no puede escribirse en ninguna de las formas (1) y (2), la curva 
correspondiente se dice que es una curva plana de grado superior . 

Se sigue, de esto , que las curvas planas de grado superior in- 
cluyen todas las curvas trascendentes y todas las curvas algebraicas 
de grado superior a dos . No incluiremos , sin embargo , entre las 
curvas planas superiores , a aquellas cuyas ecuaciones , escritas en la 
forma de un polinomio igualado a cero , son tales que el primer miem- 
bro se pueda descomponer en dos o mas factores entre las variables , 
de las formas dadas por las ecuaciones (1) y (2) anteriores (vease el 
Art. 20). Asi , la ecuacion 

y 4 + x*y i — 4i 3 — 4xy 2 — y 2 + ix = 

es de cuarto grado en las variables x y y , pero la curva que represents 
no sera considerada como una curva plana superior porqiie la ecuaci6n 
puede escribirse en la forma equivalente 

(x 2 +2/ 2 - 1) (y- — 4x) = 0. 

Como el numero de curvas planas superiores es ilimitado , se hace 
necesario hacer una seleccidn de las que van a estudiarse . Hay varias 
razones para hacer un estudio particular de una curva plana superior. 
Las principales entre estas razones se refieren a la importancia que 
tenga en Matematicas superiores , a su caracter hist6rico y a sus 
aplicaciones practicas . Tales consideraciones fueron las que sirvieron 
para hacer la selection de las curvas planas superiores estudiadas en 
este capitulo. 

98 Algunas curvas planas superiores algebraicas. En este ar- 
ticulo , vamos a estudiar varios tipos de curvas planas algebraicas 
de grado superior . 

a) Curvas polinomias. Si en la ecuacion 

y = ao x n + a\ x n ~ l + . . . + o„-i x + a n , ( 1 ) 

el segundo miembro f (x) es una funci6n racional entera de x con 
coeficientes reales , el lugar geometrico que represents se llama una 
curva polinomia . Para n = 1 , el lugar geometrico es una recta ; para 
n = 2 , el lugar geometrico es una parabola . Aqui consideraremos 
solamente eurvas polinomias aquellas para las cuales n > 3 ; los lugares 
geometricos correspondientes son entonces curvas planas superiores. 
Las curvas polinomias se trazan convenientemente determinando 
primero aquellos valores de x para los cuales y es igual a cero . Cada 
valor de x de esta clase se llama un cero del polinomio / (x) represen- 
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tado por el segundo miembro de la ecuacidn ( 1 ) ; tambien se le conoce 
con el nombre de raiz de la ecuacidn /(x) = 0. Graficamente , cada 
ralz real diferente , digamos a , representa la abscisa de un punto de 
interseccidn de la curva con el eje X . Se demuestra en Analisis mate- 
matico que la funcidn polinomia /(x) es continua ; graficamente, esto 
significa que el lugar geom£trico es una curva continua . 



Ejemplo. Trazar la curva polinomia cuya ecuacion es 
y = x* - 4x 3 - 3*2 + 14x - 8. 



(2) 



Solucion. Por los metodos de la teoria de ecuaciones del Algebra, se halla 
que los ceros del segundo miembro de la ecuacion (2) son — 2, 1, 1, 4. Por 
tanto, podemos escribir la ecuacion (2) en la forma 



</ = (* + 2) (jc - !)■ (jc — 4). 



(3) 



Las intersecciones de la curva con el eje X son los puntos de abscisas — 2, 1 
y 4. Como un ejemplo del metodo a seguir para obtener el signo de y para 
valores de x comprendidos entre las intersecciones, lo determinaremos para valo- 
res de x comprendidos entre — 2 y 1. Sea x = — 1 , un valor comprendido 
entre — 2 y 1. Para este valor de x, los signos de los factores del segundo 
miembro de la ecuacion (3) son +, + y — , respectivamente; por tanto, su 
producto y es negativo, lo que indica que la carva esta abajo del eje X para 
valores de x comprendidos entre — 2 y 1. Analogamente, podemos demostrar 
que entre las intersecciones 1 y 4 la curva tambien esta abajo del eje X. El 
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Fig. 135 



mismo procedimiento se sigue para valores no comprendidos entre los intervalos 
pero incluidos por las intersecciones. Asi, para x < — 2, y para x > 4, la 
ecuacion (3) muestra que y espositiva; luego, en estas regiones, la curva esta 
sobre el eje X. 

Despues de hacer esta investigacion preliminar, conviene, generalmente, 
obtener las coordenadas de algunos puntos de la curva, con el fin de obtener una 
grafica adecuada. Esto puede hacerse convenientemente utilizando los metodos 
estudiados en Algebra para hallar el valor numerico de un polinomio. La gra- 
fica de la ecuacion (2) aparece en la figura 135. 

NQTA. Como los coeficientes de la ecuacion (1) son reales, cualesquiera 
raices complejas de f(x)=0 deben ocurrir en pares conjugados; entonces no hay 
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intersecciones correspondientes con el eje X. Pero para cada raiz real diferente, 
y para cada grupo de un numero impar de raices reales repetidas, el lugar geo- 
metrico corta al eje X. Tambien para cada grupo de un numero par de raices 
reales iguales, cada una igual a. digamos a, la curva no corta al eje X, pero es 
tangente a el en el punto (a, 0) ; esto esta ilustrado en la curva de la figura 135. 



b ) Curvas potenciales . La ecuacion 

y = ax" , a 9* 0, 



(4) 



en donde n es una constante arbitraria o parametro , representa una 
familia de curvas llamadas curvas potenciales . En particular , si n es 
positivo, se dice que las curvas de la familia (4) son del tipo parabd- 



71=2 



n=l 




Fig. 136 



lico; y si » es negativo , se dice que son del tipo hiperbolico . Asi , 
si n= 2, la ecuacion (4) representa una parabola, y sin = — 1, 
representa una hip^rbola equilatera . 

Hemos considerado ya algunos casos especiales de la familia (4). 
Asi , para n = y 1 , tenemos lineas rectas ; para n = 2 , una para- 
bola ; para n = 34 > una rama de una parabola ; para n = 3 , la pa- 
rabola cubica ; para n = % , una parabola semicubica , y para n = % , 
una rama de una parabola semicubica. Algunas de estas curvas del 
tipo parabolico se han trazado en la figura 136(a), en donde a se tomi 
igual a la unidad . Otras , del tipo hiperbolico , aparecen en la figu- 
ra 136(6) , en donde a se toma tambien igual a la unidad. 

Las curvas potenciales tienen origen diverso . Por ejemplo , en la 
teoria de los gases , tenemos las curvas representadas por la ecuacidn 

pv n = k , 

Liohmar,n» — 19. 
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en donde p es la presidn y v es el volumen de un gas , y n y k son 
constantes . En particular , si n = 1 , tenemos la relaci6n conocida 
como ley de Boyle . 

c) Curva de Agnesi. Entre las curvas algebraicas de interns his- 
t6rico esta la curva de Agnesi o la bruja. Esta curva es el lugar 
geometrico de un punto P obtenido como sigue. Sea OA (fig. 137) 
un diametro de un circulo y t su tangente en A . Desde tracemos 
una recta cualquiera I y sean B y C sus puntos de intersecci6n con 
la circunferencia y la recta t . Por B tracemos una recta perpendicular 
a OA y por C tracemos otra recta paralela a OA ; sea P el punto de 




*X 



Fig. 137 

intersecci6n de estas dos rectas . La curva de Agnesi es el lugar geome- 
trico que describe el punto P a medida que I gira en torno de . 

Para obtener la ecuacidn de la curva de Agnesi , tomemos el punto 
como origen y el di&metro OA a lo largo del eje Y . La construc- 
ci<5n del punto P(x , y) es como aparece en la figura 137 . Sean D y E 
los pies de las perpendiculares trazadas de B a OA y de C al eje X , 
respectivamente . Sea 6 el angulo que I forma con la parte positiva 
del eje X . Como varia a medida que I gira alrededor de , lo 
emplearemos como parametro . Tracemos la recta AB . Se verifica : 
angulo DBO = angulo DAB — . Sea o el radio del circulo . Las 
coordenadas del punto P(x, y) , seran : 

x = OE = ~AC = OA ctg 6 = 2a ctg 6 , 

y =EP = OD = OB sen = OA sen 1 6 = 2a sen 2 6 . 

El estudiante debe demostrar que la ecuacidn rectangular de la curva 
de Agnesi , obtenida a partir de estas ecuaciones parametricas , es 

8a 8 



y = 



x 2 + 4o 2 



(5) 
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La ecuacidn (5) nos dice que la curva es sim6trica con respecto al 
eje y y asintdtica al eje X . El estudio completo de la curva se deja 
como ejercicio al estudiante . 

99. Tres famosos problemas de la antiguedad. Tres problemas 
geomelricos se hicieron famosos por los vanos esf uerzos que hicieron los 
antiguos matematicos griegos para resolverlos utilizando solamente la 
regla y el compas . Estos problemas son 

a) La duplicacidn del cubo . 

b) La triseccitfn de un angulo arbitrario . 

c) La cuadratura del circulo. 

Modernamente se ha demostrado que la solucidn de cualquiera de 
estos problemas es imposible por medio de la regla y el compas sola- 
mente . Dedicaremos este articulo a un breve estudio de cada uno de 
estos celebres problemas , ligados a curvas tambi^n famosas. 

a) Duplication del cubo. Este 
problema significa la obtencitin de la 
arista— de un cubo cuyo volumen sea 
igual al doble del volumen de un cubo 
dado. Demostraremos en seguida que 
este problema puede resol verse por 
medio de la curva llamada cisoide de 
Diodes. ioos^iGl) 

Sea C el centra y OA = 2a (figu- 
ra 138 ) el diametro fijo del circulo 
generador de la cisoide. Con estos 
datos y los ejes indicados en la figura 
la ecuaci<5n rectangular de la curva es 



y' = 



(1) 




2a — x ' 
Fig. 138 

Tracemos CD = 2a perpendicular al 

eje X , y sea E el punto de interseccidn de DA con la cisoide . Tra- 
cemos FE , la ordenada de E. De los triangalos semejan tes DC A y 
EFA , tenemos 

FA CA a 



CD 2a ' 



o sea, 



FE 

FA = 14FE. 



(2) 



292 



GEOMETRIA ANALITICA PLANA 



Por ser el punto E de la cisoide , tenemos , segiin la ecuacirin ( 1 ) , 



fe*=°^ 



FA 



y sustituyendo el valor de FA dado en la ecuacidn (2) , resulta 



fe>=™*- 



de doDde , 



FE 6 



FE 
2 OF 3 . 



Sea b la arista de un cubo dado cualquiera. 
segmsnto de longitud c tal que 

c_,_FE 

h of' 

Entonces, de la ecuacion (3) tenemos 



(3) 
Construyamos un 



0F S 



de donde , 



c 3 = 26' 



Es decir, c es la arista de un cubo cuyo volumen es el doble del 
volumen del cubo dado de arista b . 

b) Triseccidn de un dngulo arbitrario. Si bien es posible, por 

medio de la regla y el compas sola- 
mente , trisecar unos cuantos angulos 
particulares , por ejemplo , un angu- 
lo recto , no es posible hacerlo si se 
trata de un angulo cualquiera. La 
trisecci6n de cualquier angulo puede 
efectuarse , sin embargo , por medio 
de la concoide de Nicomedes, como 
demostraremos ahora . 

Sea AOC (fig. 139) el angulo que 
va a trisecarse . Por D , un punto 
cualquiera sobre el lado OC, tracemos 
la recta I perpendicular al lado OA y 
sea E su punto de interseccidn . So- 
bre OA tomemos el punto F tal que 
EF = 20D . 

Sea el punto fijo y I la recta fija de una concoide construida 
como sigue (vease el ejercicio 22 del grupo 41, Art. 88). Por 




Fig. 139 
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tracemos una recta cualquiera I' y sea B el punto en que corta a I . 
Sean P y P' dos puntos sobre I' a derecha e izquierda de B , res- 
pectivamente , y tales que | BP \ — \ BP' | = b , una constante , para 
cualquier position de I' . Se llama concoide el lugar geomStrico des^ 
crito por P y P'. Por este m6todo , construyamos la concoide para 

la cual b = \ EF\. Por D tracemos una recta paralela a OA y sea 
G su punto de interseccidn con la concoide . Tracemos OG y sea H 
su interseccidn con I. Entonces 

Angulo AOG = X A angulo AOC . 

La demostraci6n de esta construcci6n es la siguiente : Tracemos DM 
siendo M el punto medio de HG . De la construcci6n de la concoide , 

Jfff = EF = 20D. 

Como M es el punto medio de la hipotenusa del triangulo rcctan- 
gulo GHD es equidistante de los tres vertices , y 

DM = MG= }{HG = OD. 

Por tanto , tenemos dos triangulos is6sceles , ODM y DMG , tales que 

angulo MOD = angulo OMD , 

y 

angulo MDG = angulo MGD . 

Llamernos <£ y 6 , respectivamente , a estos angulos . El angulo <£ 
es un angulo exterior del triangulo DM G ; por tanto , 

<t> = 20. 

Como DG es paralela a OA , tenemos 

angulo AOG = angulo MGD = 6 . 

Por tanto , finalmente , 

angulo AOC = 8 +<£ = 30 =3 angulo AOG , 

y la construccion esti, demostrada . 

c) Cuadratura del clrculo. Este problema consiste en la cons- 
truccion de un cuadrado cuya area sea igual a la de un cfrculo dado . 
Se le conoce tambien como el problema de ' ' cuadrar el circulo " . El 
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lector comprendera que la soluci6n de este problema requiere la deter- 
minacidn de k , la razdn de la circunferencia a su diametro . En 
Matematicas superiores se demuestra que no solamente es imposible 
resolver este problema por medio de la regla y el compas , sino que la 
solution no puede efectuarse por medio de ninguna curva algebraica 
cuya ecuaci6n tenga coeficientes racionales . 

EJEECICIOS. Grupo 45 

En cada uno de los ejcrcicios 1-3 construir la curva correspondiente a la 
ecuacion que se da. 

1. y = x s — 2x 2 — x + 2. 

2. y - 2x* - \\x : > + 20x 2 - \2x. 

3. y - x" - 5*4 - bx* + 38x* - 43* + 15. 

4. Si la funcion polinomia general f (x) , igualada a cero, tiene por rakes 
los numeros complejos conjugados c + bi y a — bi, en que a y b son reales, 
b ^ 0. y i » V - 1 , demuestrese que f (jc) tiene un factor cuadratico posi- 
tivo para todos los valores reales de x y, por tanto, que no hay ningun punto 
de interseccion de la curva y = f (x) con el eje X. 

5. Si la funcion polinomia general f (x) , igualada a cero, tiene raices 
reales de orden impar, iguaUs cada una a a, demuestrese que la curva y = f (x) 
corta al eje X en el punto (a, 0) . 

6. Si la funcion polinomia general f (x) , igualada a cero, tiene raices 
reales de orden par, iguales cada una a a, demuestrese que la curva y = f (x) es 
tangente al eje X en el punto (a, 0) . 

7. Para las curvas potenciales y = x n , demuestrese: a) que todas las cur- 
vas del tipo parabolico pasan por el punto (1, 1) y el origen; b) que todas 
las curvas del tipo hiperbolico son asintoticas a los ejes coordenados. 

8. Dibujese la figura 136(a) del Atticulo 98 a una escala mas grande y 

112 3 
agreguense las curvas correspondientes para n = — , -^-. — , — , 4, 5. Com- 

4 3 3 2 

parense los lugares geometricos obtenidos haciendo variar el valor de n. 

9. Dibujese la figura 136(b) del Articulo 98 a una escala mas grande y 

agreguense las curvas correspondientes para n = — — , — — , — 3, — 4. Com- 

4 3 

parense los lugares geometricos obtenidos haciendo variar el valor de n. 

10. Dibujense varias de las curvas potenciales representadas por la ecuacion 

x " ay n , y comparense con las curvas correspondientes de la familia y = ax n . 

En cada uno de los ejercicios 11-17, construir las curvas potenciales cuyas 
ecuaciones se dan. 

11. y = (x — 1)^. Sugestion. Trasladese el eje Y. 

12. y -(* + l) s . 15. y + 1 - (* - 1)# . 

13. y=x' + l. 16. y - 1 - (x + 1)^ . 

14. y-2-(x-3) J . 17. y - 3 = (jt + 2) - 1 . 
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18. A paitir de sus ecuaciones parametricas, obtengase la ecuaci6n rectangu- 
lar de la curva de Agnesi dada por la ecuacion (5) del Articulo 98. Efectaar una 
discusion completa de la curva. 

19. Trazar la curva de Agnesi cuya ecaacion es y 2 = — " * . 

2a — x 

20. Empleando la construccion para la duplicacion del cubo dada en el Ar- 
ticulo 99, demuestrese que si en la figura 138 tomamos CD = na. podemos ob- 
tener la arista de un cubo cuyo volumen sea n veces el del cubo dado. 

21. Las parabolas y 2 = lax y x 2 » ay se cortan en el origen y en otro 
punto P. Consideraado la abscisa del punto P, demostrar como el problems de 
la duplicacion del cubo puede resolverse para un cubo dado de arista a. 

22. Tracese la curva cuya ecuaci6n es x 3 + xy 2 — "iax 2 + ay 2 «• 0. Esta 
curva se llama trisectriz de Maclaurin. Como su nombre lo indica puede usarse 
para trisecar un angulo cualquiera. 

23. Trazar la curva cuya ecuacion es x* + y* = a*. Esta curva se conoce 
con el nombre de curva de cuarto grado de Lame. 

24. En el mismo sistema de ejes coordenados dibujar las porciones de curvas 

de la familia de curvas x n + y n «■ 1, correspondientes al primer cuadrante cuan- 

1 2 
do a n se le asignan sucesivamente los valores — , — , 1, 2 y 4. Identificar 

cada lugar geometrico, y observar el efecto obtenido haciendo variar el va- 
lor de n. 

25. Trazar el lugar geometrico de x 3 + y 3 — "iaxy = 0. Esta curva se llama 
hoja de Descartes. 

26. Trazar el lugar geometrico de (x 2 -f- y 2 ) 2 — ax 2 y = 0. Esta curva se 
llama bifoliada. 

27. Trazar la cuva cuya ecuacion es x 3 + xy' + ax 2 — at/ 2 = 0. Su lugar 
geometrico es la estrofoiae. 

28. Trazar el lugar geometrico de y' — lay 3 + a 2 x 2 = 0. 

29. Trazar el lugar geometrico de x'y 2 = a 2 (x 2 -\-y 2 ) . Esta curva se llama 
cruciform*. El lector debe notar que aunque el origen pertenece al lugar geome- 
trico, ningun otro punto de la vecindad del origen esta sobre la curva. Un pun- 
to, tal como el origen, se llama entonces un panto aid ado. 

30. Trazar el lugar geometrico de x 2 y — a 2 x + b 2 y = 0. Esta curva se 
llama serpentina. 

100. La sinusoide. El lector ya esta familiarizado con la funcitfn 
sen z desde su cstudio de Trigonometria . Las propiedades de esta 
funci6n pueden estudiarse convenientemente por medio de la ecuacidn 

y = sen x . ( 1 ) 

El lugar geometrico de la ecuacidn (1) se llama sinusoide. 

Las intersecciones de la curva ( 1 ) con el eje X son , ± re , 
± 2n , y, en general, nre, en que n es un entero cualquiera . El dnico 
punto de intersecci6n con el eje Y es el origen . Como 

sen (— z) — — sen x = — y , 
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la curva es sim^trica con respecto al origen . A la variable x pueden 
asignarsele todos los valofes reales ; la variable y puede tomar valores 
reales cualesquiera en el intervale- — 1 < y < 1 . Por tanto , el lugar 
geom^trico se extiende indefinidamente hacia la derecha y hacia la 
izquierda del eje Y entre las rectas y = ±1. La curva no tiene 
aslntotas . Las coordenadas de un numero suficiente de puntos pueden 
obtenerse de la tabla del Ap^ndice IC , 5 , junta con las fdrmulas de 
reduccidn dadas en el Ap^ndice IC , 3 . Una parte del lugar geom6- 
trico aparece en la figura 140. El estudiante debe notar que las absci- 
sas son numeros que fepresentan la medida en radianes del angulo . 




Fig. 140 



Observamos que el lugar geomelrico se repite identico para cad a 
cambio de 2ji radianes en el valor de x ; se dice que tal curva es 
periddica. Mas generalmente , si una funcidn f(x) tiene la propiedad 
de que 

f(x)=f(x + p), (2) 

en que p es una constante diferente de cero, entonces se dice que / (x) 
es una funcidn periddica , y al valor mfnimo positivo de p tal que la 
relacidn (2) se verifique aun , se le llama periodo de f (x) . Eviden- 
temente, como sen a; = sen (x + 2n), la sinusoide (1) es periddica 
con perfodo 2n. Cualquier porci6n de la curva que corresponde a 
un cambio en x igual al periodo se llama ciclo de la curva . Asi , en 
la figura 140 , un ciclo es aquella porcidn de la curva comprendida 
entre el origen y el punto (2jr , 0) . Tambi^n , la porcidn inclufda entre 
dos intersecciones cualesquiera con el eje X se lama arco . El maximo 
de los valores absolutos de las ordenadas de una sinusoide se llama su 
amplitud; para la curva ( 1 ) , la amplitud es la unidad . 

Veamos ahora c6mo se obtiene el perfodo y la amplitud de una 
sinusoide partiendo de la ecuacion general 



y = a sen (kx + a ) , 



(3) 
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en donde a , k y a son constantes . La amplitud de la curva ( 3 ) es 
igual a | a | ; por esto , la cantidad a se llama factor de amplitud . Un 
ciclo complete del lugar geometrico de la ecuacion (3) se obtiene 
cuando el angulo kx + a varia en 2jt radianes . Como k y a son 
constantes , esta variacidn puede efectuarse solamente alterando el 
valor de x . Evidentemente , lo que tiene que variar x , digamos p , 
es el perfodo de la curva (3) . Para calcular el valor de p escribimos 

k (x + p ) + a — (kx + a ) = 2n , 
de donde , 

kp = 2jt , 

y 

2ji 

P = T- 

Vemos, por lo tanto, comparando los perfodos de las curvas (1) y (3), 
que , mientras la curva (1) tiene un ciclo en el intervalo de a 2jt , 
la curva (3) tiene k ciclos en el mismo intervalo. Por esto, a la 
constante k se le llama factor de periodicidad . 

El angulo a en la ecuacidn (3) no afecta ni la amplitud ni el 
periodo de la sinusoide, pero afecta la posicion de la curva con relacidn 
a los ejes coordenados . Esto puedc verse escribiendo la ecuacidn (3) 
en la forma 

y = a sen ki x + — \ (4) 



y comparando su grafica con la ecuacidn 

y = a sen kx. ( 5 ) 

Los lugares geom^tricos de las ecuaciones (4) y (5) son id6nticos en 
forma , pero si se trazan en el mismo sistema de ejes coordenados 
aparecen como curvas separadas para las cuales los puntos correspon- 
dientes tienen las mismas ordenadas pero sus abscisas difieren en una 

cantidad igual a ~r . Se dice entonces que la dos curvas estan fuera 

de fase o defasadas, y al angulo -r- se le da por esto el nombre de 
dngulo de fase. 

Ejemplo. Tiazai la sinusoide cuya ecuacion es 

y-1 sen (K 2 * + 1) . (6) 

y deteiminai su amplitud, peiiodo y angulo de fase. 
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Soluclon. La amplitud es igual, evidentemente, a 2. Como el factor de 



periodicidad es ]/£ , el periodo es igual a 



2n 



4jt, y el a n g u 1 o de fase es 



igual a — -, o sea, 2 radianes. El estudiante debe notai, en especial, que el 

72 

numero 1 que aparece en el angulo de la ecuaci6n (6) representa un radian y no 
un grado. 

Para trazar el lugar geometrico de la ecuacion (6) , es conveniente trasladar 
primero el eje V. Para ello escribiremos la ecuacion (6) en la forma 



y haremos 



y = 2 senK(* + 1) . 
x + 2 = x>. 
De esta manera la ecuacion transformada es 

y = 2 sen ]/i x' . 



(7) 



Como x = x' — 2, el nuevo origen O' es el punto (— 2, 0) . La grafica de la 
ecuacion (7) puede trazarse entonces con relacion a los ejes X y Y' como 




Fig. 141 

se explico para la grafica (fig. 140) de la ecuacion (1). Una parte de la curva 
resultante se ha representado en la figura 141 : por supuesto, que esta grafica es 
tambien el lugar geometrico de la ecuacion (6) con relacion a los ejes X y Y. 
La escala senalada encima del eje X es con relacion al eje V y se emplea al tra- 
zar la grafica de la ecuacion (7) ; la escala inferior es con relacion al eje V y se 
emplea para leer las coordenadas de los puntos que estan sobre la grafica de la 
ecuacion (6) . Se puede obtener una comprobacion parcial de la exactitud de 
la grafica de la ecuacion (6) determinando sus intersecciones con los ejes coor- 
denados. 



101. Otras curvas trigonom6tricas. Las cinco restantes funciones 
trigonom&ricas pueden estudiarse por medio de sus graficas , cada una 
de las cuales recibe un nombre en relacidn con la funcidn trigonom^trica 
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correspondiente . Asi , la funcion trigonom&rica cos x se estudia por 
medio de la ecuacidn 

y = cos x , ( 1 ) 

cuya grafica se llama la cosinusoide . Como cos x = sen I — + x J , 
la cosinusoide puede trazarse por medio de la sinusoide 

?/ = senfx +yj . 
La curva de la figura 142 , difiere de la correspondiente a y = sen x 




Fig. 142 

de la figura 140 solamente por tener al eje Y desplazado -£■ unidades 

hacia la derecha. Como cos ( — x) = cos x, la curva es sim^trica con 
respecto al eje Y. La amplitud es la unidad, y como cos x = cos (x + 2rc) 
el perfodo es igual a 2jt. El resto de la discusidn de la curva se deja 
como ejercicio al estudiante . 
La grafica de la ecuacion 

y = tgx (2) 

se llama tangentoide . Como tg x = tg (x + x) , la curva es peri6dica 
y su periodo es igual a jr. La grafica [fig. 143 (a) J se compone de 
un numero infinito de ramas diferentes que tiencn por asintotas las 
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rectas x — — - x , en donde n es un entero impar . El resto de la dis- 

cusidn de la tangentoide se deja como ejercicio al estudiante . Tambien 
debe desarrollar una discusi<5n completa de la cotangentoide , 



V = ctg x , 

cuya grafiea esta construida en la figura 143 (b) . 
La grafiea de la secantoide , 



(3) 



y = sec x, (4) 

esta trazada en la figura 144(a). La grafiea de la cosecm.toide , 

y = esc x , (5) 

se ha construido en la figura 144(b). Ambascurvas, la secantoide y 
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Fig. 144 



la cosecantoide son periddicas , siendo el periodo de cada una igual 
a2it. La discusion de estas curvas se deja como ejercicio al estu- 
diante . 

102. Graficas de las funciones trigonometricas inversas. La fun - 
cidn arc sen x puede estudiarse por medio de la ecuacidn 



y = arc sen x , 



(1) 



la cual significa que y es el arco cuyo seno es z. La ecuacion ( 1 ) se 
escribe frecuentemente en la forma 

y — sen ~ 1 x , 

pero nosotros emplearemos la notacidn de la ecuaci6n ( 1 ) . La relacidn 
expresada por la ecuacidn (1) puede obtenerse a partir de la ecuacidn 



x = sen y 



(2) 
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despejando y en funcidn de x . Por tanto , la relacidn ( 1 ) e.« inversa 
de la relacidn ( 2 ) ; consecuentemente , la f uncion arc sen x se lla- 
ma funcidn inversa del seno , y la grafica de la ecuacidn ( 1 ) se llama 
curva seno inversa . 

Como la ecuaci6n (1) se deduce de la ecuacion (2) , la grafica de 
la ecuacion (1) puede obtenerse partiendo de la ecuacion (2) por el 
m£todo estudiado en el Articulo 100 . Parte de la grafica se ha trazado 
en la figura 145(a) . La discusi6n completa de la curva se deja como 
ejercicio al estudiante, pero llamaremos la atencion sobre un hecho 
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Fig. 145 



importante : En el caso de la sinusoide , y = sen x , para cada valor 
asignado a x , se obtiene uno y solamente un valor de y . Decimos 
entonces que y es una funcidn uniforme de x. En cambio , en el caso 
de la curva seno inversa ( 1 ) , para cada valor que se le asigna a x , 
se obtiene un numero infinite de valores para y . Asi > si se le asigna 
a a; el valor % , y puede tener uno cualquiera de los valores 

— + 2wjt 6 -T- + 2nn , 
6 6 

siendo n un numero entero cualquiera. De acuerdo con esto , se dice 
entonces que y es una funcidn multiforme de x . Para ciertos estudios 
se hace necesario restringir los valores de y a un cierto intervalo con 
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el fin de convertir a esta funcidn en uniforme. Para la funci6n 
arc sen x , este intervalo es 

— y£arc sen x< — , (3) 

y estos valores se Uaman los valores principales del arc sen x . El 
estudiante debe observar que , dentro del intervalo (3 ) , la variable x 
puede tomar todos los valores desde — 1 a + 1 , inclusive . Aquella 
porcidn de la curva seno in versa (1) incluida en el intervalo (3) se 
llama rama principal de la curva ; esta curva es la trazada con una 
linea mas gruesa en la figura 145 ( a) . 

Para la curva coseno inversa cuya ecuacitfn es 

y = arc cos x , (4) 

la variacidn de los valores principales esta dada por el intervalo 

<. arc cos x < ji . ( 5 ) 

La rama principal de esta curva es la trazada en linea gruesa en la 
figura 145(6) . 

Para la curva tangente inversa cuya ecuaci6n es 

y = arc tg x , 

la variacidn de los valores principales es 

— ~2< arctgx<y. 

La rama principal de esta curva aparece en linea gruesa en la figu- 
ra 145 ( c ) . 

Para la curva cotangenle inversa , y = arc ctg x , la curva secante 
inversa , y — arc sec x , y la curva cosecanle inversa , y « arc esc x , 
lbs valores principales estan dados por los intervalos 

< arc ctg x < %, 
— tc5l arc sec x < — — , 

< arc sec x<- c> , 

— ji < arc esc x^ — x- , 

< arc esc x < -r- . 



CURVAS PLANAS DE GRADO SUPERIOR 303 

EJERCICIOS. Giupo 46 

1. Mostrar graficamente la amplitud de una sinusoide trazando en el mis- 
mo sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen x, y = 3 sen x y y = Vi sen x. 

2. Mostrar el efecto del periodo en una sinusoide trazando, en el mismo 
sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen x, y = sen 2x y y = sen *-. 

3. Mostrar el efecto del angulo de fase en la sinusoide trazando, en el mis- 
mo sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen2x, y = sen (2x + 60°) y y = sen (2x - 60°) . 

En cada uno de los ejercicios 4-15, tracese la curva cuya ecuacion se da. 
Determinense tambien su amplitud, periodo y angulo de fase. 

4. y = 2 sen 3x. 10. y + 1 = sen (x — 1) . 

5. y-ien**. "■ V - 3 - J4 «n <* + 2) . 
* 2 



6. y = 4 sen 2jix. 



12. x = sen 2y. 



13. x = - 2 sen -£. 

7. y = V 2 sen (x + 2) . 2 

8. v -4ienf-± + lY 14 - * = sen (y " f )• 

9. y = - 2 sen(2x + n) . 15. x + 3 = 3 sen (2y + 4) . 

16. Dar una discusion completa de la curva y = cos x. 

17. Dar una discusion completa de las curvas y = tg x y y = ctg x. 

18. Dar una discusion completa de las curvas y = sec x y y = esc x. 

19. Dar una discusion completa de la curva y = a cos (Ax + a) , en que 
a. k y a son constantes. 

20. Construir la grafica de la ecuacion y = ctg x a partir de la grafica de 

„-tg (£-*). 

En cada uno de los ejercicios 21-28, tracese la cuiva cuya ecuacion se da. 

21. y = cos y. 25. y = esc — . 

22. y — tg 2x. 26. x = 2 cos 3y. 

23. y = ctg|-. 27. x=2tg?^. 

24. y = sec3x. 28. y - 1 = 3 cos (x - 2) . 

29. Dar una discusion completa de la curva seno inversa y = arc sen x y de 
la curva coseno inversa y = arc cos x. 

30. Dar una discusi6n completa de la curva tangente inversa y = arc tg x 
y de la curva cotangents inversa y = arc ctg x. 
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31. Dar una discusion completa de la curva secante inversa y = arc sec x y 
de la curva cosjcante inversa y = arc esc x. 

En cada uno de los ejercicios 32-35, tracese la cuva cuya ecuacion se da. 

32. y = arc sen {x - 1) . 34. y = 3 arc tg £-. 

33. y — 2 arc cos 2*. 35. * = 2 arc cos (2 — y) . 

103. Curva logaritmica. La funci6n logaritmica puede estudiarse 
por medio de la ecuacidn 

y = loga x, a > , a ?* 1 , (1) 

cuya grafica se llama curva logaritmica . El numero positivo a es una 
constante llamada base y cuyos valores se discutiran mas tarde . Por la 
definicidn de logaritmo (Ap^ndice IB , 4) , la ecuacidn (1) puede 
escribirse en la forma equivalente , 

x = a«. (2) 

La expresi6n a v , llamada func.ion exponential , es , evidentemente , la 
inversa de la funcidn logaritmica . La f unci6n exponencial y su grafica , 
la curva exponencial , se estudiaran en el articulo siguiente . 

Trazaremos primero la curva logaritmica ( 1 ) . Para x = 1 , y = ; 
para x = , log a x , o sea y , no esta definido . Por tanto , la linica 
intersecci6n con los ejes coordenados estd dada por el punto (1 , 0) . 
Evidentemente no hay simetria con respecto a ninguno de los ejes 
coordenados o al origen . Como los logaritmos de los numeros negati- 
vos son complejos , no se le pueden asignar a la variable x valores 
negativos; segun esto , no hay curva a la izquierda del eje Y. Si la 
base a es mayor que la unidad , de la ecuacion ( 2 ) se sigue que y 
aumenta de valor a medida que x lo hace ; tarnbi^n , para x > 1 , 
y es positiva , de manera que la curva se extiende indefinidamente 
hacia la derecha y hacia arriba del eje X. Para valores de z com- 
prendidos en el intervalo < x < 1 , y es negativa . A medida que 
x tiende a cero , y aumenta num^ricamente sin limite en la direccidn 
negativa ; por tanto , la parte negativa del eje Y es una asintota de la 
curva. 

La discusidn precedente da la localizacidn general de la curva en el 
piano coordenado , para a > 1 . La determinacidn de las coordenadas 
de los puntos de la curva depende , sin embargo , del valor asignado a 
la base a . Hay dos bases de uso corriente , la base comiin 10 , para 
los calculos num^ricos ordinarios , y la base neperiana e , igual a 
2 ,71828 , aproximadamente , empleada casi exclusivamente en Mate- 
maticas avanzadas. Para la base 10, las coordenadas de los puntos 
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de la curva ( 1 ) pueden obtenerse en una tabla de logaritmos comu- 

nes , tal como la Tabla A del Ap6ndice II ; la grafica correspondiente 

es la trazada en la figura 146. Las tablas de logaritmos de base e, 

llamados logaritmos naturales o neperianos , tambien pueden usarse . 

La relaci6n entre los logaritmos comunes y los logaritmos naturales 

puede obtenerse por medio de la fdrmula dada en el Ap6ndice IB , 4 , 

segun la cual 

. logio x log 10 x 

log f x = 5 = — 



logio e ,43429 



= 2,3026 logio x. 



Por tanto , la grafica de la ecuaci6n ( 1 ) cuando a = e puede obte- 
nerse a partir de la grafica para a = 10 multiplicando todas las orde- 
nadas de la curva de la figura 146 por 2 ,3026 . 





Fig. 146 



Hg. 147 



Ejemplo. Trazar la curva logaritmica cuya ecuacion es 
y = 2 logio 2 V x — 1 . 



(3) 



Solucitin. Por supuesto que se puede trazar la grafica directamente partien- 
do de la ecuacion (3) . Pero podemos simplificar el procedimiento usando los 
teoremas sobre logaritmos dados en el Apendice IB, 4, y escribiendo entonces la 
ecuacion en la forma 

y - logio 4 + logioU - 1) . 

Si pasamos logio 4 al primer miembro, y hacemos 

x' = x — 1, y' = ii — logio 4, 

la ecuacion toma la forma 



y' = logio x'. 



(4) 



La grafica d( la ecuacion (4) puede trazarse ahora tal como se trazo la de la 
ecuacion (1) anterior. La curva (fig. 147) se traza partiendo de la ecuacion (4) 
on referencia a los nuevos ejes X' y Y 1 obtenidos trasladando los ejes origi- 
nates al nuevo origen 0'(1, logio 4). 

l'-.bmwiM- — 20. 
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104. Curva exponential. La funci6n exponencial puede estudiarse 
por medio de la ecuaci6n 

y = a x , a>0, 0^1, (1) 

cuya grafica se llama curva exponencial. Se hizo notar en el articulo 
precedente que las funciones exponencial y logaritmica son inversas 
entre si , ya que la ecuaci6n ( 1 ) puede escribirse en la forma equiva- 
lente 

i = log a j/. (2) 

Es evidente, por la ecuacidn (2), que la curva exponencial (1) 
puede trazarse tai como se traz<5 la curva logaritmica 



y = logo x, a > , o^l 



(3) 



En suma , para el mismo valor de a , las dos curvas ( 1 ) y ( 3 ) son 
id^nticas en su forma ; difieren Polamente en sus posiciones con relacidn 

a los ejes coordenados. En la figu- 
ra 148 se han trazado varias curvas 
exponenciales para diversos valores 
de a, incluyendo el caso importante 
en que a = e , la base de los logarit- 
mos neperianos. Todas estas curvas 
pasan por elpunto (0,1) y son 
asint6ticas al eje X . 

La funci6n exponencial es de una 
gran importancia en las Matematicas 
avanzadas y sus aplicaciones . Se pre- 
senta en las expresiones matematicas 
de una gran variedad de fen6menos 
fisicos. Aparece frecuentemente en la 
forma 




Fig. 148 



y = ce K 



(4) 



en que c y k son constantes diferentes de cero y e es la base neperiana . 
Para tener una idea de lo mucho que se presenta la funcidn exponencial 
en la practica , basta considerar que aparece en la representaci6n ana- 
lftica de tan variados fendmenos como son el crecimiento de las bacte- 
rias , la descomposicidn del radio y la ley de Newton del enfriamiento . 
Se presenta tambien en la fdrmula empleada para la determination del 
interns continuo , y por esta raz6n se le menciona a veces como la ley 
del interns compuesto . En los ejercicios 22-28 del grupo 47 aparecen 
varias aplicaciones de la funci6n exponencial ; ademas se dan algunas 
ilustraciones mas en el siguiente articulo . 
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La funcidn exponencial aparece tambien en la ecuacion 



= —^e 
v Jt 



-h*x* 



(5) 



en donde h es una constante arbitraria. La grafica de esta ecuaci6n 
se llama curva de probdbilidad o curva de error. Es de importancia 
fundamental en la teoria de la probabilidad y sus aplicaciones . En el 
ejemplo siguiente se considera un tipo sencillo de curva de probabi- 
lidad ; sirve para que se vea la forma general de tales curvas . 

Como la funcidn exponencial e z ocurre tan frecuentemente en las 
aplicaciones, se han construldo tablas de valores de e* y e~ x para 
facilitar los calculos numericos . Una pequefia tabla de tales valores es 
la Tabla C en el Apendice II . 



Ejemplo. Tiazar la curva de probabilidad cuya ecuacion es 

y = e-**. 



(6) 



Solucion. Como y es diferente de cero paia todos los valores de x, no hay 
interseccion alguna con el eje X. Para x = 0, y = 1 ; por tanto, la interseccion 
con el eje Y esta dada por el punto (0, 1) . La curva es pues. evidentemente. 




Fig. 149 



sim£trica con respecto al eje Y. Como x puede tomar todos los valores reales, 
la curva se extiende indefinidamente hacia la derecha e izquierda del eje V. 
Tambien, como y es positiva para todos los valores de x, la curva esta en so 
totalidad arriba del eje X. Si escribimos la ecuacion (6) en la forma 

1 



y = 



e* J 



(7) 



vemos, por ser e > 1, que, a medida que x aumenta de valor sin limite en la 
direccion positiva o en la negativa, y tiende a cero. Por tanto, el eje X is una 
asintota. La ecuaci6n (7) nos dice tambien que y alcanza su valor maximo 
cuando el valor de e xt es minimo, y esto ocurre cuando x — 0. Por tanto, el 
valor maximo de y es 1, y (0, 1) es un punto maximo de la curva. Las coor- 
denadas de algunos puntos del lugar geometrico pueden obtenerse por medio de 
la Tabla C del Aplndice II. La grafica es la represenuda en la figura 149. 
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EJEECICIOS. Grupo 47 

En cada uno de los cjcrcicios 1-12, construir la curva logaritmica cuya ccua- 
ci6n se da. 

1. y = log* x. 7. (/ - logioV*. 



2. y = logio(jr — 2) . 8. y = loge V x + 1 . 

3. y--logiojr. 9. * - log a (t/ +4). 

4. i/ - login (— x). 10. (/ - 2 - 2 log e V x - 1 . 
6. y «■ 3 loga(x + 1) . 11. y = log,; sen x. 

©. y *> logiojc 2 . 12. y = logr cos jr. 

13. Discutir la cuiva logaritmica y — log a x cnando la base a esta restrin- 
gida a tomar valotes comprendidos dentro del intervalo < a < 1. 

14. En el mismo sistema de ejes coordenados, ttazar las cuivas y >» loga x 

cnando se le asignan a la base a los valores — , — , — , 2, 3 y 4. Compaiense 

4 3 2 

las cutvas obtenidas hacicndo variar el valor de a. 

15. Explicat por que en las ecaaciones de las cutvas exponencial y logarit- 
mica la constante a esta resttingida a tomai valores positivos diferentes de la 
unidad. 

En cada uno de los ejeicicios 16-21, ttazar la curva exponencial cuya ecua- 
ci6n se da. 

16. </ = 2(M)*. 

17. y - 4e*->. 

18. *-3». 

22. Al final de n anos, el monto C producido por un capital c al r por 
ciento de interes compuesto anual esta dada por la formula 

C - c(l +0". 

Trazar la grafica de esta ecuaci6n cuando c ■= 100 y r = 0,04, siendo C y n 
las variables. 

23". La presion P de la atmosfera a una altura h esta dada, aproximada- 
mente, por la f6rmula 

P = Poe- kl> , 

en la que P es la presion al nivel del mar y ft es una constante. Trazar la gra- 
fica de esta ecuacion cuando P — 76 y ft = 0,13, siendo P y h las variables, 
24. Si To es el exceso inicial de la temperatura de un cuerpo sobre la tempe- 
ratura de los cuerpos que le rodean, entonces el exceso de temperatura T despues 
de un lapso it tiempo t esta dado, aproximadamente, para valores pequenos 
de T, por la formula conocida como ley de Newton del enfiiamiento: 

T = Toe _w , 

en la que ft es una constante. Trazar la grafica de esta ecuacion cuando To = 100 
y ft = 0,4 siendo T y t las variables. 



19. 


y-3e-**\ 


20. 


</ + 1 - 2«+' . 


21. 


„ - 2 - 3e*-*. 
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25. Si Ao es la cantidad original de radio que contienc una muestra, la 
cantidad A no descompuesta despues de un lapso de tiempo r esta dada poi 
la formula 



siendo A una constante. Trazar la grafica de esta ecuaci6n cu-ndo Ao » 1 y 
ft = 0.0004, siendo A y f las variables. 

26. Si Io es la intensidad inicial de una corriente telef6nica, entonces su 
intensidad / despues de un lapso de tiempo t esta dada, bajo ciertas condiciones, 
por la formula 

1 = 1 .-M 
I = loe , 

en que ft es una constante. Trazar la grafica de esta ecuacidn cuando / — 0,2 
y ft = 0,01, siendo I y t las variables. 

27. Si T y To representan las fuerzas de tension que actuan sobre los 
lados util y libre, respectivamente, de una banda transmisora de energia, 
entonces 

T = T e M , 

en donde ft es una constante. Trazar la grafica de esta ecuacion cuando To =-100 
y ft =■ 0,5 siendo T y las variables. 

28. Si la carga inicial de un condensador es Qo, la carga Q despues de un 
lapso de tiempo t esta dada, bajo ciertas condiciones, por la formula 

Q-Qoe- W , 

en donde ft es una constante. Trazar la grafica de esta ecuacion cuando Qo "■ 10 
y ft = 0,01 siendo Q y r las variables. 

En cada uno de los ejercicios 29 y 30, tracense las graficas de las curvai dadas 
por sus ecuaciones parametricas. 

29. x - sen r, y = e l . 30. x - 2 + r, y = logio f. 

105. Curvas compuestas. Si la ecuacidn de una curva es tal que 
puede considerarse como una combination de las ecuaciones de dos o 
mas curvas simples , diremos que su grafica es una curva compuesta . 
Por ejemplo , la gr&fica de la ecuaci6n 

y = x — cos x 

es una curva compuesta , ya que puede obtenerse como una combina- 
cidn de la recta y =* x y de la cosinusoide y = cos x . Ilustraremos el 
procedimiento a seguir para la construccidn de la curva en el siguiente 
ejemplo . El m6todo se conoce con el nombre de adicidn de ordenadas . 

Ejemplo 1. Trazar la curva compuesta cuya ecuaci6n es 

y = x — cos x. (1) 
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Solucldn. Podemos, por supncsto, tiazar la cuiva calculando directamente 
las cootdenadas de vaiios puntos a partir de la ecuacion (1). Pero podemos 
tambien considcrar la tecta 

y = x (2) 

y la curva 

y = — cos x. (3) 

Por metodos estudiados anteriotmente, las graficas de las ecuaciones (2) y (3) 
pueden trazarsc rapida y facilmente. Son las lineas punteadas de la figura 150- 
Para an valor particular de x, digamos x\, sean t/i y y 2 , respectivamente, las 
ordenadas correspondientes sobre las curvas (2) y (3) . Entonces la ordenada 




y=X 



(Si'Vz'T — 2/=-cosx 



Fig. 150 



de la curva (1) correspondiente a este valor x = x\ paede obtenerse tomando la 
suma algebraica de las ordenadas yi y (/a. Por este metodo, se pueden deter- 
minar graficamente puntos del lugar geometrico de la ecuacion (1 ) a partir de las 
graficas de las ecuaciones (2) y (3) como se hizo para el punto Pi. La curva 
resultante, correspondiente a la ecuacion (1), aparece en la figura 150 en linea 
gruesa. 

Las graficas de las funciones hiperbdlicas son ejemplos de curvas 
compuestas . El seno hiperb61ico de x , que se escribe senh x, se define 
por la formula 



senh x = 
y el coseno hiperWlico de x por 



cosh x = 



e + e~> 
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Las restanles funciones hiperbdlicas , tangente , cotangente , aecante 
y cosecante hiperb61icas de x , se definen de la misma manera que las 
funciones trigonom^tricas correspondientes . Esto nos da 

L , senh x e? — e~ x iL 1 e* + e~* 

tgh x = -T-r— = ., ■ .-„ , ctgh x = 



sech x 



cosh x 

1 
cosh x e* + e~ 



+ e~ x ' 
2 



csch x 



tgh x 

1 
senh x 



e* — e~ 



En el siguiente ejemplo se ilustra una aplicacidn importante del cosh x. 



Ejemplo 2. Trazar la curva cuya ecuaci6n es 



±\e a + e a ). 



a > 0. 



(4) 



Solucifin. La curva corta al eje Y solamente en el punto (0, a) . La curva 
es simetrica con respecto al eje Y • Como e x es positiva para todos los valores 
de x, y es positiva para todos los valo- 
res de x. A medida que x tiende a infinito 
tomando valores positivos o negativos, 
y tiende a infinito positivamente. El va- 
lor minimo de y es a. La curva se extiende 
indefinidamente a la derecha e izquierda 
del eje Y y hacia arriba de la recta y = a. 
No tiene asi'ntotas verticales ni horizonta- 
les. Para trazar la grafica podemos tomar 
a igual a la unidad y usar entonces los va- 
lores de e x y e~ x dados en la tabla C del 
Apendice II. La grafica puede tambien ob- 
tenerse paitiendo de las curvas exponencia- 




**X 



y y = je 



por el meto- 



Fig. 151 



do de adicion de ordenadas. La grafica 

aparece en linea gruesa en la figura 151; las curvas exponenciales estan indicadas 

por lineas punteadas. 

Por la definicion de cosh x dada arriba, la ecuacion (4) puede escribirse en 

la forma 

y «= a cosh — . 
a 

La curva se llama catenaria. Es la forma que toma un cable uniforme y flexible 
suspendido de dos puntos y colgando bajo su propio peso. 



Consideremos ahora una curva de importancia fundamental en la 
teoria de las vibraciones. Se llama curva de las vibraciones decrecientes, 
y su ecuaci6n general es de la forma 

y = ae~ c2x sen(fcr + a), (5) 
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siendo a , c , k y a constantes . Esta ecuacidn describe el movimien- 
to , ba jo condiciones apropiadas , de un cuerpo vibratorio que esta 
sujeto a una fuerza resistente . La variable y mide el desplazamiento 
del cuerpo desde su position de equilibrio a cualquier tiempo medido 



por la variable x. 
tomarfa la forma 



Si no estuviera el factor e~ fi * la ecuacidn (5) 



y = a sen ( kx + a ) , 



(6) 



que es la sinusoide estudiada en el Artfculo 100, ecuacidn (3). La 
amplitud de la curva ( 6 ) es constante e igual a | a \ . En la ecua- 
ci6n (5), en cambio, el factor e~ c2x tiene el efecto de disminuir la 




Fig. 152 



amplitud o el desplazamiento del cuerpo desde su posicidn de equilibrio , 
a medida que x crece . Por esto e~ c1 x se llama factor de crecimiento . 
La forma general de la grdfica de la ecuaci<5n ( 5 ) se ilustra para un 
caso sencillo en el siguiente ejemplo . 



Ejemplo 3. Trazar la curva cuya ecuacion es 

y = 2e 8 sen x. 



(7) 



SolUCi6n. El trazado de esta curva es relativamente sencillo, pues el valoi 
absoluto de sen x nunca excede a la unidad. Por tanto, el valor de y no pnede 



exceder nunca a 2e s ni ser menor que — 2e 
(7) esta en su totalidad dentro de las curvas 



5 ; en consecuencia, la curva 



2e 5 y y = — 2e 



(8) 



que por esto ban sido llamadas curvas circundantes de la curva representada por 
la ecu3ci6n (7). Empezaremos, por tanto, tra^ando primero las curvas circun- 
dantes (8) que son las lineas de trazos de la figura 152. La grafica de la 
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ecuacion (7) , trazada ccn Iinea gruesa en la figura 152, puede obtenerse ahora 
facilmente considerando las variaciones de los valores de sen x. Para valotes 
de x = 0, x, 2k la cuiva (7) coita al eje X; para valotes de 

_ Jt 5x_ ^3jt 

* y T' 2 

X 

cotta a la curva circundante 1e 5 . y para valores de 

3ji 7k 1 1 jt 
* " 2 ' 2 ' 2 

corta a la otra curva circundante y — — 2e 5. 

Se pueden usar ventajosamente curvas circundantes para trazar 
graficas cuyas ecuaciones sean de la forma 

en que una de las funciones f (x) y g(x) sea una funcion seno o co- 
seno. Unos ejemplos de tales ecuaciones son y = x sen i y t/=>± 2 cosx. 

EJEBCICIOS. Grupo 48 

En cada uno de los ejercicios 1-10 consttuir la curva cuya ecuacion se da. 

1. y = 2x — sen x. 6. y = x 2 + sea x. 

2. y = ~ix + cos 2x. 7. y = 3x + logio 2x. 

3. </ — 1 = x — sen 2*. 8. y = x 2 + logio * ■ 

4. x = y + cos 2y. 9. y = loge * — sen jr. 

5. jc + 1 = 2y - 2 sen y. io. y = sen * + e x . 

En cada uno de los ejercicios 11-14, construir la curva, a partit de su ecua- 
cion dada, por el metodo de adici6n de ordenadas. Compruebense los tesultados 
por medio de las relaciones trigonometricas dadas en el Apendice IC, 9. 

11. y = 3 sen x + 4 cos x. 13. y = 4 sen 3* — 3 cos 3*. 

12. i/ = sen 2x + cos 2x. u - !/ = 2 sen y + 3 cos |-. 

En cada uno de los ejercicios 15-18, construir la curva cuya ecuaci6n se da, 
y determinar su periodo. 

15. y = sen x + cos 2x. 17. y = sen 2x + cos 3x. 

16. i/ = sen * + sen 2x. 18. </ = sen jt + sen 2* + sen 3x. 



19. Trazar la curva seno hiperbolico y — 

20. Trazar la curva tangente hiperbolica y ■• 



e x + e~ 
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21 . En el mismo sistema de ejes coordenados, tracense las graficas de la 

curva de Agnesi, y = , la curva de probabilidad, y = e~ x2 , y la curva 

x 2 + 1 

2 

secante hiperbolica, y = Observese la gran semejanza que tienen es- 

e x ^. e -z 

tas curvas entte si. 

22. Trazar la grafica de la ecuacion y — cosh x + senh x. Hallar la ecua- 
cion de la curva exponencial representada por esta ecuacion. 

23. Trazar la curva seno hiperbolico inverso y = senh -1 x. 

En cada uno de los ejercicios 24-35, construir la curva cuya ecuacion se da, 

24. y = x sen x. 30. y = sen 3 x. 

25. y = x 2 cos x. 31. y = x sen 2 x. 

26. y-™UL. 32. tf -log 10 *±i. 

x x 



27. y = 2e~ x sen2x. 33. (/=***. 

28. y = 2e-* cos y. 34. y = e 1 log e *. 

29. y - 1 = 2e~ x sen (2x + 4) . 35. x = e~" sen 2y. 
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CAPITULO XIII 
EL PUNTO EN EL ESPACIO 

106. Introducci6n. En la Geometrfa analitica plana solamente se 
consideran los puntos situados en un solo piano , el piano coordenado . 
Esta limitaci6n no permite la investigacitfn de las figuras generales en 
el espacio . Por esto , y con el fin de extender el mStodo aDalitico al 
estudio de las figuras de tres dimensiones , quitamos la restricci6n im- 
puesta y consideramos que el punto puede ocupar cualquier posici6n en 
el espacio. 

Cuando un punto P esta en un piano coordenado , su position sc 
fija con respecto a los elementos de referenda del piano . Si considera- 
mos ahora que el punto P puede ser un punto cualquiera del espacio , 
su posici6n puede determinate por su distancia perpendicular , llam£- 
mosla z, al piano coordenado. Vemos, entonces, que para localizar 
la posicidn de un punto en el espacio se requiere otra dimension z 
ademas de las dos dimensiones del sistema coordenado piano. En 
consecuencia , desde este punto de vista , un sistema coordenado en el 
espacio es un sistema tridimensional obtenido como una extensirin del 
sistema bidimensional . Tambi&i vemos que , cuando a z se le asigna 
el valor particular cero , el sistema tridimensional se reduce al bidi- 
mensional , por tanto , un sistema de coordenadas en el piano puede 
considerarse como un caso especial de un sistema de coordenadas en el 
espacio . Desde este ultimo punto de vista , es importante notar que 
una relation en el espacio se reduce a la relacidn correspondiente en el 
piano cuando se da a la tercera dimension el valor cero . En adelante 
tendremos ocasi6n muy frecuentemente de observar esta analogia entre 
los sistemas bi y tridimensional . 

En Geometrfa analitica plana las relaciones y las propiedades geo- 
m<;tricas se expresan por medio de ecuaciones que contienen , en gene- 
ral , dos variables . En Geometrfa analitica del espacio , en cambio , 
tales ecuaciones contienen , en general , tres variables , y , es evidente , 
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que la presencia de esta variable adicional traera una mayor complica- 
tion analitica que las relaciones con el piano . Ademas , el estudiante 
comprendera perfectamente que la tercera dimension de la Geometria 
analitica del espacio exigira mas trabajo de su poder de visualizaci<5n 
de figuras en el espacio que el que requirio" para figuras en el piano . 

107. Sistema de coordenadas rectangulares en el espacio. En 
Geometria analitica del espacio se emplean varios sistemas de coorde- 
nadas. El mas usado es el rectangular que describiremos y discutiremos 
en este articulo . 

Consideremos tres pianos mutuamente perpendiculares que se cortan 
en el punto comun , tal como se indica en la figura 153 . Como el 

Z 

A 



-s-Y 



Z' 

Fig. 153 



punto en el espacio va a localizarse con referencia a estos elementos , 
los pianos se llaman pianos coordenados , las rectas de intersection de 
estos pianos ejes coordenados y el punto origen del sistema de coor- 
denadas rectangulares. Teniendo lo anterior estamos en libertad de 
designar los ejes coordenados como queramos . Un convenio es el indi- 
cado en la figura 153 ; se dice entonces que el sistema de coordenadas 
es un sistema de mano derecha. Otro convenio, tambien muy usado, es 
el mismo que aparece en la figura 153 con excepciOn de que los ejes 
XX' y YY' estan intercambiados ; en este caso se dice que el sistema 
coordenado es un sistema de mono izquierda . En este libro empleare- 
mos , en general , el primer sistema . 

Los ejes coordenados XX', YY', ZZ' se llaman , respectivamente , 
el eje X , el Y y el Z . Estos ejes son rectas dirigidas , cuya direction 
positiva esta indicada en cada uno por una flecha. Cada piano 
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coordenado se designa por los dos ejes coordenados que contiene . Asi , 
el piano coordenado que contiene al eje X y al eje Y se llama pia- 
no XY ; analogamente , tenemos los pianos XZ y YZ. Los tres 
pianos coordenados dividen el espacio en ocho regiones llamadas octan- 
tes. El octante determinado por las partes positivas de los ejes coor- 
denados se llama -primer octante; no se acostumbra asignar ningun 
numero a los siete octantes restantes. El estudiante puede concebir 
facilmente el primer octante considerando una de las esquinas de una 
habitacidn rectangular en donde dos paredes adyacentes y el piso 
representan a los pianos coordenados . 

En seguida veremos c6mo puede localizarse un punto en el espacio 
por medio del sistema de coordenadas rectangulares . En la practica , 
no es necesario representar el siste- 
ma de coordenadas trazando los 
pianos coordenados como aparecen 
en la figura 153 ; sera suficiente 
para nuestros fines trazar solamen- 
te los ejes coordenados como se 
indica en la figura 154. Sea P un 
punto cualquiera del espacio. Su 
posici6n puede determinarse hacien- 
do pasar por P pianos paralelos a 
los tres pianos coordenados y con- 
siderando los puntos A , B y C 
en que cortan a los ejes X, Y y Z , 
respectivamente . E s t o s pianos , 

juntos con los coordenados forman un paralelepipedo recto rectan- 
gular . Evidentemente , la posici<5n de P con relaci6n al sistema de 
coordenadas esta determinada por sus distancias a los pianos coorde- 
nados . Estas distancias estan dadas por las longitudes de los segmen- 
tos dirigidos OA , OB y OC , llamados x , y , z, respectivamente . 
Entonces los tres niimeros reales x , y y z constituyen la coordenado, x , 
la coordenado y y la coordenado z de P . Cada coordenada se mide-a 
partir del origen sobre el eje coordenado correspondiente , y es posi- 
tiva o negativa segun que su direction sea la misma o la opuesta a la 
de la direcci6n positiva del eje. Para el punto P (fig. 154) todas las 
coordenadas son positivas , y el punto esta, en el primer octante . Las 
coordenadas x , y , z de cualquier punto P se escriben en ese orden , 
se encierran en un parentesis y el punto se representa por P (x , y , z) . 
Un punto P en el espacio tiene una y solamente una terna de 
coordenadas (x, y, z) relativa a un sistema coordenado rectangular 
especificado. Reciprocamente , una terna de coordenadas (x, y, z) 




Fig, 154 
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determina uno y solamente un punto P en el espacio con respecto a 
un sistema coordenado fijo. 

Es importante escribir las coordenadas (x, y , z) de un punto P 
del espacio en su propio orden , ya que la posici6n de una coordenada 
en el conjunto indica a lo largo de que eje se mide la coordenada par- 
ticular. Por esto , las coordenadas de un punto en el espacio forman 
una terna ordenada de numeros reales . Por tanto , en vista de nuestra 
discusion previa , podemos decir que un sistema de coordenadas rectan- 
gulares en el espacio establece una correspondencia biunivoca entre cada 
pitnlo del espacio y una terna ordenada de numeros reales . 

Como en Geometria analftica plana , la construcci6n de figuras 
apropiadas constituye una parte importante del trabajo desarrollado en 

la Geometrfa analitica del espacio. 

En este libro haremos uso de un m<5- 

P(_3_5 3) todo muy comun llamado de proyec- 

ciones paralelas. Como se ve en la 
figura 154 , los ejes X y Z se trazan . 
~5 / en este sistema de proyeccion , per- 

pendiculares entre si , pero el eje X 
se traza de tal manera que el argulo 
■- — ■, XOY sea mayor dc 90° y, usual- 

ly 2 mente , se toma igual a 135° . En- 

i>(3,4,-2) tonces las distancias medidas a lo 

largo de , o paralelas a , los ejcs Y y Z 
se trazan a escala completa , y las 
distancias medidas a lo largo de , o 
paralelas a , el eje X se acortan una 
generalmente h a s t a alrededor de siete decimos 

En la figura 155 , 



? 
i 

! 3 



o 



-*y 



z' 

Fig. 



;» 



cierta cantidad 

V"2 
2 
Pi(3, 4, -2) y 
estos convenios. 



(^) 



de la escala completa. En la figura 155, los puntos 
Pa (—3, —5, 3) estan trazados de acuerdo con 
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Dibujar una figura pata cada ejercicio. 

1. Trazat los puntos cuyas coordenadas son (2, 0, — 1), (4, — 3, 7), 
(- 5, -9, 2) y (3, - 2, 4). 

2. Esctibir las coordenadas de los puntos O. A, B, C y D de la figura 154 
del Articulo 107. 

3. Escribir los signos de las coordenadas de los puntos situados en cada uno 
de los ocho octantes. 
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t. Construir el triangulo cuyos vertices son (2, — 1, 3), (— 1, 1, 2) y 
(1. 5. -2). 

5. Desde el punto P(x, y, z) se trazan perpendiculares a los tres ejes 
coordenados. Hallar las coordenadas de los pies de estas perpendiculares. 

6. Construir el tetraedro cuyos vertices son (0, 0, 0, ) • (2. 0, 0), 
(0, 2, 0) y (0, 0, 2) . 

7. El punto P (2, 3, 3) es un vertice del paralelepipedo recto rectangular 
formado por los pianos coordenados y los pianos que pasando por P son para- 
lelos a ellos. Hallar las coordenadas de los otros siete vertices. 

8. Hallar el volumen del paralelepipedo recto rectangular del ejercicio 7 y 
la longitud de su diagonal. 

9. Empleando la figura 154 del Articulo 107, hallar la distancia del punto 
P (x. y, z) a cada uno de los ejes coordenados. 

10. Empleando la figura 154 del Articulo 107, hallar la distancia del origen 
al punto P (jc, y, z) . 

11. Se ha trazado una recta del origen al punto (1, 2, 1) . Hallar el angulo 
que forma dicha recta con la parte positiva del eje Y. 

12. Establecer una propiedad comun de las coordenadas de todos los puntos 
que estan: a) en el piano XV; b) en el piano XZ; c) en el piano YZ. 

13. Establecer propiedades comunes de las coordenadas de todos los puntos 
que estan: o) sobre el eje X; 6) sobre el eje Y; c) sobre el eje Z. 

14. iCual es el lugar geometrico de los puntos cuya coordenada z es igual 
a -5? 

15. jCual es el lugar geometrico de un punto que se mueve de tal manera 
que su coordenada x es siempre igual a 4? 

16. jCual es el lugar geometrico de un punto que se mueve de tal manera 
que su coordenada y es siempre igual a 2 y su coordenada z siempre igual a 3? 

17. Demostrar que los puntos P\(x, y, z) y Pi(x. — y, — z) son sime- 
tricos con respecto al eje X. 

18. Establecer y demostrar teoremas analogos al del ejercicio 17 para la 
simetria de dos puntos con respecto al eje V y al eje Z. 

19. Se ha formado un paralelepipedo recto rectangular haciendo pasar pia- 
nos paralelos a los pianos coordenados por cada uno de los puntos Pi(l. 2, 2) 
y Pi (3, 6, 7) . Hallar las coordenadas de los otros seis vertices y las longitudes 
de las aristas. 

20. Hallar la longitud de la diagonal PiPa del paralelepipedo recto rectan- 
gular del ejercicio 19. 

108. Distancia entre dos puntos dados en el espacio. En este y 
los articulos siguientes , tendremos ocasidn de emplear el concepto de 
proyecci6n ortogonal de un punto sobre un piano y sobre una recta en 
el espacio. La proyecci6n ortogonal de un punto P sobre un piano 
es el pie de la perpendicular trazada de P al piano . La proyecci6n 
ortogonal de un punto P sobre una recta I es el punto de intersecci6n 
de I y el piano que pasando por P es perpendicular a !. La proyec- 
ci6n de un segmento rectilineo sobre un piano (o una recta) se deduce 
inmediatainente de estas definiciones . Asi, si P'i y P'» son las pro- 
yecciones ortogonales respectivas sobre un piano (o una recta) de los 
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extremos Pi y P2 de un segmento , entonces la proyeccion Pi P2 sobre 
ese piano (o recta) es el segmento P\'Pi' . 

Consideremos (fig. 156) dos puntos dados cualesquiera en el espa- 
cio Pi(xi, yi, zi) y Pi(xi, yi, z%) . Vamos a determinar la distancia 
d = I Pi Pi I . Por cada uno de los puntos Pi y Pi hagamos pasar 
pianos paralelos a los tres pianos coordenados . Estos pianos forman 
un paralelepfpedo recto rectangular que tiene a Pi Pt por diagonal y 
a P1V1, P1V1 y P1V3 por aristas. Estos pianos dan tambi&i las 
proyecciones ortogonales de Pi y Pi sobre los pianos y ejes coorde- 
nados. Asl, P'i y P'i son las proyecciones ortogonales respectivas 




Fig. 156 

de Pi y Pi sobre el piano XY , y P'iP'2 es la proyeccidn P1P2 sobre 
el piano XY . Tambien Ai , Bi y Ci son las proyecciones ortogona- 
les respectivas de Pi sobre los ejes X , Y y Z , y Ai , Bi , Ci son 
las proyecciones respectivas de P2 sobre los ejes X , Y y Z. Para 
simplifies r la figura , algunas de las proyecciones y llneas proyectantes 
se han omitido . 

Es muy sencillo demostrar, mediante una doble aplicaci6n del 
teorema de Pitagoras , que el cuadrado de la longitud de la diagonal 
de un paralelepipedo recto rectangular es igual a la suma de los cua- 
drados de las longitudes de sus aristas . Por tanto , podemos escribir 



d* = P1P2 2 = Pi Vi + P1V1 + Pi W 2 



(1) 



Evidentemente , por la definici6n de las coordenadas de un punto 
en el espacio, las coordenadas de A\ y Ai son (*i, 0, 0) y 
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(«2, 0, 0), respectivamente . Por tanto, por el teorema 1 del Ar- 
ticulo 3 , tenemos 

Pi Vi = Ai A2 =■ X2 — xi . 

Analogamente , tenemos 



Pi Vt = B\ Bt = yi — yi , 



Pi V 3 = Cl <?2 = 22 - zi . 

Sustituyendo estos valores en la ecuaci6n ( 1 ) , tenemos 

d 2 = (i 2 - n) 2 + (yt - yiY + (« - zi) 2 , 
de donde , 



d = V(X2 — xi) 2 + (y 2 — yi) 2 + (zi — zi) 2 

De aquf el siguiente 

Teorema 1 . La distancia d entre los dos puntos Pi (xi , yi , zi ) y 
P2 ( X2 , y2 , Z2 ) estd dada por la fdrmula 



d = V( x 2 — xi ) 2 -t- (y 2 — yi )' i- ( zj — zi ) 2 . 

NOTAS. 1. Si los puntos Pi y Pz estan sobre el piano XY, las coordena- 
das zi y z 2 son ambas ceio, y la formula dada en el teorema 1 se reduce a la 
formula dada en Geometria analitica plana, en el teorema 2 del Articulo 6. 

2. Por medio del teorema 1 y las definiciones de las coordenadas de un pun- 
to, podemos determinar facilmente la distancia de cualquier punto del espacio a 
cada uno de los pianos y ejes coordenados, y al origen. Asi, (fig, 156) las 
coordenadas del punto B\ son (0. yi, 0). Por tanto, para la distancia de Pi 
al eje Y. tenemos 



I P1B1 I = V(0 - xi)'-t-(yi -yiJ a + (0- z,)» = V*i 3 + z,». 

Ejemplo. Demostrar que el punto Pi (2, 2, 3) equidista de los puntos 
P 2 (l. 4,-2) y P 3 (3. 7, 5). 

SoluciOn. Segun el teorema 1 anterior, tenemos 

I p7P» I = VU-2)» + (4-2)»+(-2-3) 2 = V"30 



P1P3I = VO -Z) J + (7-2) 2 + {5 - 3)i = V30. 



Por tanto, | P1P2 | = I P1P3 |. El estudiante debe trazar la figura correspon- 
diente al ejemplo. 

109. Divisi6n de un segmento en el espacio en una raz6n dada. 

Ahora consideraremos la divisidn de un segmento dado en el espa- 
cio en una razdn dada . Esto es , simplemente , una ampliaci6n del 
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problema analogo en el piano , que se ha estudiado en el teorema 3 del 
Articulo 7 . 

Teorema 2. Si Pi(xi , yi , zi) y Ps (X2 , y-2 , Z2) son los extremos 
de un segmento dirigido P1P2, las coordenadas (x, y, z) de un punto 
P que divide a este segmento en la razdn r = Pi P : PPj son 



x = 



Xi + rx2 

1+r ' 



_ yi + ry a 
y 1 + r ' 



z = 



zi + rz2 

1 + r ' 



(r*-l). 



Demostraci6n . Sean P\, P' y P't (fig. 157) las proyecciones 
respectivas de los puntos Pi , P y Pi sobre el piano XY , y Ai , A 
y At sobre el eje X . Las rectas proyectantes Pi Pi' , PP' y Pi P'i 



Z 



P^.y^z, 







*-Y 



Fig. 157 

son paralelas y estdn todas en el mismo piano ; por tanto , por Geo- 
metrla elemental , estas rectas interceptan segmentos proporeionales 
sobre las dos transversales P1P2 y P'iP't, y tenemos 



r = 



PxP P'lP> 



PPi 



(1) 



Analogamente, considerando las rectas paralelas AiP'i , AP' y AiP't , 
tenemos 



P'xP' m At A _ x-xi 
P'P'i A~Ai »-*" 

De las relaciones (1) y (2), resulta 

x — Xl 



(2) 



r — 



Xl — x 
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de donde, 



xi + rxz 
1 + r * 



Por un procedimiento semejante obtenemos los valores de las coor- 
denadas y y z. 

NOTA. A este teorema se aplican las mismas observaciones hechas para el 
teorema analogo en el piano (teorema 3, Aft. 7). 



Para el caso particular en que P es el punto medio del segmento 
de recta dirigido PiPt , r = 1 , y tenemos : 

Corolario . Las coordenadas del punto medio del segmento dirigido 
cuyos extremos son los puntos ( xi , yi , zi ) y ( xs , y 2 , zs ) son 



Xi + Xj 



— yL+zi 



z = 



Zl + Zi 



EJemplo. Hallar las coordenadas de los puntos de trisecci6n y el punto 
medio del segmento Pi (1, — 3, 5) y Pa (—3, 3, —4). 



z 


3(1.-3,6) 


\ 


i V, 






m/-—^ 


i o 






^X ! 


X 


P 2 (- 3,3,-4) 



Fig. 158 



Solucl6n. Sean Ai y Ai (fig. 158) loi puntos de trisecci6n y M el punto 

D M J 

medio de PiP». Para A\ tenemos r — -^^r: — T< y para A* tenemos 
AiP» l 

r ~ ' — 2. Por tanto, para el punto A\, por el teorema 2 anterior. 



A t P» 



x 1 + rx» _ 1 + HC-3) _ _ 1 -3 + KC3) _ _ 



1+r 1 + J4 

,,5 + M(-4) _ 2 
1+H 



1 + M 
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Anilogamente, para el punto A?, tencmos 

l + 2 f-3) _ 5 -3 + 2(3) _) ?+2(-4) _ 
1+2 3' " 1+2 If Z T+2 K 

Las coordenadas del punto medio M, son 
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Dibnjar una figuia para cada ejercicio. 

1. Hallar la distancia entre los puntos Pi(- 1, —2, 2) yPj(2, 4, —1). 

2. Demostrar que los puntos Pi(— 2, 4, -3), P2<4, —3,-2) y 
Pa(— 3, — 2, 4) son los vertices de un ttiangulo equilatero. 

3. Hallar el perimetro del triangulo cuyos vertices son A (—2, —3, —2), 
B(-3, 1. 4) y C(2, 3, - 1). 

4. Calculando ciertas distancias, demostrar que los tres puntos 
(2. 0, - 1). (3, 2. -2) y (5, 6, -4) son colineales. 

6. Determinar la forma que toma la formula de la distancia entre dos pun- 
tos (teorema 1, Art. 108) cuando P, y Pi estan en un piano paralelo al pia- 
no XY yak unidades de el. 

6. Determinar la distancia desde un punto cualquiera P(x. y, z) a cada 
uno de los pianos y ejes coordenados, y al origen (vease la nota 2 del teorema 1, 
Art. 108) . Ordenense los resultados en una tabla y observese la simetria en las 
letras x, y y z. 

7. Hallar la distancia del punto (—2, 6, 3) a cada uno de los pianos 
coordenados y al origen. 

8. Hallar la distancia del punto (3, — 4, 2) a cada uno de los ejes coor- 
denados. 

9. Demostrar que el cuadrado de la distancia de cualquier punto al origen 
cs igual a la suma de los cuadtados de sus distancias a los pianos coordenados. 

10. Los puntos extremos de un segmento son Pi (—4, 1, 3) y 
Pj(5, —2, 1). Hallar las longitudes de sus proyecciones sobre los ejes coor- 
denados. 

11. Hallar las longitudes de las proyecciones del segmento del ejercicio 10 
sobre los pianos coordenados. 

12. Las longitudes de las proyecciones de un segmento sobre los ejes coor- 
denados son 2, 2 y — 1, respectivamente. Hallar la longitud del segmento. 

13. Los puntos extremos de un segmento son Pi(xi. yi, zi) y 
Pi{xi, t/3, zi) . Demostrar que la longitud de su proyeccion sobre el piano XY 
es igual a y/ (x2 — *i) a + (ya — yi) 2 . Sugestion. Usese la figura 156 del 
Articulo 108. 

14. Uno de los extremos de un segmento de longitud 3 es el punto 
(3. 2, 1). Si las coordenadas x y y del otro extremo son 5 y 3, respectiva- 
mente, hallese la coordenada z. (Dos soluciones.) 

15. Hallar la ecuacion algebraica que expresa el hecho de que la distancia 
del panto (x, y. z) al punto (2, 1, 4) es igual a 5. iQui representa esta 
ecuaci6n? 
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16. Determinar la ecuaci6n algebtaica que expresa el hecbo de que el punto 
(x, y, z) equidista de los dos puntos (3, 0,-1) y (—2, 2, 1) iQui 
representa esta ecuaci6n? 

17. Deducir las formulas pata calcular los valores de y y z, y dibujar las 
figuras correspondientes, relativas al teorema 2 del Articulo 109. 

18. Los puntos extremos de un segmento son Pi (—2, 1, 4) y 
Pa (3, 2, — 1) . Hallar las coordenadas del punto P que divide a este segmento 
en la razon P^P \ PPl = 3. 

19. Hallar las coordenadas de los puntos de triseccion y el punto medio del 
segmento cuyos puntos extremos son (5, — 1, 7) y ( — 3, 3, 1). 

20. Los extremos de un segmento son Pi(3, 2, 6) y Pa(8, 3, 8). Hallar 
las coordenadas del punto P que divide a este segmento en la razon 

P^P : IK = - 2. 

21. Los extremos de un segmento son Pi(5, 1, 2) y Pt(l. 9, 6). Hallar 
la razon PiP : PPi en la cual el punto P(2, 7, 5) divide a este segmento. 

22. El punto P esta sobte el segmento cuyos extremos son (7, 2, 1) y 
(10, 5, 7). Si la coordenada y de P es 4, hallense sus coordenadas * y z. 

23. Los vertices de un triangulo son los puntos (8, 0, 1), (2, 3, 6) y 
(— 1, —3, 2). Hallar las coordenadas de su centro de gravedad. (Vease el 

ejercicio 19 del grupo 2, Art. 7. ) 

24. Los vertices de un triangulo son los puntos (xi. y\, zi) , (xi, yi. zj) 
y (x3, </3> zs) . Demostrar que las cootdenadas de su centro de gravedad son 
(KUi + x 2 + x 3 ], >S[yi + y 2 + y 3 ] . %lzi+ 22 + zt])- Usese este resul- 
tado para comprobar el ejercicio 23. (Vease el ejercicio 20 del grupo 2, Ar- 
ticulo 7.) 

25. Demostrar que los ttes segmentos que unen los puntos medios de las 
aristas opuestas de cualquier tetraedro pasan todos por un punto P que los 
biseca. El punto P se llama centroide o centro de gravedad del tetraedro. 

110. Cosenos directores de una recta en el espacio. Vimos en 
Geometria analitica plana que la direccitfn de una recta en el piano se 
determina por medio de su angulo de inclination o de su pendiente 
(Art. 8) . En este articulo veremos c6mo se determina la direcci6n de 
una recta en el espacio . 

Si dos rectas estan en el mismo piano se dice que son coplanarias . 
Tales rectas pueden cortarse o no ; si no se cortan , se dice que son 
paralelas. Portanto, para que dos rectas cualesquiera en el espacio 
se corten o sean paralelas , es necesario que sean coplanarias . Conse- 
cuentemente , dos rectas cualesquiera en el espacio que no sean copla- 
narias no pueden ni cortarse ni ser paralelas ; se llaman entonces rectas 
que se cruzan . Hasta aqui se ha definido el angulo entre dos rectas 
dirigidas sobre el supuesto de que las dos rectas o se cortan o son 
paralelas (Art. 8). Es evidente, entonces, que debemos definir lo 
que entendemos por angulo formado por dos rectas que se cruzan . Se 
llama dngulo de dos rectas que se cruzan al formado por dos rectos cua- 
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lesquiera que se cortan y son paralelas, respedivamente, a las rectas dadas 
y tienen el mismo sentido . 

La direccidn de una recta cualquiera en el espacio se determina por 
los angulos que forma con los ejes coordenados. Sea I (fig. 159) cual- 
quier recta dirigida en el espacio . Si I no pasa por el origen , sea I ' 
la recta que pasando por es paralela a I y del mismo sentido. 
Entonces los angulos a , 3 y y formados por las partes positivas de 
los ejes X, Y y Z y la recta V se llaman dngulos directores de la 

recta dirigida I. Un angulo director 
puede tener cualquier valor desde 0° 
hasta 180° inclusive . Evidentemente, 
si la recta I es de sentido opuesto , sus 
angulos directores son los angulos 
suplementarios respectivos . 

En la resolution de nuestros pro- 
blemas , veremos que generalmente es 
mas conveniente usar los cosenos de 
los angulos directores en lugar de los 
angulos m i s m o s . Estos cosenos , 
cos a , cos P , cos y , se llaman cose- 
nos directores de la recta dirigida I. 
Como cos (ji — 6 ) = — cos 6 , se si- 
gue que si I es de sentido opuesto sus cosenos directores son — cos a , 
— cos p y — cos y • Por tan to , cualquier recta del espacio , no diri- 
gida , tiene dos sistemas de cosenos directores, iguales en valor abso- 
lute , pero opuestos en signo . 

Vamos a determinar los cosenos directores de una recta cuya posi- 
ci6n en el espacio esta dada por dos de sus puntos . Sea I [fig . 160 (a) ] 
una recta que pasa por los puntos Pi (xi , yi , zi ) y Pt (12 , 2/2 , 22 ) . 
Primero coneideraremos el caso en que I tiene el sentido indicado en la 
figura. Por cada uno de los puntos Pi y P2 , hagamos pasar pianos 
paralelos a los coordenados, formando asi un paralelepipedo recto 
rectangular cuya diagonal es Pi Pi, y cuyas aristas paralelas a los ejes 
X, Y y Z son, respectivamente , P1F1, PiF2yPiF3. Si cada aris- 
ta tiene el mismo sentido que el eje a que es paralela , los angulos 
directores son 




Fig. 159 



a = angulo P2 Pi Vi , = angulo P 2 Pi Vi , 
y = angulo Pj Pi V» . 

Ahora consideremos [figs. 160(6), (c) y (d)] los tres triangulos 
rectangulos formados por los dos puntos Pi, Pt y cada uno de los 
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vertices V 1 , V 2 y Vs. Para cada uno de estos triangulos sea 
d = \ PiPt\, en que d se determina como en el teorema 1 del Ar- 
ticulo 108 . Tambien , como se vid en el Articulo 108 , 



Pi Vi = x 2 — xi , Pi V2 = 2/2 — 2/1 , Pi V 3 = zi — zi. 

Por tanto , de los tres triangulos , tenemos , para los cosenos direc- 
tores , 



Xl — Xl 

cos a = — 



d 



a j/2 — Vi Zl — 21 

cos p = - — j — , cos y = — j — ■ 



(1) 



z 












fa) 




Fig. 160 



Si la recta I se considera dirigida en el sentido de Pt a Pi , entonces 
los tres cosenos directores son 



cos a = 



Xl — X2 



cos P = 



y\ — 1/2 



cos y = 



Z1—J2 
d ■ 



(2) 



d ' WD ' d 

Los resultados precedentes conducen al siguiente 

Teobema 3 . Los cosenos directores de la recta determinada por los 
dos puntos Pi(xi, yi , zi) y P2(x 2 , y 2 , z 2 ) y dirigida en el sentido 
de Pi a P2 , son 



cos a = 



x 2 — Xi 



ms p . zl=j& ; 



COS Y = 



Z2 — Zi 



siendo d Ja distancia entre Pi j/ Ps . 



NOTA. El estudiante debt observar particularmente que d es un numero 
positivo y que el signo de cada coseno director se determina por el figno del 
numerador que es la longitud de un segmento de recta dicigido (la proyeccion 
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dcPiP 2 sobre el eje coordenado correspondiente) . Este numerador se obtiene 
siempre restando la coordenada del origen de la coordenada correspondiente del 
extremo del segmento. (Vease el teorema 1, Art. 3.) 

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua- 
ciones (1) y (2), y sumamos, obtenemos 



cos 2 a + cos 2 |3 + cos' y 



{Xi - Xiy + (yi — y\Y + (z 2 — zQ 2 



Pero , por el teorema 1 , Artlculo 108 , 

d 2 = (x 2 — X]) 2 + (j/2 — yi) 2 + (z2 — zi) 2 
Por tanto , tenemos el siguiente importante resultado , 
cos 4 a + cos 2 fi + cos 2 y = 1 , 



(3) 



que dice : 

Teorema 4 . La suma de los cuadrados de los cosenos direclores de 
cualquier recta es igual a la unidad . 

NOTA. Por la ecuacion (3) se ve que los angulos directores de una recta no 
son todos independientes. En efecto, fijados dos de ellos, el tercero y su suple- 
mento quedan determinados. 

Por la ecuacidn (3) vemos tambien que no todos los cosenos direc- 
tores de una recta pueden ser nulos . Como tendremos ocasidn de rcfe- 
rirnos a este hecho , lo anotaremos como un corolario al teorema 4 . 

Corolabio . De los cosenos directores de una recta uno , cuando 
menos , es diferente de cero. 

Ejemplo. Hallar los cosenos directores de la recta I (fig. 161) que pasa por 
los puntos Pi (2, 1, —2) y P 2 ( — 2, 3, 3) y esta dirigida de P a a Pi. 

8oluci6n. La distancia entre 
Pi y P a es 

d = V (2 + 2) 2 + (1-3) * + (-2- 3)* 

= 3VT. 

Entonces, como I esta dirigida de P 2 a 
Pi, tenemos 




P 2 (-2,3,3) 



*-r 



cos p = 



2-(-2) 
d 

1 -3 



4 4 /T 



3 VI 



3VT 



= -f?V5, 



Fig. 161 



-2-3 1 ,-, 

cos 7 = — = — -^ V 5 . 

3\/5 i 
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111. Numeros directores de una recta en el espacio. En lugar de 
los cosenos directores de una recta I conviene , a veces , emplear tres 
numeros reales , llamados numeros directores de I , que sean propor- 
tionates a sus cosenos directores . Asi , a , bye son los numeros 
directores de una recta I, siempre que 

_2_ _-*--_£_ (1) 

cos a cos |3 cos y ' 

en donde cos a , cos (3 y cos y son los cosenos directores de I . Evi- 
dentemente , si r ^ , cualquier grupo de tres numeros , ra, rb y re , 
puede servir como sistema de numeros directores . Del numero infinite 
de sistemas de numeros directores de cualquier recta , elegimos gene- 
ralmente , por simplicidad , el compuesto por enteros de valor num6- 
rico minimo . 

Como tendremos que usar frecuentemente los numeros directores 
de una recta , es conveniente introducir una notaci6n especial para 
ellos . Si tres numeros reales cualesquiera , a , b y c , representan los 
numeros directores de una recta , indicaremos esto encerrandolos entre 
parentesis rectangulares , asi : [ a , b , c ] . Los parentesis rectangula- 
res sirven para distinguir los numeros directores de una recta de las 
coordenadas de un pun to que se encierran en parentesis ordinarios. 

Los cosenos directores de una recta pueden determinarse facilmente 
a partir de sus niimeros directores . En efecto , igualemos cada una de 
las razones de ( 1 ) a algun numero k diferente de cero , de modo que 

a = k cos a , b = k cos |5 , c = k cos y . (2) 

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones (2), y 
sumamos , obtenemos 

a 2 + b 2 + c?= fc s (cos 2 a + cos 2 |3 + cos 2 y ) , 

la cual , por el teorema 4 , Art . 110 , se reduce a 

o 2 + V + c 2 = k 2 , 



de manera que k = ± V a 2 + b 2 + c 2 . 

Por tan to , de las ecuaciones (2) , tenemos el 

Teorema 5 . Si [ a, b, c ] son lps niimeros directores de una recta , 
sus cosenos directores son 

a b 

— — , cos p = ± — == , 

vV + b* + c 2 Va 2 + b 2 + c s 



cos a = 



cos y 



Va 2 + b 2 + c 2 ' 
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en donde se escoge el signo superior o el inferior segun que la recta esti 
dirigida en un sentido o en el sentido opuesto . 

Por el corolario al teorema 4, Articulo 110, y por las ecuacio- 
nes (2) anteriores, tenemos el siguiente 

Corolario 1 . De los numeros directores de una recta v.no , cuando 
menos , es dtferente de cero . 

Por el teorema 3 , Articulo 110 , tenemos : 

Corolario 2 . Un sistema de numeros directores para la recta que 
pasa por los puntos Pi ( xi , yi , zi ) y P2 ( x 2 , y 2 , Z2 ) estd dado por 

[ xs — xi , y 2 — yi , z 2 — zi ] . 

EJemplO. Los numeros directores de una recta I. son [2, —2, — 1]. Ha- 
llar los cosenos directores de I si la recta esta dirigida de tal manera que el 
angulo P es agudo. 

Soluci6n. Por el teorema 5 anterior, los cosenos directores de I, cuando la 
recta no esta dirigida, son 

2 
cos a = ± — = ± %, cos P = =f %. cos y = ■*= }i- 

V2»+(-2)»+(-l)» 

Como / esta dirigida de tal manera que (3 es agudo, cos 3 es positive Por 
tanto, tomando los signos inferiores para los cosenos directores, tendremos 

cos a = — y 3 , cos j5 = %. cos y = }$. 

EJEEOICIOS. Grupo 51 
Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar los cosenos directores de la recta que p^sa por los puntos 
1\(1, 5, - 1), P 2 (3, -2, 4) y que esta dirigida de 1\ a 1\. 

2. Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por los puntos 
Pi (-9, 2. 1), P s (-7, 0, 2) y que esta dirigida de P 2 a Pi. 

3. Dos de los cosenos directores de una recta son % y — }'■*■ Hallar el 
tercer coseno director. 

4. Hallar los cosenos directores de una recta si los angulos directoies ay P 
son 60° y 30°, respectivamente. 

5. Hallar los cosenos directores de una recta sia« 45°, 7 = 60° y P es 
agudo. 

6. Hallar los cosenos directores de ana recta si 3 — 45° y a = y. 

7. Hallar los cosenos directores de una recta que forma angulos iguales con 
los ejes coordenados. 

8. Hallar el valor comun de lo* ingulo* directores de la recta del ejercicio 7. 
(Dossoluciones.) 

9. Por medio de los cosenos directores, demostrar que los tres puntos 
(4, 3, 1), (- 1. 2, - 3) y (- 11. 0. - 11) son colintales. 
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10. Si dos de los angulos directores de una recta son cada uno de 60°, hallese 
el tercer angulo director. 

11. Hallar los angulos directores de la bisectriz del angulo formado por 
las partes positivas de los ejes X y Y, y despues determinar sus cosenos 
directores. 

12. Demostrar que si una recta esta en el piano XV. la relacion del teore- 
ma 4 (Art. 110) se reduce a cos 1 a + cos 2 p = 1. (Vease el ejercicio 19 del gru- 
po 14, Art. 37.) 

13. Determinar a que se reduce la relacion del teorema 4 (Art. 110) para 
una recta que esta: a) en el piano XZ; 6) en el piano YZ. 

14. El segmento dirigido Pi Pi tiene por cosenos directores — %, Y*y — }i. 
Si la distancia de Pi a P 3 es 3 y las coordenadas de Pi son (7, 4, 1), hallar 
las coordenadas de ZV 

15. El segmento dirigido Pi P2 tiene por cosenos directores %, — % y H- 
Si la distancia de Pi a P2 es 7 y las coordenadas de P2 son (8, — 2, 12) , 
calcular las coordenadas de Pi. 

16. Hallar los cosenos directores de una recta cuyos numeros directores 
son [2, 4. - 1]. 

17. Los numeros directores de una recta son [— 1, — 1, 3]. Hallar los 
cosenos directores de la recta si esta dirigida de tal manera que el angulo a es 
agudo. 

18. Los numeros directores de una recta son [5, — 1, 2]. Hallar los 
angulos directores de dicha recta si esta dirigida de tal manera que el angulo v 
es agudo. 

19. Sea P un punto cualquiera distinto del origen, contenido en una recta I 
que pasa por el origen. Demostrar que un sistema de numeros directores para I 
esta dado por las coordenadas de P. 

20. Construir la recta que pasa por el origen y tiene por numeros directo- 
res [1, - J, 4]. 

21. Una recta I pasa por los puntos Pi y l'i. Demostrar que un sistema 
de numeros directores de I esta dado por las longitudes de las proyecciones del 
segmento Pi P a sobre los ejes coordenados. 

22. Obtener el tesultado del ejercicio 19 como un caso particular del ejer- 
cicio 21. 

23. Construir. la recta que pasa por el punto (6, — 9, 2) y que tiene por 
numeros directores (4, 2. — 1 ] . 

24. Hallar un sistema de numeros directores para la recta del ejercicio 7. 

25. Por medio de numeros directores demostrar que los tres puntos 
(2, 1, 4), (4, 4. - 1) y (6, 7, -6) son colineales. 

112. Angulo formado por dos rectas dirigidas en el espacio. 
Vamos a determinar el dngulo 6 formado por dos rectas cualesquiera 
dirigidas, li y h , en el espacio. Sean l'i y 1' 2 (fig. 162) dos rectas 
trazadas por el origen y paralelas , y del mismo sentido , a 1 1 y 1 2 , 
respectivamente . Por definicidn (Art. 110), el dngulo formado por 
las rectas dirigidas li y h es el dngulo 6. Sea Pi(xi, yi , zi) un 
punto cualquiera, distinto del origen, sobre l'i , y P%{xi. , y 2 , 22) 
otro punto cualquiera, distinto del origen sobre l'i. Tambien, sea 
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I OPi | = di , I OPi I = d» y I Pi Pi | = d. Por la ley de los cosenos 
(Apendice IC , 11) , tenemos , para el triangulo OPi Pt , 



cos 6 = 



dJ + dS-a*- 



2di di 

Por el teorema 1 del Artfculo 108 , tenemos 

di 2 = xi 2 + j/i 2 + 2i 2 , dt 2 = Xi 2 + j/2 2 + zi 2 , 
d 2 = (*» - a;,) 2 + (2/ 2 - J/,) 2 + (a - z,) 2 . 



(1) 




Fig. 162 

Si sustituimos estos valores en el numerador del segundo miembro de 
la ecuaci6n ( 1 ) , y simplificamos , obtenemos 



cos = 



Xi r 2 -I- yi y-2 + z x z% 
d\di 



(2) 



Sean cm , pi , yi los angulos directores de h y , por tan to , de I'i , 
y a2 , 02 , Y2 los angulos directores de 1 2 y, por tan to , de Z'2. Por 
el teorema 3 del Articulo 110 , tenemos v 

xi a y\ z\ 

cos <zi = -r~. cos pi = -T- , cos vi = -5— 
di ' di di 

X2 a yi Zi 

y cos <i2 = — , cos p2 = -j- , cos y* = ~T~ ■ 

0,2 0,2 0,2 

Sustituyendo estos valores en la ecuaci<5n (2) , obtenemos la relation 
buscada 



COS 6 = COS (XI COS a 2 + COS Pl COS P2 + COS Yl COS Y2 . 



(3) 
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Esta igualdad nos dice : 

Teobema 6. El dngulo 6 formado por dos rectas dirigidas cua- 
lesquiera en el espacio , cuyos dngulos directores son cti , |3i , yi V 
ci2 , |?2 , Y2> respectivamente, se determina por la relation 

cos 8 = cos en cos <X2 + cos Pi cos $2 + cos yi cos Y2 . 

Del teorema 6 se deducen los dos siguientes corolarios : 

Corolabio 1 . Para que dos rectas sean paralelas y del mismo sen- 
tido es condicidn necesaria y suficienle que sus dngulos directores corres- 
pondientes sean iguales; para que sean paralelas y de sentidos opuestos 
es necesario y suficiente que sus dngulos directores correspondientes sean 
suplementarios . 

Cobolabio 2 . Para que dos rectas dirigidas sean perpendiculares 
es necesario y suficiente que la suma de los productos de sus cosenos 
directores correspondientes sea igual a cero . 

Ahora vamos a obtener los resultados del teorema 6 y sus dos 
corolarios en f unci6n de los niimeros directores de las dos rectas . 

Sean [di , 6i , a ] y [a* , 62 , C2 ] los numeros directores de las dos 
rectas h y h , respectivamente . Por el teorema 5 del Articulo 111 , 
tenemos 

a ' a °i 

cos ai = ± . . cos pi = 



V 01 2 + 61 2 + ci 2 V ai 2 + 61 2 + a 2 

Cl 



cos yi = 



V ax 2 + &1 2 + ci 2 ' 



02 n 

cos ai = ± , cos (32 = ± 



V a 2 2 + 02 2 + C2 2 V a 2 2 + 6 2 2 + C2 2 

C2 



cos Y2 = 



V a 2 2 + O2 2 + C2 2 ' 
Sustituyendo estos valores en la relacidn del teorema 6 , obtenemos : 

Teobema 7. El dngulo formado por dos rectas dirigidas cua- 
lesquiera en el espacio , cuyos numeros directores son [ ai , bi , ci ] y 
[ a2 , b2 , C2 ] , respectivamente , estd determinado por la relaci&n 

ai a2 + bi b2 + ci C2 



cos 9 = ± 



V ai 2 + bi 2 + ci 2 V a 2 2 + b 2 2 + c 2 2 



NOTA. El doble signo indica que hay dos valores de 9. suplementarios 
entre si. Un valor especifico de puede obtenerse siempre considerando los dos 
sentidos de las rectas. Esto se ilustra en el ejemplo que damos a continuacion. 
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Del teorema 7 se deducen los dos corolarios siguientes : 

Corolario 1 . Para que dos rectas dirigidas sean paralelas es nece- 
sario y suficiente que sus numeros directores correspondientes sean pro- 
portionates . 

Corolario 2. Para que dos rectos dirigidas sean perpendiculares 
es necesario y suficiente que la suma de los productos de sus numeros 
directores correspondientes sea igual a cero . 

EJemplo. Hallar el area del triangulo cuyos vertices son los puntos 
P,(l, - 1, 2), P 2 (4, 5, -7) y P 3 (- 1, 2, 1). 

Soluci6n . El triangulo es el de la 
figura 163. Sea el angulo P2PiP3 = 0. 
I P1-P2 I - di y I FTK I = d 2 . El area del 
triangulo es (Apendice IC, 12) 



ij (1,-1,2) 




K = V 2 did 2 sen S. 



(4) 



P 2 (4,5,-7) 



El sentido de los lados del angulo 9 
correspondiente al vertice Pi es el indicado 
en la figura. Para obtener los signos co- 
rrected de los cosenos directores de estos 
lados, restamos las coordenadas de Pi de las 
coordenadas correspondientes de Pj y P3 
(nota, teorema 3, Art. 110). Por tanto, 
por el corolario 2 del teorema 5, Art. Ill, 
los numeros directores de 



Fig. 163 



P,P 2 son [4-1, J + l, -7-2], 
o sea, [3, 6, -9] 6 [1, 2, -3], 

y los de Pi P 3 son [ - 1 - 1, 2 + 1. 1-2], o sea. [-2, 3, - 1]. 



Por tanto, por el teorema 7 6 por el teorema 6, tenemos 

1 (— 2) + 2 .3 +(- 3) (- 1) -2 + 6 + 3 1 

cos e = — ,„ r = — -=- = y . 

Vl 3 +2 2 + (- 3)» V(-2) 2 +3 2 + (-l) 2 V14\/14 

Como 9 es agudo, sen = \/ 1 — cos 2 9 = — — 

2 

Por el teorema 1 del Articulo 108, 

di = V3 2 +b a + (-9) 2 = Vl26 = 3 \/"T4 

y 

rf 2 = V(-2) 2 + 3> + (- l) a = Vl4. 

Sustituyendo estos valores en la relacion (4) , tenemos, para el area buscada, 

,— ,— V3 21 ,- 
K =H-3 Vl4- VH-— Y^ 1 ' 
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113. Niimeros directores de una recta perpendicular a dos dadas. 
En este articulo vamos a considerar un artificio para obtener los 
niimeros directores de una recta perpendicular a dos rectas dadas 
que nos va a ser muy util al trabajar con pianos y rectas en el es- 
pacio . 

Sean [ ai , &i , ci ] y [ at , 6s, a ] los niimeros directores dados de 
dos rectas no paralelas , I i y 1 2 , respectivamente . Queremos deter- 
minar los niimeros directores [ a , b , c ] de una recta cualquiera I 
perpendicular a ambas 1 1 y 1 2 . Tal recta existe . En efecto , si 1 1 y U 
se cortan , I puede representar una cualquiera de las rectas paralelas 
perpendiculares al piano determinado por 1 1 y 1 2 . Si 1 1 y 1 2 se cru- 
zan , entonces I puede representar una cualquiera de las rectas per- 
pendiculares al piano determinado por dos rectas que se cortan y son 
paralelas respectivamente a h y 1 2 . 

Como I es perpendicular a 1 1 y 1 2 , tenemos , por el corolario 2 
del teorema 7 , Articulo 112 , las dos relaciones siguientes 



ai a + 61 b + ci c = , \ 
02 a + 62 b + C2 c = . / 



(1) 



El sistema ( 1 ) consta de dos ecuaciones con tres incdgnitas , 
a , b y c . Podemos resolver este sistema para dos cualesquiera de 
estas incdgnitas en funcidn de la tercera por la regla de Cramer 
(Ap£ndice IB , 6) siempre que el determinante del sistema sea dife- 
rente de cero Este determinante puede ser uno cualquiera de los tres 

determinantes 

J, „. „- u. 

(2) 



ai 


61 




ai 


Cl 




61 


Cl 


tt2 


bi 




tt2 


Ci 




62 


Cl 



Uno , por lo menos , de estos determinates es diferente de cero . 
En efecto , si fueran todos nulos , tendriamos , respectivamente , 



de donde , 



ai bi — dibi , a\ a = 02 ci , 61 a = 62 ci , 



a 2 



62 



Ci 



y por el corolario 1 del teorema 7 , Articulo 112 , esta ultima rela- 
ci6n implica que 1 1 y 1 2 sean paralelas, lo que contradice la hipdtesis . 
Por tan to , podemos suponer que el primero de los determinantes (2) 
es diferente de cero , y resolver el sistema ( 1 ) para a y 6 en t£rmi- 
nos de c. 



Lehmann. ~ 22. 
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Esto nos da 



a — 





— CiC 


61 




61 


C\ 




— C2C 


62 




62 


Ci 


1 al 


61 




ai 


61 1 




a 2 


62 




a 2 


h 1 



6 = 



ai 


— CiC 


a 2 


— C2C 


ai 


61 


02 


62 



C2 02 



ai 61 

02 i>2 



Ahora bien , c no puede ser cero . Porque , si c = , las ultimas rela- 
ciones indican que a y b son ambas iguales a cero , lo que esta, en 
contradiccidn con el corolario 1 del teorema 5 , Artfculo 111 . Como 
los numeros directores de una recta no son linicos , podemos , por 
simplicidad , escoger el sistema en que c = 1 . Entonces los numeros 
directores de I son 



6, 


Cl 


62 


C2 


a\ 


61 


a 2 


62 



6 = 



Cl 


a\ 


C2 


a 2 


ai 


61 


02 


62 



c= 1. 



Para mayor simplicidad , multipliquemos este sistema por el denomi- 
nador que es diferente de cero . Esto nos da , finalmente , el sistema 
de numeros directores 



a = 



61 
62 



Cl 

C2 



Cl 
C2 



ai 

a 2 



c = 



ai 61 
02 62 



Este resultado nos dice : 

Teorema 8 . Si [ ai , bi , ci ] y [ &2 , b2 , C2 ] son los numeros direc- 
tores dados de dos rectas no paralelas , h y Is, respectivamenle , los 
niimeros directores [a , b , c ] de cualquier recta 1 perpendicular a ambas 
1 1 y h estdn dados por los deierminantes 



hi 


Cl 


, b = 


Cl 


ai 




ai 


b, 










> c = 






b 2 


C2 




C2 


a 2 




a 2 


b 2 



Nota. En la practica, los tres dcterminantes del teorema 8 pueden obtenerse 
simplemente escri'jiendo primero los dos sistemas dados de numeros directores 

en tres columnas: 

ai b\ ci 

fl2 bi a 

HI primer determinante te forma de las segunda y tercera columnas, el segundo 
de las tercera y primera columnas y el tercero de las primera y segunda columnas. 
Nos referiremos en adelante a este esquema como el artificio de los numeros 
directores. 
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SJemplo. Hallar un sistema de niimeros directores para una recta cual- 
quiera I que sea perpendicular al piano que contiene el triangulo cuyos vertices 
son P,(2, - 1, 1), P 2 (- 3. 2, 2) y P 3 (3. 3, -2). 

Soluci6n. Por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, dos sistemas de 
niimeros directores para los lados Pi P2 y Pi P3 son, respectivamente, 



[-3-2. 2 + 1, 2 
[3-2, 3 + 1, -2 



1], o sea, [-5, 3, 1] 
1], o sea, [1, 4. - 3]. 



Por tanto, por el artificio de los niimeros directores, los niimeros directores 
de / son 



13, 



1 - 5 
3 1 



■■ 14, 



5 3 
1 4 



= - 23. 



Los resultados de este capitulo son de importancia fundamental en 
el estudio de la Geometrfa analitica del espacio . Por esto se reco- 
mienda al estudiante que haga un cuadro resumen con todos ellos . 

EJEBCICIOS. Oiupo 52 



1. Hallar el coseno del angulo formado por las dos rectas dirigidas cuyos 
cosenos directores son 

% v "5 , y 3 v 1 , -Hs/'b y - y 7 vn , 3 /u v~a , )U y/n . 

2. Hallar el angulo formado por las dos rectas dirigidas cuyos cosenos 

directores son 2 A , — % , % y —%,%,%. 

3. Si las dos rectas del teorema 6, Articulo 112, estan en el piano XY, 
demuestrese que la relacion se reduce a cos 8 = cos di cos dg -f- cos 3i cos (3 2 . 
(Ver el ejercicio 20 del grupo 14, Art. 37.) 

4. La recta l\ pasa por los puntos (—6, — 1, 3), (—3, 2, 7) , y la 
recta / 2 pasa por los puntos (4, 2, 1), (3, —2, 5). Hallar el angulo agudo 
formado por I 1 y I 2. 

5. Los niimeros directores de las rectas l\ y 1 2 son [2, — 1, 2] y 
[6, 2, — 3], respectivamente. Hallar el angulo obtuso formado por li y / 2 . 

6. Por dos metodos diferentes demostrar que los puntos (3, —5, 2), 
(—5, 2, 3) y (2, 3, —5) son los vertices de un triangulo equilatero. 

7. Demostrar que los puntos (4, 0, 1). (5, 1,3), (3. 2, 5) y (2, 1, 3) 
son los vertices de un paralelogramo. 

8. Hallar el angulo agudo del paralelogramo del ejercicio 7. 

9. Hallar los angulos del triangulo cuyos vertices son (4, 1, 0), 
(2, - 1, 3) y (1. -3, 2). 

10. Demostrar que los puntos (2, 1, 3), (3, 3, 5) y (0, 4, 1) son los 
vertices de un triangulo rectangulo, y hallar sus angulos agudos. 

11. Hallar el area del triangulo cuyos vertices son (I, 0, 1), (2, —2, 3) 
y (7, -2, 4). 

12.. Hallar el area del triangulo cuyos vertices son (6, 2, 1), (4, — 1, 3) 
y (-2, 1, 0). 
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13. Hallar el volumen del prisma de altura 4 y cuya base es el triangulo de 
ve'ttices (3, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, 0). 

14. Hallar el volumen de la piramide de altura 6 y cuya base es el triangulo 
de vertices (0, 0, 0), (0, - 7, 0) y (-3, 0, 0). 

15. Hallar un sistema de numeros directores para cualquier recta perpen- 
dicular a cada una de las rectas que tienen [ 1, — 4, 2] y [2, 3, — 1] por nu- 
meros directores respectivos. 

16. Hallar un sistema de numeros directores para cualquiera de las rectas 
perpendiculares a los lados del triangulo cuyos vertices son (—5, 1, 2), 
(3, 0, 2) y (1. -8, 9). 

17. Hallar las relaciones que deben satisfacer las coordenadas de un punto 
P{x, y. z) si debe estar sobre la recta que pasa por los puntos (1, 4, 1) y 

(2, -3, 5). 

18. Hallar las relaciones que deben satisfacer las coordenadas de un punto 
P{x. y, z) si debe estar sobre la recta que pasa por el punto (4, 11, — 2) y 
que tiene por numeros directores [2, 3, — 1 ] . 

19. Un punto P esta sobre la recta que pasa por los puntos (4, 2, 2) y 
(—2, 0, 6). Si la coordenada y de P es 1, hallense sus otras coordenadas. 

20. Una recta / pasa por los puntos (1, — 4, 3) y (4, — 11, 6). Hallar 
las coordenadas del punto en que / corta al plane XY . 

21. Los numeros directores de una recta / son [5, — 3, 4], y la recta pasa 
por el punto (5, — I, 1). Hallar las coordenadas del punto en que / corta al 
piano YZ, 

22. Los numeros directores de dos rectas l\ y / 2 son [—1, —6, 7] y 
[3, 2, —4], respectivamente. El angulo formado por /i y una recta / es 
de 60°. Hallar los numeros directores de / si se sabe que es perpendicular a / 2 . 

23. Hallar el punto de interseccion de la recta que pasa por los puntos 
(3, — 5, 2), (11, — 3, 6) y la que pasa por los puntos (5, —3, 2), 
(9. - 5, 6) . 

24. Una recta l\ pasa por los puntos (2, 1, — 1), (5, — 1, 3) y otra 
recta / 2 pasa por el punto ( — 4, 2, — 6) y por el punto P cuya coordenada x 
es 2. Hallar las otras coordenadas de P si 11 es paralela a 1 2. 

25. Hallar el punto de interseccion de la recta que pasa por los puntos 
(7, 3, 9), (1, 1, 1) y la que pasa por los puntos (2, 3, 3), (6, I, 7). 



CAPITULO XIV 
EL PLANO 

114. Introducci6n. En el capltulo precedente, consideramos el 
punto en el espacio y obtuvimos algunas propiedades fundamentales 
del punto y de la recta en la Geometrfa de tres dimensiones. Ahora 
vamos a comenzar el estudio sistematico de las ecuaciones de las figu- 
ras en el espacio . A medida que progresemos en nuestro estudio , 
veremos que una sola ecuacion representa , en general , una superficie . 
Una curva en el espacio , en cambio , se representa analiticamente por 
dos ecuaciones rectangulares independientes . Desde este punto de 
vista, parece mas simple considerar primero el problema general de las 
superficies . Comenzaremos naturalmente con la mas sencilla de todas 
las superficies , el piano . 

115. Forma general de la ecuacion del piano. Vamos a obtener 
la ecuacion de un piano cualquiera partiendo de sus bien definidas pro- 
piedades (Art. 22). En Geometria elemental , se dice que una recta 
es perpendicular a un piano si es perpendicular a cualquier recta del 
piano que pase por su pie . En vista de nuestra definition de angulo 
formado por dos rectas que se cruzan (Art. 110) , diremos ahora que 
una recta es perpendicular a un piano si es perpendicular a toda recta 
del piano , sin considerar si la recta del piano pasa por el pie de la 
perpendicular o no . Hay un numero infinite de rectas perpendiculares 
a un piano ; cada una de tales rectas se llama normal al piano . 

Sea Pi (xi , yi , zi) un punto fijo cualquiera y n una recta fija 
cualquiera en el espacio . Sean [ A , B , C] los mimeros directores 
de n. Queremos hallar la ecuacion del piano unico que pasa por el 
punto Pi y es perpendicular a la recta n . 

Sea P(x, y, z) un punto cualquiera, diferente de Pi, sobre el 
piano (fig. 164). Sea I la recta que pasa por los puntos Pi y P, y 
que , por tanto , esta contenida en el piano . Entonces I y n son 
perpendiculares entre si. Por el corolario 2 del teorema 5, Artieulo 111, 
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los niimeros directores de I son [x — Xi , y — j/i , z — zi ] . Por tan to , 
por el corolario 2 del teorema 7 , Articulo 112 , tenemos 

A(x-Xi) + B(y- yi ) + C(z-zi) = 0, (1) 

y esta es la condici6n que debe satisfacer cualquier punto del piano . 
La ecuaci6n ( 1 ) puede escribirse en la forma 

Ax + By + Cz — (Axi + Byi + Czi ) = , 

y como la expresi6n encerrada entre par6ntesis es una constante y , 

por tanto , puede reemplazarse por 
el te>mino constante — D , resulta 
que la ecuaci<5n es de la forma 

Ax + By + Cz+ Z) = 0. (2) 

Reciprocamente, si PAxz, 1/2, zt) 
es un punto cuyas coordenadas sa- 
tisfacen la ecuaci6n ( 2 ) y , por 
tanto , a la ecuaci6n ( 1 ) , se veri- 
fica que 

A(x-i-xi) + B{y t — J/0 
x +C(z2-zi) = 0, 

Fig. 164 y como esta igualdad establece que 

la recta I ' , que pasa por los pun- 
tos Pi y P 2 es perpendicular a la normal n y , por tanto , esta sobre 
el piano , resulta que el punto Pi que esta sobre I' esta tambi6n so- 
bre el piano. Por tanto, la ecuacidn (2) es la ecuaci6n del piano. 
Se le llama forma general de la ecuacidn del piano . 
Este resultado se expresa en el siguiente 

Teorema 1 . La ecuacidn general de un piano es de la forma 

Ax + By + Cz + D = , 

en donde A , B , C y D son constantes , y [ A , B , C ] son los nume- 
ros directores de su normal . 

Vamos a establecer ahora el reclproco del teorema 1 : 

Teorema 2 . Toda ecuacidn lineal de la forma 

Ax + By + Cz + D = , 

en la que por lo menos uno de los tres coeficientes A , B y C es diferente 
de cero , representa un piano cuya normal tiene por numeros directo- 
res [A, B, C]. 
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Demostkaci6n . La ecuaci6n 

Ax + By + Cz + D = 0, (2) 

tiene un numero infinito de soluciones. En efecto , por hip6tesis , uno 
por lo menos de los tres coeficientes A , B y C es diferente de cero . 
Si suponemos que A ^ , podemos escribir 

BCD 

X= -A y ~A Z —A- 

Ahora estamos en libertad de asignar cualquier par de valores a y y a z 
y calcular el valor correspondiente de x ; cada terna tal de valores 
representa una soluci6n de la ecuaci<5n (2) y, en consecuencia , las 
coordenadas de un punto que esta sobre el lugar geom&rico de la 
ecuaci6n (2). Sean Pi(xi, 2/i , «i) y Pi{x% , j/ 2 , z 2 ) dos de estos 
puntos . Tendremos : 

Axi + £j/i + Czi + £> = , (3) 

Axi + Byi+Czi + D = 0. (4) 

Restando la ecuaci6n (4) de la ecuaci6n (3) , resulta 

A{xi-xt) + B(yi - y 2 ) + C(*i - ft) - 0. (5) 

Sea I la recta que pasa por Pi y Pi. Sea Ps(x», yz , zi) otro 
punto cualquiera, diferente de Pi y P2, de la recta I. Entonces, 
como un piano contiene a todos los puntos de la recta que pasa por dos 
de sus puntos, podemos demostrar que la ecuacitfn (2) representa 
un piano demostrando que las coordenadas de Ps satisfacen a esta 
ecuaci6n . 

Por el corolario 2 del teorema 5 , Artfculo 111 , los numeros direc- 
tores de I , obtenidos a partir de Pi y P 2 , son 

[xi — x-t, j/i — 2/2 , zi - z 2 ] , 

y , obtenidos a partir de Pi y Ps , son 

[xi — x 3 , yi — y&, zi — z 3 ] . 

Como estos son ndmeros directores para la misma recta I, debemos 
tener (Art. 112), 

X1 — X2- k(xi — x 3 ) , j/i — j/2 = k(yi — 2/3) , 

zi — Z2 = k (zi — Z3 ) ; k 7^ . 

Sustituyendo estos valores en la ecuaci<5n (5) , obtenemos 

Ak(xi - xa) + Bk(yi - 2/s) + Ck(zi — zt) = 0, 
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de donde , como k t* , resulta : 

A{xi-x a ) + B(y l -ys) + C(z,-z 3 ) = 0. (6) 

Si restamos la ecuacidn (6) de la ecuaci<5n (3) , obtenemos 

Axs + By 3 + Cz 3 + D = , 

lo que demuestra que el punto Pi esta sobre el lugar geom^trico de la 
ecuaci<5n (2). Por tanto, la ecuaci<5n (2) representa un piano . Ade- 
mas, las ecuaciones (5) y (6) muestran que la normal a este piano 
tiene por numeros directores [ A , B , C ] . Esto completa la demos- 
tracidn . 



Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto 
Pi( — 2, — 1, 5) y es perpendicular a la recta I determinada por los puntos 
P 2 (2, - 1, 2) y P 3 (- 3. 1. -2). 

Soluci6n. Por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, los numeros 
directores de / son [—3—2, 1 + 1, —2 — 2], o sea, [5, — 2, 4] . Como / 
es perpendicular al piano, los numeros directores de su normal son tambien 
[5, — 2, 4] . Por tanto, por pasar el piano por el punto Pi (— 2, — 1 , 5 ] , 
tenemos que la ecuacion buscada del piano es 

5U + 2)-2(y + l) + 4( Z -5)=0 
o sea, 

5x -2y + 4z - 12 = 0. 

Ejemplo 2. Hallar la ecnaci6n del piano que pasa por los tres puntos no 
colineales Pi(2, -1, 1), P 2 (-2, 1, 3) y P 3 (3, 2, -2). 

Solucion. Como se nos han dado tres puntos del piano, nos queda por 
determinar simplemente los numeros directores de la normal al piano. Los nu- 
meros directores del segmento P1P2 son [-2 — 2, 1 + 1, 3 — 1], o sea, 
[2, - 1, - 1], y los del segmento P1P3 son [3-2, 2+1, - 2 - 1], o 
sea, [1, 3, —3]. Como estos segmentos estan en el piano, son ambos per- 
pendiculares a su normal. Por tanto, por el artificio de los numeros directores 
(Art. 113), los numeros directores de la normal son 



1 - 1 
3 - 3 



= 6, 



1 2 
3 1 





2 


- 1 


= 5. 








1 


3 



= 7 



Consecuentemente, usando las coordenadas del punto Pi (2, —1, 1), hallamos 
que la ecuacion buscada es 



o sea. 



6(jc-2)+5(y+ l) + 7(z - 1) = 
bx + Sy + 7z - 14 = 0. 



116. Discusidn de la forma general. En el artfculo anterior hemos 
obtenido que la forma general de la ecuacidn de cualquier piano , es 

Ax + By + Cz + D = 0, (1) 
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en donde [ A , B , C] son los numeros directores de la normal . Como 
por lo menos uno de los coeficientes A , B y C es diferente de cero , 
supongamos que A ^ . Entonces podemos escribir la ecuaci6n en la 
forma 

x+ i y+ i z+ i = - (2) 

La ecuacion (2) contiene tres constantes arbitrarias independientes . 
Por tanto , anallticamente , la ecuacion de cualquier piano queda perfec- 
tamente determinada por tres condiciones independientes. Geometrica- 
mente , un piano tambien queda determinado por tres condiciones 
independientes ; por ejernplo , tres puntos dados no colineales deter- 
minan un piano unico . 

Ejernplo 1. Hallar la ecuacion del piano determinado por los ties puntos 
no colineales Pi (2, - 1, 1), P 2 (-2, 1, 3) y P 3 (3, 2. -2). 

Soluclon. Este problems es identico al ejernplo 2 del Articulo 115, pero 
vamos a emplear un metodo diferente para su solucion. 

La ecuacion buscada es lineal de la forma (1) anterior; hay que encontrar los 
valores de los coeficientes. Como los puntos Pi, Pa y Pa estan sobre el piano, 
sus coordenadas deben satisfacer su ecuacion, y tenemos, respectivamente, 

1A - B| C + D = 0, ^ 
-1A + B +3C + D = 0, I (3) 

3 A +2B - 2C + D = 0. J 

Podemos resolver este sistema para tres cualesquiera de las literates en terminos 
de la cuarta, siempre que esta ultima no sea igual a cero. Si D ^ 0, la solu- 
cion del sistema (3) es 

A = -lD, B---1-D, C=-V 
7 14 2 

Sustituyendo estos valores de A, B y C en la forma general (I), obtenemos 

-^■Dx-J-Dy-^-z + D =0. 
7 14 2 

Dividiendo toda la ecuacion por D 9^ 0, y simplificando, obtenemos como 
ecuacion del piano 

6* + 5y + 7z - 14 = 0. 

Una de las partes mas importantes de la Geometria analitica es la 
construccidn de figuras a partir de sus ecuaciones . La construccion de 
una superficie se facilita considerablemente por la determinacidn de sus 
intersecciones con los ejes coordenados y de sus trazos sobre los pianos 
coordenados . 
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Depiniciones . LlamaTemos intercepcidn de una superficie sobre 
un eje coordenado a la coordenada correspondiente del punto de inter- 
seccidn de la superficie y el eje coordenado . 

La traza de una superficie sobre un piano coordenado es la curva 
de interseccion de la superficie y el piano coordenado . 

Vamos a ver ahora como se obtienen las intercepciones y trazas 
de cualquier piano a partir de su ecuacidn. La interseccidn de un 
piano y el eje X es un punto que esta sobre el eje X . Ambas coor- 
denadas y y z de tal punto son cero . Por tanto , haciendo y = z = 
en la ecuacidn ( 1 ) y despejando x , hallamos la intercepcidn de este 

piano sobre el eje X que es — — . An&logamente, las intercepciones 

A. 

sobre los ejes Y y Z son — -jr- y — — ^ , respectivamente . 

La interseccidn de un piano y el piano XY es una recta que esta 
en el piano XY . La coordenada z de cualquier punto del piano XY 
es igual a cero . Por tanto , haciendo z = en la ecuacidn ( 1) , obte- 
nemos la ecuacidn 

Ax + By + D = 0. 

Esta ecuacidn sola , sin embargo , no es suficiente para identificar la 
traza del piano (1) sobre el piano XY . Debemos indicar tambten 
que la traza esta sobre el piano XY empleando la ecuacidn z = . 
Por tanto , la traza del piano (1) sobre el piano XY estd represen- 
tada analiticamente por las dos ecuaciones 

Ax + By + D = , 2 = 0. 

Tenemos aquf el primer ejemplo del hecho de que una curva en el espa- 
cio se representa analiticamente por dos ecuaciones independientes . 
Analogamente , haciendo y = en la ecuacion ( 1 ) , hallamos que las 
ecuaciones de la traza del piano ( 1 ) sobre el piano XZ son 

Ax + Cz + D = 0, y = 0; 

y , haciendo x = en la ecuaci<5n ( 1 ) , hallamos que las ecuaciones 
de la traza sobre el piano YZ , son 

By + Cz + D = 0, i = 0. 

Ejemplo 2. La ecuacion de un piano es 

4x+ty + 3z - 12 = 0. (4) 

Hallar sus intercepciones con los ejes cooidenados y las ecuaciones de sus trazas 
sobre los pianos cooidenados. Construir la figura. 
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Solucidn. Haciendo y = z = en la ecuacion (4) y despcjando x, halla- 
mos que la intercepcion con el eje X es 3. Similarmente hallamos que las in- 
tercepciones con los ejes Y y Z son 2 y 4, respectivamente. 

Haciendo z = en la ecuacion (4) , hallamos que las ecuaciones de la iraza 
sobre el piano XY son 

2x + 3y - 6 = 0, z = 0. 

Analogamente, se halla que las ecuaciones de las ottas dos trazas son 

4x + 3z — 12 = 0, y = 0, sobre el piano XZ ; 

2y + z — 4 = 0, x = 0, sobre el piano YZ. 

Las intercepciones y trazas aparecen en la figura 16?. Evidentemente, las 
trazas limitan aquella porcion del piano situada en el primer octante. Como un 




Fig. 165 

piano es ilimitado en extension, podemos trazar solamente una parte de el. La 
porcion que aparece en la figura 165 sera suficiente, en general, para nuestros 
propositos. 

EJBECICIOS. Grupo 53 



Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (5, — 1, 3) y cuya 
normal tiene por numeros directores [1, —4, 2]. 

2. Un piano pasa por el punto (3, 3, — 4) , y los cosenos directores de su 
normal son Jis. — 'Ms- — Ms. Hallar la ecuaciin del piano. 

3. El pie de la perpendicular trazada desde el origen a un piano es el 
punto (1, —2, 1). Hallar la ecuaci6n del piano. 
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4. Desde el punto (5, 4, — 7) , se ha trazado una recta perpendicular a 
un piano. Si el pie de esta perpendicular es el punto (2, 2, — 1) , hallese la 
ecuacion del piano. 

5. Hallar la ecuacion del piano que contiene al punto (6, 4, — 2) y es 
perpendicular a la recta que pasa por los puntos (7, — 2. 3) y (1, 4, — 5) . 

En cada uno de los ejercicios 6 y 7, hallar la ecuacion del piano que pasa por 
los tres puntos dados. Usese el metodo del ejemplo 2 del Articulo 115. 

6. (-3, 2, 4), (1, 5, 7), (2, 2, - 1). 

7. (1, 4, - 4), (2, 5, 3), (3, 0, -2). 

8. Resolver el ejercicio 6 por el metodo del ejemplo 1 del Articulo 1 16. 

9. Un piano pasa por el punto (5, — 1, 3), y dos de los angulos direc- 
tores de su normal son a = 60° y P = 45°. Hallese la ecuacion del piano. (Dos 
soluciones. ) 

10. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (— 4, 2, 9) y es 
perpendicular al eje Z. 

11. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (3, —5,7) y es 
paralelo al piano XZ. 

12. Hallar la ecuacion del piano perpendicular al segmento A (3, 2, - 7) 
y B (5, — 4, 9) en su punto medio. 

13. Demostrar que los cuatro puntos (2, 1, 3), (3, — 5, — 1), 
(— 6, 7,-9) y (— 2, 4, — 3) son coplanares. 

En cada uno de los ejercicios 14-19, partiendo de la ecuacion dada del piano, 
hallense sus intercepciones con los ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas 
sobre los pianos coordenados. Construyase la figura en cada caso. 

14. x + y + z - 1 =0. 17. x + y + z = 0. 

15. x + 2y-z-2=Q. 18. x + ly - 6 = 0. 

16. 5x - 3y + 15* - 15 = 0. 19. 2y - 5z + 5 = 0. 

20. Hallar el volumen del tetraedro formado por los pianos coordenados y 
el piano bx + ly + 14z — 42 = 0. 

21. Si A. B, C y D son todos diferentes de cero, demuestrese que el tetrae- 
dro formado por los pianos coordenados y el piano Ax + By + Cz + D = 

i i 1 I D 3 I 

tiene un volumen igual a — 



6 | ABC | 

22. Construir el paralelepipedo rectangular formado por los pianos coorde- 
nados y por los pianos x — 4, y = 3 y z = 2. Hallar su volumen. 

23. Construir el prisma triangular formado por los pianos coordenados y 
por los pianos x+2y— 4 = y z — 5=0. Hallar su volumen. 

24. Construir el prisma formado por los pianos coordenados y los pianos 
y + 3z— 6 = y jc — 7 = 0. Hallar su volumen. 

25. Construir el prisma limitado por los pianos z — y = 0, (/-r-z = 4, 
z = 0, x = y x = 5. Hallar su volumen. 

117. Otras formas de la ecuaci6n del piano. Supongamos que el 
piano 

Ax + By + Cz + D = (1) 
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tiene por intercepciones respectivas con los ejes X , Y y Z a los nii- 
meros a , b y c diferentes de cero , es decir , que determina sobre 
los ejes tres segmentos medidos en magnitud y signo por los numeros 
a , b y c . Entonces los tres puntos (a , , 0) , (0 , b , 0) y (0 , , c) 
estan sobre el piano , y sus coordenadas satisfacen la ecuacion ( 1 ) . 
Por tanto , tenemos las tres ecuaciones 

Aa + D = , Bb + D = , Cc + D = , 
de donde , 

a b c 

Sustituyendo estos valores de A , By C en la ecuacidn ( 1 ) , y divi- 
diendo por — D , obtenemos la ecuaci6n 

- + i+-=l- (2) 

a b c ■ 

La ecuacidn (2) se conoce como la forma simetrica de la ecuacidn de 
un piano o forma de las intercepciones , o forma segmentaria . Es una 
forma restringida ya que no se puede aplicar , por ejemplo , a un piano 
que pasa por el origen . Este resultado conduce al siguiente 

Teokema 3 . El piano cuyas intercepciones respectivas con los ejes 
X , Y , y Z son los numeros a , b y c , diferentes de cero , tiene como 
ecuacion 

a b c 

Consideremos ahora que el piano ( 1 ) contiene a los tres puntos no 
colineales Pl(xi, yi , z\) , P 2 (x 2 , 2/2, 22) y P,' K X3, ys, zs) . Enton- 
ces deben cumplirse las tres condiciones siguientes 

Axi + Byi + Czi + D = , 

Ax-i + By* + Czi + D = , 

Ax 3 +By t + Czs + D = 0. 

Estas tres ecuaciones , juntas con la ecuacion ( 1 ) , constituyen un 
sistema de cuatro ecuaciones lineales homog^neas en A , B , C y D . 
Dicho sistema tiene una soluci6D diferente de cero , solamente en el 
caso de ser cero el determinante del sistema (Ap&idice IB , 6 ; teore- 
ma) , es decir , el determinante de los coeficientes . 
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Segiin esto debe verificarse la igualdad : 



x y 
Xi 2/1 



2 
21 



Xi 1)2 22 
X3 J/3 23 



= 0. 



(3) 



El estudiante debe demostrar que la ecuackm ( 3 ) es la ecuacion 
del piano que pasa por los tres puntos Pi , P 2 y P3 , por medio del 
m^todo empleado en la deduccitfn del teorema 13, Articulo 35 . Tene- 
mos entonces el siguiente 

Teorema 4 . La ecuacidn del piano que pasa por los tres puntos 
dados no colineales , Pi(xi, yi , Zi), P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ) y P3(x3, y3 , Z3), 
en forma de determinante es 



= 0. 



NOTA. La ecuacion (3) se conoce tambien con el nombre de focma de los 
tees puntos de la ecuacion de un piano. 

118. Posiciones relativas de dos pianos. En este articulo vamos 
a considerar las posiciones relativas que pueden ocupar dos pianos 
cualesquiera cuyas ecuaciones , en su forma general , son : 



X 


y 


z 


1 


Xi 


y 


Zl 


1 


x 2 


y* 


Z2 


1 


X3 


ys 


Z3 


1 



Ax + By + Cz + D = , 
A'x + B'y + C'z + D' = 0. 



(1) 

(2) 



El dngulo formado por dos pianos se define como el angulo que 
forman sus normales respectivas . Por tanto , hay dos valores para 
este angulo , suplementarios entre si . Si los nuneros directores respec- 
tivos de las normales a los pianos (1) y (2) son [A, B, C] y 
[ A' , B' , G'] , resulta , como una consecuencia directa del teorema 7 
del Articulo 112, el siguiente 

Teorema 5 . El dngulo 8 formado por los dos pianos 

Ax + By + Cz + D = y A'x + B'y + C'z + D' = 
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esid determinado por la formula 

AA' + BB' + CC 

cos -■ 



VA' + B' + C V A' 2 + B' 2 + C' 2 ' 

Si los pianos (1) y (2) son paralelos, sus normales son paralelas. 
Luego , por el corolario 1 del teorema 7, Articulo 112, una condicidn 
necesaria y suficiente para el paralelismo de dos pianos esta dada por 
las relaciones 

A-kA', B = kB', C = kC, (3) 

en donde k es una constante diferente de cero . 

Si los pianos (1) y (2) son perpendiculares , sus normales son 
perpendiculares . Por tanto , por el corolario 2 del teorema 7 , Articu- 
lo 112, una condition necesaria y suficiente para la perpendicularidad 
esta dada por la relaci6n 

AA' + BB' + CC = 0. (4) 

Dos pianos son id6nticos o coincidentes solamente en el caso de ser 
paralelos y tener un punto comun. Supongamos que los pianos (1) y (2) 
son paralelos y que tienen el punto Pi (xi , j/i , zi ) comun . Por ser 
paralelos se deben cumplir las relaciones ( 3 ) , y podemos escribir la 
ecuaci6n ( 1 ) en la forma 

kA'x + kB'y + kC'z + D = 0. (5) 

Multiplicando la ecuacion (2) por k, obtenemos 

kA'x + kB'y + kC'z + kD' = 0. (6) 

Como el punto Pi esta sobre ambos pianos, sus coordenadas 
(xi , yi , z\) deben satisfacer a las ecuaciones (1) y (2), y, por tan- 
to, tambien a las ecuaciones (5) y (6), de las cuales tenemos , res- 
pectivamente , 

kA'xi + kB'yx + kC'zi + D = , (7) 

kA'x!+ kB'yi + kC'zi + kD' = 0. (8; 

Como los primeros miembros de ambas ecuaciones (7) y (8) son 
constantes e iguales a cero , son iguales entre si , de donde 

D = kD'. 

Combinando este ultimo resultado con las relaciones (3) anteriores, 
tenemos , como una condition necesaria y suficiente para la coinciden- 
cia de los pianos (1) y (2) , las relaciones 

A = kA', B = kB', C = kC, D = kD> ; (Jfe^O). (9) 
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Un resumen de las resultados anteriores viene dado en el siguiente 
Teorema 6. Dados dos pianos 

Ax + By + Cz + D = y A'x + B'y + Cz + D' = , 

son condiciones necesarias y suficientes para 

a) Paralelismo , que A = kA' , B = kB' , C = kC , (k ^ 0) ; 

b) Perpendicularidad , que AA' + BB' + CO = ; 

c) Coincidencia, que A = kA' , B = kB' , C = kC , D = kD' , 

(k^O). 

NOTA. El estudiante debe comparar este teorema con el teorema 6 del At- 
ticnlo 30. 

Ahora estamos en posibilidad de considerar los casos especiales de 
la forma general de la ecuaci6n de un piano , 

Ax + By + Cz + D-0, (1) 

en la que uno , por lo menos , de los coeficientes A , B y C es dife- 
rente de cero . 

Consideremos primero el caso en que C = , de manera que la 
ecuacion ( 1 ) toma la forma especial 

Ax + By + D = 0. (10) 

Los numeros directores de la normal al piano (10) son [A , B , 0]. 
Los numeros directores del eje z son [ , , 1 ] , y el eje z es normal 
al piano XY . El piano (10) y el piano XY satisfacen la condicion de 
perpendicularidad dada en el apartado (6) del teorema 6, ya que 

A(0) +B(0) + 0(1) =0. 

Analogamente , podemos demostrar que los pianos Ax + Cz + D = 
y By + Cz + D = son perpendiculares a los pianos XZ y YZ , res- 
pectivamente . Se desprende en cada caso , tambien , que el piano es 
paralelo al eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable que no 
aparece en la ecuaci6n . Este resultado se expresa mediante el siguiente 

Teorema 7 . Una ecuacion lineal que contiene unicamente dos varia- 
bles representa un piano perpendicular al piano coordenado de esas dos 
variables, y es paralelo al eje coordenado a lo largo del cual se mide la va- 
riable que no aparece en la ecuaci&n, y reclprocamente . 

NOTA. Por lo estudiado en la Geometria analitica plana, el lector puede 
pensar que la ecuacion (10) representa una linea recta. Debe observar, sin 
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embargo, que aqui y en nuestro estudio posterior de la Geometria analitica de 
tres dimcnsiones, una sola ecuacion en una, dos o tres variables, si tiene an 
lagar geometrico, representa en el espacio una superficie y no una curva. 

Consideremos ahora la ecuacidn lineal homogfoea en dos variables , 
es decir , una ecuaci<5n en la cual falte el t^rmino constante . Enton- 
ces , para D = , la ecuacidn ( 10 ) toma la forma 

Ax+By = 0. (11) 

Este piano pasa por el origen , y como es perpendicular al piano XY , 
debe pasar tambi6n por el eje Z. Analogamente , podemos demostrar 
que los pianos Ax+Cz = y By+Cz = pasan por los ejes Y y X , 
respectivamente . Por tanto , tenemos el siguiente 

Corolario . Una ecuacion lineal homoginea en dos variables repre- 
senta un piano que pasa por el eje coordenado a lo largo del cual se mide 
la variable que no aparece en la ecuacion, y reciprocamente . 

Finalmente , consideremos la ecuaci6n lineal en una variable sola- 
mente . Supuesto B = C = , la ecuacidn ( 1 ) toma la forma 

Ax + D = 0. (12) 

Los niimeros directores de la normal al piano (12) son [A, 0, 0] o 
[ 1 , , ] . Los niimeros directores del eje X son [ 1 , , ] . Por 
tanto, el piano (12) es perpendicular al eje X y, en consecuencia , 
es paralelo al piano YZ . Analogamente , podemos demostrar que el 
piano By + D = es perpendicular al eje Y y paralelo al piano XZ , 
y que el piano Cz + D = es perpendicular al eje Z y paralelo al 
piano XY . Por tanto , tenemos el siguiente 

Teorema 8. Una ecuacidn lineal en una sola variable representa 
un piano perpendicular al eje coordenado a lo largo del cual se mide esa 
variable y paralelo al piano de las dos variables que no figuran en la 
ecuacion , y reciprocamente . 

Corolario . Las ecuaciones x = 0, y = y z = representan , 
respectivamente, a los pianos coordenados YZ , XZ y XY , y recipro- 
camente . 

El estudiante debe tabular los resultados de los teoremas 7 y 8 y 
sus corolarios y observar la simetria en las letras x , y y z . ( Vease el 
ejercicio 6 del grupo 50 , Art . 109 . ) 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el panto 
P (2, 1, - 3) y es paralelo al piano 5x - 2y + 4z - 9 = 0. 

Lehmaon* — 23. 
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Soluci6n. Por el teoretna 6 del Articulo 118, la ecuacion buscada es 

5* -2y + 4z + k - 0, (13) 

en donde k es una constante cuyo valor debe determinate. Como este piano 
pasa por el punto P las coordenadas (2, 1, — 3) deben satisfacer la ecua- 
cion (13) , y tenemos 

5.2-2.1 +4(-3)+ k =0. 
de donde k = 4. Por tanto, la ecuacion buscada es 

5x - 2y + 4z + 4 = 0. 

EJemplO 2. Hallar la ecuacion del piano perpendicular al piano XY y que 
pasa por los puntos Pi (1, 5,-3) y Pi(— 5, —4, 11). 

SolUCldn. Como el piano buscado es perpendicular al piano XY, su ecua- 
cion, por el teorema 7 del Articulo 118, debe ser de la forma 



Ax + By + D = 0. 



(14) 



Como el piano (14) pasa por los puntos Pi y P2. las coordenadas de estos 
puntos deben satisfacer a la ecuacion (14) , y tenemos las dos ecuaciones 



A + SB + D - 0, 
- 5 A - 4B + D - 0. 



(15) 
(16) 



La solucion de las ecuaciones (15) y (16) para A y B en terminos de D da 
A — J4D, B = — 54D. Sustituyendo estos valores en la ecuacion (14) y divi - 
diendo por D 9± 0, hallamos la ecuacion buscada 

3x - 2t/ + 7 = 0. 

EJemplO 3. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto 
P (5, 2, — 3) y es perpendicular a cada uno de los pianos 2jc — y + 2z — 9 = 
y x + 3y - 5z + 3 = 0. 

SolUCidn. Podriamos usar el metodo del ejemplo2, pero aqui seguiremos 
otro metodo. 

Primero vamos a hallar los numeros directores de la normal al piano buscado. 
Esta normal es perpendicular a cada una de las normales a los pianos dados. Por 
tanto, por el artificio de los numeros directores (Art. 113), sus numeros direc- 
tores son 



1 2 

3 - i 



= - 1, 



2 2 


= 12, 


2 


— 1 


- 5 1 




1 


3 



Por tanto, la ecuacion del piano que pasa por el punto P(5, 2, — 3) y tiene 
una normal cuyos numeros directores son [1, — 12, — 7] es 

1(* - 5)- I2(y - 2) -7(z + 3) = 
o sea, 

x - I2y - 7z - 2 - 0. 



0. 
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EJEECICIOS. Orupo 54 

Dibujat una figura para cada ejercicio, 

1. Hallar la ecuacion del piano cuyas intercepciones rcspcctivas con los ejes 
X, Y y Z son - 5, 3 y 1. 

2. La ecuacion de un piano es 2x — 3y ■+- 9z = 1. Escribir la ecuacion en 
la forma simetrica. 

3. Esciibir en forma de determinante la ecuacion del piano que pasa por los 
tres puntos (6, 2, 0), (4. — 1, 2) y (3, 4, —1). A partir de ella hallese la 
forma general de la ecuacion del piano. 

4. Si de los cuatro puntos (xi, yi, zi), (jc2. \J2, za) . (*3. y3. Z3) y 
(xi, 1/4, Z4) no hay tres que sean colineales, demuestrese que una condicion 
necesaria y suficiente para que sean coplanares esta dada por el determinante 

xi t/i z\ 1 

x% 1/2 Z2 1 

X3 t/3 Z3 1 

Xi 5/4 Zi 1 

(Vease el corolario del teorema 12. Art. 34.) 

5. Demostrar que los cuatro puntos (1, 0, — 4) , (2, — 1, 3) 
(— 2, 3, 5) y (—1, 2, 4) son coplanares. 

6. Hallar el angulo agudo formado por los pianos 3x +y — z + 3 = y 
*-i/+4z-9 = 0. 

7. Hallar el angulo agudo formado por el piano Jjc+4y — z + 8 = y 
el piano XY- 

8. Deducir el apartado (a) del teorema 6 directamente del teorema 5 del 
Articulo 118. 

9. Deducir el punto (6) del teorema 6 directamente del teorema 5 del Ar- 
ticulo 118. 

10. Obtener el corolario del teorema 8, Articulo 118, considerando las co- 
ordenadas de un punto que esta en un piano coordenado. 

11. Construir las figuras respectivas para ilustrar cada uno de los pianos 
especificados en los teoremas 7 y 8 y en sus corolarios (Art. 118). 

12. Si dos pianos son paralelos, demuestrese que sustrazas sobre cualquiera 
de los pianos coordenados son dos rectas paralelas. 

13. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (3, —2,6) y es 
paralelo al piano 4y — 3z + 12 = 0. 

14. Hallar la ecuacion del piano perpendicular al piano XY y que pasa por 
los dos puntos (2, — 2, 11) y (-7, — 8, — 3) . 

15. Hallar la ecuacion del piano perpendicular al piano Ax — 3y+2z — 9 = 
y que pasa por los dos puntos (2, — 6, 4) y (3, — 7, 5) . 

16. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (4, — 2, 1) y es 
perpendicular a cada uno de los pianos 

jc-3i/+4z-9 = y 2x+2y-z + ll=0. 

17. Hallar la ecuacion del piano perpendicular al piano XZ y que pasa por 
los dos puntos (4. - 7. 2) 7 (12, - 11. 7). 
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18. Hallar la ecuacion del piano perpendicular al piano 1x — 2y + 5z — 1 = 
y que pasa por los dos puntos (4, — 2, 2) y (1, 1, 5). 

19. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (3, — 1, 0) y es 
perpendicular a cada uno de los pianos 

4*-t/-z-l=0 y 2 X + y + 3z - b = 0. 

20. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el eje Y y por el punto 
(8, 4. - 6) . 

21. Hallar la ecuacion del piano perpendicular al piano YZ y que pasa por 
los dos puntos (2, — 1, 4) y (1, 3, — 7) . 

22. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el eje Z y por el punto 
(4, -1.7). 

23. Un piano pasa por el punto (3, 1, — 1) , es perpendicular al piano 
2x — 2t/ + z + 4 = 0, y su intercepcion con el eje Z es igual a — 3. Hallese 
su ecuacion. 

24. Hallar la ecuacion del piano que pasa por los puntos (1, 3, 0) y 
(4, 0, 0) y forma un angulo de 30° con el piano x+y+z— 1=0. (Dos soluciones.) 

25. Un piano es paralelo a cada una de las rectas que tienen por numeros 
directores respectivos [1, — 3, 2] y [3, 7, — 1]. Hallar la ecuacion del piano 
si, ademas, pasa por el punto (5, 1,-1). > 

26. Determinar el valor de k para que los dos pianos kx — 2y + 2z — 7 = 
y 4x + ky — 6z + 9 = sean perpendiculares entre si. 

27. Hallar la ecuacion del piano que pasa por los puntos (1, 0, — 1) y 
(2, 0, 2) y forma un angulo de 60° con el piano 2x — 2y + z + 6 = 0. (Dos 

soluciones.) 

28. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (— 2, 3, — 1) y es 
paralelo a las dos rectas que tienen por numeros directores respectivos 
[2, -3. 0] y [- 1. 2, 3]. 

29. Un piano pasa por los puntos P\(x\, t/i, zj) y Pi{x2, t/2. Z2) y es 
perpendicular al piano Ax + By + Cz + D = 0. Demostrar que su ecuacion 
puede escribirse en la forma 



= 0. 



X 


y 


z 


1 


XI 


yi 


Zl 


1 


X2 


!/2 


Z2 


1 


A 


B 


C 






30. Un piano pasa por el punto Pi(xi, t/i, zj) y es perpendicular a cada 
uno de los pianos A t x + Bit/ + C lZ + Di = y Aix + Biy + C 2 z + D2 = 0. 
Demostrar que la ecuacion puede escribirse en la forma 



x 


y 


z I 


X\ 


yi 


Zl 1 


Ai 


Bi 


Ci 


Ai 


B2 


c 2 



119. Forma normal de la ecuacidn del piano. Sean el origen 
y el punto Pi (xi , 1/1 , 21 ) los extremos de un segmento dirigido de 
longitud dada p y cuyos angulos directores son a, P, y (fig- 166). 
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Adoptaremos el convenio de que el segmento OPi est& dirigido de 
a Pi y que su longitud p es un mimero positivo . Vamos , pues , a 
obtener la ecuaci6n del linico piano que pasa por Pi y es perpendicu- 
lar a OPi. 

Sea P(x, y, z} un pun to cualquiera del piano , diferente de Pi. 
Tracemos el segmento Pi P. Por el teorema 3 del Articulo 110, las 
coordenadas del punto Pi son 

xi = p cos a , 2/1 = p cos P , zi = p cos y • 

Por tan to , por el corolario 2 del teorema 5 , Articulo 111 , un sistema 
de numeros directores para PiP es [x — pcosa, y — p cos P , 
z — p cos y ] ■ Tambien un sistema de numeros directores para OPi es 




Fig. 166 

[ cos a , cos |3 , cos y 1 • Ahora bien , si el punto P esta sobre el piano 
los segmentos OPi y Pi P son perpendiculares entre sf . Por tan to , 
por el corolario 2 del teorema 7 , Articulo 112 , las coordenadas del 
punto P deben satisfacer la condici6n necesaria y suficiente expresada 
por la relaci6n 

cos a ( x — p cos a ) + cos P ( y — p cos |3 ) + cos y(z — p cos y ) = , 

que es la ecuaci6n buscada del piano. Desarrollando el primer miem- 
bro , obtenemos 

x cos a + y cos |3 + z cos y ~ P (cos 2 a + cos 2 (3 + cos 2 y ) = , 

la cual , por el teorema 4 del Articulo 110 , se reduce a 

x cos a + y cos |3 + z cos y — p = . 

Esta ecuacidn se llama forma normal de la ecuacitfn del piano , y de 
aqui el teorema siguiente. 
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Teorema 9 . La forma normal de la ecuacion de un piano es 
x cos a + y cos P + z cos y — p = , 

en donde p es un numero positivo num&ricamente igual a la longitud de 
la normal trazada por el origen al piano , y a , (3 y y son los dngulos 
directores de dicha normal dirigida del origen hacia el piano . 

Vamos a considerar ahora el paso de la forma general de la ecuaci6n 
del piano 

Ax + By + Cz + D = 0, (1) 

a su forma normal , 

x cos a + y cos P + z cos y — p = . (2) 

Si las ecuaciones (1) y (2) representan el mismo piano, entonces, 
de acuerdo con el apartado (c) del teorema 6 , Artfculo 118 , se deben 
cumplir las cuatro relaciones siguientes entre sus coeficientes corres- 
pondientes : 

cos a — kA , (3) 

cos $ = kB, (4) 

cos y = kC , (5) 

-p = kD, (6) 

en donde k es una constante diferente de cero . 

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua- 
ciones (3), (4) y (5), y sumamos, obtenemos 

cos 2 a + cos 4 p + cos 2 y = fc 2 (A 2 + B* + C 2 ) , 

la cual , por el teorema 4 del Articulo 110 , se reduce a 

1 = fc 2 U 2 + B 2 + C 2 ), 
de donde , 

1 



&= ± 



VA 2 + B 2 + C 2 



Por tanto , si multiplicands la ecuaci6n ( 1 ) por este valor de k , se 
deduce, de las relaciones (3), (4), (5) y (6), que la forma nor- 
mal de la ecuaci6n ( 1 ) esta dada por 



en donde k = ± 



kAx + kBy + kCz + kD = , (7) 

1 



Va 2 + b 2 + c 8 ' 
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Como la normal al piano es una recta dirigida y tiene , por tanto , 
un sistema unico de cosenos directores , es evidente que no podemos 
usar ambos signos de h en la ecuacitfn ( 7 ) . Para deterrainar el signo 
que se ha de usar , adoptamos ciertos convenios que establecemos a 
continuation en el siguiente 

Teorema. 10 . La forma general de la ecuacidn de un piano 

Ax + By + Cz + D = 0, (1) 

puede reducirse a la forma normal , 

x cos a + y cos |3 + z cos y — p = , 



dividiendo cada tirmino de ( 1 ) por r= ±v / A 2 + B 2 + C 2 , en don- 
de el signo que precede al radical r se escoge como sigue: 

a ) Si D ^ , r es de signo conlrario a D . 

b) >StD = 0?/C-^0,rj/C son del mismo signo . 

c) Si D = C = j/ B^O, r.y B son del mismo signo . 

d) iSt'D = C = B = 0, entonces A ^ , y r y A son del mismo 
signo . 

NoTA. El estudiante dcbc comparar este teorema con el teorema 8 del Ar- 
ticulo 32. 

EJemplo. La ecuacion de un piano es 2x — y + 1z — 6 — 0. Reducir dicba 
ecuacidn a la forma normal, y hallar la longitud y angulos directores de la 
normal. 

Soluci6n. Para la ecuacion dada, A =2, B = — 1, C = 2yD = — 6. 

Por tanto, r = ± VjI' + B' + C 1 = ± 3. Como D es negative dividimos 
la ecuacidn dada por 3. Esto nos da la forma normal 

1,-^ + 4,-2 = 0. 

Luego la longitud de la normal es 2 y sus angulos directores son 

a = arc cos }i = 48° 11', 

P - arc cos (- %) - 109° 28' 

Y = arc cos % = 48° 11'. 

El estudiante debe dibujar la figura conespondiente a este ejemplo. 

120. Aplicaciones de la forma normal, a) Distancia de un punlo 
a un piano. Sea 5 (fig. 167) el piano y JPi(xi, J/i, 21) el pun to. 
Vamos a determinar la distancia d de Pi a 5 . 
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Supongamos que la forma normal de la ecuaci6n de 5 es 
x cos a + y cos P + z cos y — p = . 



(1) 



Sea 8' el piano que pasa por Pi y es paralelo a 5 , y sea p' la longi- 
tud de la normal trazada desde el origen a 8' . Como se ha convenido, 
p y p' se consideraran como numeros positivos . 

Como se indicd en el problema analogo de la distancia de un punto 
a una recta en Geometria analitica plana (Art . 33 ) , hay seis casos 
posibles para las posiciones relativas de P\ , 6 y el origen. Solamente 
uno de estos casos aparece en la figura 167 . Para llegar a un resultado 




Fig. 167 

comun a todos los casos, emplearemos distancias dirigidas. Segun 
esto, vamos a asignar la direcci6n positiva a la normal ON trazada desde 
el origen al piano 5 . La distancia d sera considerada siempre como diri- 
gida del piano b hacia el punto Pi y, por tanto, sera positiva o negativa 
segun que esta direccidn sea igual o no a la direccidn ON . Entonces , 
para cada uno de los seis casos posibles de posicidn de Pi, 5 y 0, 
tenemos , como en el Articulo 33 , ya sea la rclacitfn 



o la relacidn 



p 1 = p + d 
p'=-(p + d). 



(2) 

(3) 



Por ejemplo, la relacidn (2) es verdadera para el caso representado 
en la figura 167 en donde los angulos directores de la normal a 5' son 
identicos a los dngulos directores correspondientes de la normal a 5 . 
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Por tanto , por el teorema 9 del Artlculo 119 , la forma normal de la 
ecuacion del piano 8' es 

x cos a + y cos + z cos y — p' = , 

la cual , en virtud de la relacidn (2) , puede escribirse en la forma 

x cos a + y cos P + z cos y — (p + d) = 0. (4) 

Si , en cambio , el punto Pi esta, localizado del lado opuesto del 
origen , es decir , de tal manera que el piano 8' que pasa por €\ y es 
paralelo a b est6 de lado opuesto del origen con respecto a 8 , enton- 
ces se verifica la relacidn (3) . Pero en este caso los angulos directores 
de la normal a 8' son it — a , it — (3 y it — y > de manera que la 
forma normal de la ecuacidn del piano 8' es ahora 

x cos ( it — a ) + y cos ( it — P ) + z cos ( it — y ) — p' = , 

la cual , en vista de la relaci6n (3) , puede escribirse en la forma 

— x cos a — y cos (3 — z cos y+(p + ^) = 0. 

Pero esta ultima ecuacidn es id^ntica a la ecuacion (4). Analoga- 
mente , podemos demostrar que para los cuatro arreglos restantes la 
ecuacion ( 4.]f representa al piano 8' . 

Como el punto P x est& sobre 8' , sus coordenadas satisfacen a la 
ecuacidn ( 4 ) , y tenemos 

X\ cos a + j/i cos (3 + z\ cos y — ( p + d) = , 
de donde 

d = Xi cos a + y\ cos P + z\ cos y — p. (5) 

Comparando este resultado con la ecuacidn ( 1 ) , vemos que la 
distancia dirigida d puede obtenerse , en magnitud y signo , sustitu- 
yendo las coordenadas del punto Pi en el primer miembro de la forma 
normal de la ecuacidn de 8 . 

Si el piano 8 no pasa por el origen , una investigacidn de los seis 
arreglos posibles muestra que la distancia dirigida d es positiva o 
negativa segiin que el punto Pi y el origen esten de lados opuestos 
o del mismo lado del piano 8 . Si el piano 8 pasa por el origen , el 
signo de 8 debe de interpretarse de acuerdo con las convenciones esta- 
blecidas en el teorema 10 del Articulo 119. 

Como la ecuacidn de un piano se da usualmente en la forma general 

Ax + By+Cz + D = 0, 
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el resultado de la ecuaci6n ( 5 ) puede expresarse en la forma 

Axi + Byi + Czi + D 



d = 



±VA 2 + B*+C 2 



Un resumen de los resultados precedentes lo establece el teorema 
siguiente . 

Teorema 11. La distancia dirigida d del pvMo Pi(xi, yi , zi) al 
piano Ax + By + Cz + D =0 se obliene por la formula 

j _ Ax; + Byi + Cz 7 + D 

± V A 2 + B 2 + C 2 ' 

en donde el signo del radical se elige de acuerdo con el teorema 10, Ar- 
llculoll9. 

Si el piano no pasa por el origen, d es posiliva o negativa, segun que 
el punto Pi y el origen esttn de lados opuestos o del mismo lado del 
piano . 

Si el piano dado pasa por el origen, el signo de d se inter preta de 
acuerdo con las convenciones adoptadas en el teorema 10, Artlculo 119 , 
para la direccidn de la normal al piano y usadas para la determinacidn 
del signo radical . 

NOTAS. 1. El estudiante debe comparar este teorema con el teorema 10 del 
Articulo 33. 

2. Si se requiere solamente la distancia de un punto a un piano, tomamos 
el valor absoluto de d. 

EjemplO 1. Hallar la distancia dirigida del punto P{- 3, — 4, 2) al pia- 
no 3x + 12 1/ — 4z — 39 = 0. Interpretar el signo de esta distancia. 
SolUCiGn. Por el teorema 11 anterior, la distancia buscada es 

3(- 3) +12 (-4) -4(2)- 39 ^ - 104 _ _ 

V3 2 + 122+4 2 13 

El signo negativo indica que el punto y el origen estan del mismo lado del piano. 

b) Ecuaciones de los pianos bisectores de los dngulos diedros suple- 
mentarios formados por dos pianos que se cortan. Supongamos que los 
dos pianos son 

Aix + Biy + Ciz + Di = 

A2X + Bty + dz + D2 = . 

Las ecuaciones de los pianos bisectores se determinan por el mismo 
m£todo empleado en el problema analogo de la Geometria analitica 
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plana , a saber , la determinacidn de las ecuaciones de las bisectrices 
de los angulos suplementarios formados por dos rectas que se cortan 
(apartado [ b ] , Art . 33 ) . Por tanto , se deja al estudiante como 
ejercicio la demostraeidn de que las ecuaciones de los pianos bisec- 
tores son 

Aix + B iy + Ciz + £>i A,x + Biy + &z + Pi 

± V AS + Bi 2 + C, 2 ~ ± V A 2 * + £ 2 2 + C 2 2 

y 

A,x + Biy + Ciz + £>i = _ An + Biy + Ctz + Dt 
± V AS + BS + Ci 2 ± vUTWTc? ' 

en donde los signos de los radicales se escogen de acuerdo con el teore- 
ma 10, Articulo 119. La distancia entre estos dos pianos puede 
calcularse por medio del teorema 11 , Articulo 120. 

Ejemplo 2. Hallar las ecuaciones de los pianos bisectores de los angulos 
diedros suplementarios formados por los dos pianos bx — 7y + 6z — 22 = 
y 2x + by - 3z -f H = 0. 

Soluci6n. Las formas normales de las ecuaciones de los dos pianos dados son 

bx - 7y 4- 6z - 22 n 2x + by - 3z + 14 

— =0 y :=^ — = 0. 

V 36 + 49 + 36 - V 4 + 36 + 9 

Por tanto, la ecuacion de uno de los pianos bisectores es 

bx - 7y + bz - 22 = 2x +by - 3z + 14 
11 -7 

o sea, 

64* + 17y + 9z = 0, 
y la ecuacion del otro es 

bx - 7y + 6z - 22 _ _ 2x + by - 3z + 14 
11 -7 

o sea, 

20* - 115y + 75z - 308 = 0. 

EJERCICIOS. Grupo 55 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. La normal a un piano tiene una longitud de 5 y dos de sus angulos 
directores son a = 45°, p" = 60°. Hallar la ecuacion del piano. (Dos solu- 
ciones. ) 

En cada uno de los ejercicios 2-5, reduzcase la ecuacion dada a la forma 
normal, y hallense la longitud y los angulos directores de la normal. 

2. 8x +4t/- z + 18 = 0. 4. 3x+4y-12z = 0. 

3. bx + by + 7z - 22 = 0. 5. 3x - 4y -, 10 = 0. 
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6. Obtener la forma normal de cada uno de los pianos especificados en los 
teoremas 7 y 8 y sus corolarios (Art. 118). Tabular los resultados. 

7. Hallar la ecuacion del piano cuya distancia del origen es 5 y cuya nor- 
mal tiene por numeros directores [—2, 6, 3], (.Dos soluciones. ) 

8. Hallar el valor de k para que la distancia del origen al piano 

3jc - by + kz + 14 = 
sea igual a 2. 

9. Hallar la forma normal de la ecuacion del piano que es paralelo al piano 
4x + y — 8z + 11 =0y que pasa por el punto (3, — 2, — 1) . 

10. Hallar la distancia del origen a cada uno de los pianos paralelos 

4x - 4y + 7z - 18 = y Ax - Ay + 7z + 27 = 0. 

De aqui hallar la distancia entre estos dos pianos. 

11. La ecuacion de un piano 8 es 2x — y 4- z — 18 = 0, y las coordenadas 
de un punto P son (2, 1, 6) . Hallar la ecuacion del piano que pasa por P y 
es paralelo a 8. Despues hallar la distancia de P a 8. 

En cada uno de los ejercicios 12-14, hallese la distancia del punto dado al 
piano dado, e interpretese el signo de la distancia. 

12. x 4-2y - 2z + 12 =0; (3,-2,7). 

13. 4* - 3y 4- 127=0; (-5,-10,-3). 

14. 5y 4- 12z 4-26 = 0: (3, 2, -1). 

15. Hallar la distancia entre los pianos paralelos 8x — 4y 4- z 4- 9 = y 
8x — 4j/ 4- z — 36 = calculando la distancia de un punto de un piano al otro. 

16. Hallar la distancia entre los pianos paralelos 

6jc 4- 3y - 2z 4- 14 = y bx + 3y - 2z - 35 = 0. 

17. Demostrar que la distancia d entre los pianos paralelos 

Ax 4- By + Cz + D y = y Ax 4- By + Cz 4- Dz = 

esta dada por la formula 

= |Di -Dal 

V A 3 4- B 3 4- C 3 ' 

Usese este resultado para comprobar el ejercicio 16. 

18. La base de un tetraedro es el triangulo cuyos vertices son (1, — 2, 1) , 
(— 4, 2. — 1) y (— 5, 5, 3) . Si el cuarto vertice es el punto (4, 2, — 3) , 
hallese la longitud de la altura trazada desde el vertice a la base. 

19. Hallar el volumen del tetraedro del ejercicio 18. 

20. Hallar la ecuacion del piano que es paralelo al de la ecuacion 

2jc-y4-2z-9 = 

y esta a 2 unidades de el. (Dos soluciones.) 

21. Hallar el valor del coeficiente k en la ecuacion kx — 7y 4- 6z 4- 14 = 
de un piano, para que la distancia del punto (1, 1, 1) al piano sea igual a — 3. 
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22. Si la distancia de un piano al origen es p y sus intercepciones con los 

ejes coordenados son a, b y c, demuestrese que = 1 1 

p a o 2 b* c a 

23. Deducir las ecuaciones de los dos pianos bisectores de los angulos 
diedios suplementarios formados poi los dos pianos 

Aix + Bit/ + Ciz + £>i = y A 2 x + Biy + dz + £> 2 = 0. 

En cada uno de los ejercicios 24 y 25, hallense las ecuaciones de los pianos 
bisectores de los angulos diedtos suplementarios formados por If" dos pianos cu- 
yas ecuaciones se dan. 



24. x-4y+8z-9 = y 2x + y - 7z + 6 = 0. 

25. 7x - 4y + 4z + 18 = y £>x + 7y - bz - 22 = 



0. 



26. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del piano 2x — y + 2z — 6 = es igual al 
doble de su distancia del piano x + 2y — 2z + 3 =0. (Dos soluciones.) 

En los ejercicios 27-31, los vertices de un triangulo T son Pi{xi, yi, zi), 
P2(xn. yn, z 2 ) y Pi(x3. !/3( Z3) , su area es A y los angulos directores de la 
normal a su piano son a, (3 y y. 

27. La prdyeccion ortogonal de T sobre el piano XY es otro triangulo 
cuyos vertices son (xi, yi, 0) , (x2, y^, 0) y (x3. ys< 0) . Por tanto, por 
el teorema 12 del Articulo 34, el area proyectada es 



Az = Vz 



XI 


yi 


1 


X2 


yi 


1 


X3 


ys 


1 



Demostrar, analogamente, que las areas proyectadas sobre los pianos XZ y YZ 
son, respectivamente, 



Ay = H 



xi 
xt 

X3 



Zl 
Z2 
Z3 



y Ax = Vz 



y\ 
yi 
y* 



Zl 
Z2 



En todos los casos se toma el valor absoluto del determinante. 

28. Por medio del teorema 6, Articulo 112, demostrar que los angulos for- 
mados por el piano de T y los pianos XY, XZ y YZ son y, P y a. respec- 
tivamente. Demostrar, por tanto, que 



Az = I A cos y |, 



I A cos (J I, Ax = I A cos a |. 



29. Partiendo del resultado del ejercicio 28 y el teorema 4, del Articulo 110, 
demostrar que A 2 = A 2 x + A' v + A 2 .. 

30. Mediante los resultados de los ejercicios 27 y 29 demostrar que el area 
de T esta dada por 



M yi zi 1 


2 


xi zi 1 


2 


XI 


yi 1 


2 


1 C/2 Z2 1 


+ 


X2 Zl 1 


+ 


Xi 


y 2 1 




1 t/3 Z3 1 




XZ Z3 1 




XZ 


y 3 1 
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31. Sea P t (xt, 1/4. z 4 ) un punto cualquiera no contenido en el piano 
de T. Por medio del teorema 4, Articulo 117, y por el teorema 11, Arcicu- 
lo 120, demostar que la distancia d del punto Pt al piano de T esta dada por 



d = 





Xi 


!/4 


Z 4 


1 






Xl 


yi 


Zl 


1 






X2 


!/2 


Z2 


1 






X3 


!/3 


zs 


1 





V 



l/l Zl 1 


2 


AT[ Zl 


1 


2 


XI 


t/1 1 


2 


1/2 Z2 1 


+ 


*2 Z2 


1 


+ 


X2 


1/2 1 




1/3 Z3 1 




*3 Z3 


1 




X3 


1/3 1 





en donde se debe tomai el valor absoluto del numerador. 

32. Por medio de los resultados de los ejercicios 30 y 31, demostrar que el 
volumen de un tetraedro cuyos vertices son Pi(xi, yi, zi), P2 (.*2, 1/2, Z2), 
^3(^3, !/3, Z3) y Pi (*4. 1/4, Z4) esta dado por 



V = % 



xi yi zi 1 

X2 Xj2 Z2 1 

*3 1/3 Z3 1 

AT4 y4 Z 4 1 



debiendose tomar el valot absoluto del determinante. 

33. Hallar el volumen del tetraedro cuyos vertices son (—4, 6, 3), 
(8, - 3, 5), (4, 0, - 1) y (5, 3. 9). 

34. Usar el resultado del ejercicio 32 para rcsolver el ejercicio 4 del grupo 54, 
Articulo 118. 

35. Usar el resultado del ejercicio 30 para resolver el ejemplo del Ar- 
ticulo 112. 



121. Familias de pianos. De la misma manera que en Geometria 
analitica plana consideramos familias de curvas , podemos considerar 
familias de pianos. En el Articulo 116 vimos que un piano y su ecua- 
cion estan cada uno perfectamente determinados por tres condiciones 
independientes . Segun esto , un piano que satisfaga menos de esas 
tres condiciones no esta determinado, es decir , no es unico . La ecua- 
cion de un piano que satisface solamente dos condiciones independien- 
tes contiene una sola constante arbitraria independiente parametro 
y , por tanto , representa una familia de pianos monoparametrica . 

Un ejemplo de familia de pianos con un solo parametro es la 
ecuacion 

Ax + By + Cz + k = 0, (1) 

en donde A , B y C son constantes fijas y el parametro k puede 
tomar todos los valores reales . Esta ecuacidn representa a la familia de 
pianos que son paralelos al piano dado 

Ax + By + Cz + D = . 
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Una familia de pianos particularmente util es el sistema de pianos 
que pasan por la intersection de dos pianos dados cuyas ecuaciones 
pueden tomarse en las formas 

Aix + B,y + dz + Di = 0, (2) 

Aix + Bty + C22 + D2 = 0. (3) 

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambas ecuaciones ( 2 ) y 
( 3 ) esta sobre su recta de interseccidn . Evidentemente , las coorde- 
nadas de tal punto satisfacen tambi^n la ecuacidn 

*i (Ai* + Biy + Ciz + Di)+*» (A iX + B 2 y + Ctf + D 2 ) = , (4) 

en donde h y fa son constantes arbitrarias que pueden tomar todos 
los valores reales exceptuando el caso en que ambas sean cero simulta- 
neamente. Ademas, como la ecuacidn (4) es lineal, representa todos 
los pianos que pasan por la interseccidn de los pianos dados (2) y (3) . 
Procediendo como en el caso de una familia de rectas que pasan por la 
interseccidn de dos rectas dadas (Art. 36), vamos a eliminar el pia- 
no (3) de la familia (4) con el fin de obtener la ecuacidn mas simple 

Ave + B x y + Ca + Di + kUtx + Biy + Ciz + ft) = , (5) 

en donde el parametro k puede tomar todos los valores reales . Se dice 
que la ecuacidn (5) representa un haz de pianos, y a su recta comun 
de intersection se le llama eje arista del haz . 

Ejemplo. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto P (2, 5, —1) 
y por la tccta de interseccion de los pianos 

4x + y-2z-8 = y 3x-y + 4z-4 = 0. 

Soluci6n. Por la ecuacion (5) anterior, el piano buscado es un elemento 
del haz de pianos que tiene por ecuacion 

Ax + y - 2z - 8 + k Ox - y + 4z - 4) = 0. (6) 

Como el piano buscado pasa por el punto P, las coordenadas (2, 5, — 1) de P 
deben satisfacer la ecuacion (6) , y tenemos 

4.2 + 5 -2(- l)-8 + A(3 -2 - 5 +4(- 1) - 4) = 0, 

de donde k = 1. Sustituyendo este valor de k en la ecuacion (6) y simplifican- 
do, tenemos, como ecuacion del piano que se busca 

7x + Iz - 12 = 0. 

El estudiante debe dibujat la figura para este ejemplo. 
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En el Articulo 115 , vimos que la ecuacidn de cualquier piano que 
pasa por el punto Pi(xi , yi, zi) es 

A(as-*i) + B(y-yi) + C(a-ai) = 0. (7) 

Por tanto , esta ecuacion representa a la familia de pianos que pasan 
por el punto dado , Pi (zi , yi, zi) ■ Tal sistema se llama una radiation 
de pianos , teniendo al punto Pi como virtice de la radiacidn . Como 
uno , por lo menos , de los coeficientes A, B y C es diferente de cero , 
la ecuacidn (7) contiene solamente dos constantes arbitrarias iade- 
pendientes ; representa , por lo tanto , una familia de pianos bipa- 
rametrica . 

Como con esto se concluye nuestro estudio del piano, se recomienda 
al estudiante que haga un resumen de los resultados de este capitulo . 



EJEECICIOS. Grupo 56 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Determinar el valor del parametro k de cal manera que un piano de la 
familia kx — 3y + kz — 22 = pueda pasar por el punto (3, — 4, 2) . Hallar 
la ecuacion del piano. 

2. Determinar el valor del parametro k de tal manera que un piano de la 
familia Ix + ky — kz + 7 = sea perpendicular al piano 3x + by — 12 = 0. 
Hallar la ecuacion del piano. 

3. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (4, — 1, 1) y es 
paralelo al piano 4x — 2y + 3z — 5 = 0. 

4. Hallar la ecuacion del piano paralelo al piano x + 3y — 2z + 14 = 
y tal que la suma de sus intercepciones con los ejes coordenados sea igual a 5. 

5. Hallar la ecuacion del piano que es paralelo al que tiene por ecuacion 

x - ly + 2z + 12 = 

y cuya distancia del origen es igual a 2. (Dos soluciones.) 

6. Hallar la ecuacion del piano que es paralelo al que tiene por ecuacion 

7x + 3y - 2z + 2 - 

y cuya intercepcion con el eje Z es 4. 

7. El volumen del tetraedro formado por un cierto piano y los pianos coor- 
denados es 12. Hallar la ecuacion del piano sabiendo que es paralelo al de ecua- 
cion 3x + 2y + 4z + 6 = 0. (Dos soluciones. ) 

8. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (3, — 1, 4) y tam- 
bien por la recta de interseccion de los pianos 

x + 2y — z = 4 y Ix — 3y + z = 6. 

9. Hallar la ecuacion del piano que pasa por la recta de interseccion de los 
pianos 3x + y — 2z + 2 = Oyx — 3y — z + 3=0yes perpendicular al pia- 
no xy. 
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10. Hallar la ecuacion del piano que pasa por la recta de intersecci6n de los 
pianos 2x — y + 3z — 2 y 4x + 3y — z — 1 y es perpendicular al piano 

3x - 4y - ?z - 9. 

11. Hallar la ecuaci6n del piano que pasa por la recta de interseccidn de lot 
pianos 2x — y — z — 2 y x + y — 3z + 4 — ytal que su distancia al origen 
sea igual a 2. (Dos soluciones.) 

12. La distancia de un piano al origen es igual a 3. Si el piano pasa tambien 
por la intersecci6n de los pianos x + y + z — 11— y * — 4y + 5z — 10 — 0. 
hallese su ecuaci6n. (Dos soluciones. ) 

13. Un piano es paralelo al de ecuaci6n 2x + 7y + z — 1 — 0, y el punto 
(2, 2, 2) es equidistante de ambos pianos. Hallese la ecuaci6n del piano. 

14. La distancia de un piano al punto (1. 0. 2) es 1. Si el piano pasa por 
la interseccion de los pianos 4x — 2y — z+3 — y 2x — y + z — 2 — 0, ha- 
llese su ecuaci6n. (Dos soluciones.) 

15. Un piano pasa por el punto {5.2. — 1) y su traza con el piano XY es 
la recta x — 2j/ ■+■ 2 = 0, z — 0. Hallese su ecuacidn. 

16. Un piano pasa por el punto (1, 6, — 2) y tiene la misma traza sobre 
el piano XY que el piano 3x — y — 8z + 7 — 0. Hallese su ecuaci6n. 

17. Hallar la ecuaci6n del piano que pasa por la recta de interseccion de los 
pianos x — i/ + 2z+4 — y 2jc + y + 3z — 9 — y es paralelo a la recta cu- 
yos niimeros directores son [1, 3, —1]. 

18. La ecuacion de un piano es Ax + By + Cz + D — 0. Hallar las con- 
diciones que deben satisfacer sus coeficientes para que pertenezca al baz de 
pianos representado por la ecuacion 

A t x + B,y + Ciz + D, + k (A,x + B,y + Ctz + Dt) - 0. 

19. Demostrar que los tres pianos 

2x - y + 2z - 8 - 0, 8jc - y + 13z - 21 - y 4jc + y + 9z - 5 - 

pertenecen al mismo haz. 

20. Demostrar que una condici6n necesaria y suficiente para que los tres 
pianos Aix + Biy + Ciz + Di — 0, i — 1, 2, 3, tengan uno y solamente un 
punto comun es 

Ax Bt Ci 

At Bt Ci ^0. 

At B 3 Cs 

21. Demostrar que los tres pianos 

3jc + 2i/-z-3=0, 2*-3y-3z-4«0 y x + 7y-2z+7-0 

tienen solamente un punto comun, y hallar sus coordenadas. 

22. Supongamos que los tres pianos 

Atx + Bty + Co + Di - 0, i - I, 2. 3. 

tienen uno y solamente un punto P en comun. Demostrar que la radiaci6n de 
pianos cuyo vertice es P tiene por ecuaci6n 

Aix + Bty + Ciz +D t + *, (Ave + Biy + Cu + Di) 

+ k,(A,x + B»y + C»z + D,) - 0. 

en donde ki y fea son los parimetros. 

LehmaaB. — 2i> 
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23. Demostrar que los cuatro pianos 4x+3y— 4z— 8=0, 2x-Sy+7z+5=0, 
x— 3y — 2z — 3"0 y 3x + y + z — 2 — pertenecen a la misma radiaddn 
y hallar las coordenadas de sus vertices. 

24. Un piano pasa por los dos puntos (3, 0, — 1). (2, — 3, —3) y 
pertenece a la radiacion determinada por los pianos 2x — 3y + 1z — 9 = 0, 
x + 4y — z + 3=0 y 3x — 2y — 2z — 6 — 0. Hallar la ecnacidn del piano 
por el mctodo parametrico y comprobar el result ado por otro mctodo. 

25. Hallar la ecoacion del piano de la radiaci6n del ejercicio 24 que pasa por 
el punto (1, 1, — 3) y es perpendicular al piano x + y — 2z + 12 = 0. 



CAPITULO XV 



LA RECTA EN EL ESPACIO 



122. Introducci6n. En el capitulo anterior hicimos un estudio del 
piano como la m&a sencilla de todas las superficies . Podriamos conti- 
nuar nuestro trabajo estudiando superficies mas complicadas antes de 
considerar las curvas en el espacio . Pero la linea recta en el espacio , 
considerada como la intersection de dos pianos diferentes , se presenta 
tan naturalmente despu£s del estudio del piano , que dedicamos com- 
plete el presente capitulo a su estudio . El siguiente capitulo lo reser- 
varemos para tratar el problems general de las superficies . 

123. Forma general de las ecuaciones de la recta. Sea I la recta 
de intersection de dos pianos diferentes cualesquiera , cuyas ecuacic— 
nes , en la forma general , son 



Aix + Biy + Ci2 + Dy = 
Atx + Biy + dz + Di = 



0./ 



(1) 



Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambas ecuaciones del 
sistema ( 1 ) esta sobre cada uno de los pianos y , por lo tanto , esta 
sobre su intersection I . Reciprocamente , cualquier punto que este" so- 
bre I debe estar sobre cada uno de los pianos, y sus coordenadas 
deben satisfacer, por lo tanto, ambas ecuaciones. Segun esto, las 
dos ecuaciones del sistema ( 1 ) , consideradas simuUdneamente , son 
las ecuaciones de una recta en el espacio. El sistema (1) es llamado, 
apropiadamente , forma general de las ecuaciones de la recta . 

En seguida observemos el hecho important* de que las ecuaciones 
de cualquier recta particular en el espacio no son {micas . En efecto , 
podemos considerar , como en el Artfculo 121 , que la recta I , repre- 
sentada por el sistema ( 1 ) , es la arista del haz de pianos 

Aix + Biy + Ca + Di + h(AiX + B t y + C& + D%) - , (2) 
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en donde el parametro A; puede tomar todos los valores reales. Por 
tanto , las ecuaciones de dos pianos diferentes cualesquiera de la fami- 
lia (2) pueden servir como ecuaciones de la recta I. Geomgtrica- 
mente , tambien , una recta esta completamente determinada por dos 
pianos diferentes cualesquiera que pasen por ella . 

124. Forma simltrica de las ecuaciones de la recta; ecuac!6n de 
la recta que pasa por dos puntos, y ecuaciones parametricas de la recta. 
Para muchos problemas, la forma general de las ecuaciones de una 
recta no es tan conveniente como otras ciertas formas que vamos a 
deducir a continuation . Vamos a basarnos en que una recta queda 
perfectamente determinada por uno de sus puntos y su direction , o 
por dos cualesquiera de sus puntos . La deduction de las ecuaciones se 
basara en lo dicho en el Articulo 25 sobre la ecuacidn de una recta , 
dado uno de sus puntos y la pendiente . Definiremoa a la linea recta 
como una curva del espacio caracterizada por la propiedad de que sus 
numeros directores sean identicos a (o proporcionales a) los numeros 
directores correspondientes de cualquier segmento de la recta . 

Sea Pi (xi, yi, z\ ) un punto dado cualquiera de la recta I cuyos nu- 
meros directores son [a, b, c]. SeaP(z, y , z) un punto cualquiera 
de I diferente de Pi. Entonces, por el corolario 2 del teorema 5, 
Articulo 111 , un sistema de numeros directores para I est£ dado por 
[x — xi, y — y\, z — z\\. Por tanto , por nuestra definici6n de linea 
recta , las coordenadas de P deben satisfacer las relaciones 

x — Xi = ka , y — y\ = kb , z — z\ =» kc , ( 1 ) 

en donde k es una constante diferente de cero . Estas relaciones son , 
por tanto , las ecuaciones de la recta I que pasa por un punto dado y 
tiene una direccidn dada . 

Si los numeros directores [a, b , c] de I son todos diferentes de 
cero , se acostumbra escribir las ecuaciones ( 1 ) en la forma sintftrica 



x — xi y — yi _ z — z\ 
a b c 



(2) 



Si a, 3, Y son los angulos directores de I, entonces (Art. Ill) 
la forma sim&rica (2) puede escribirse tambien en la forma 



x — xi _ y — y\ z — zi 
cos a cos 3 cos y ' 

siempre que ningun coseno director sea igual a cero . 



(3) 
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Cada una de las formas (1), (2) y (3) consta de tres ecuacio- 
nes , pero en cada caso solamente dos de estas ecuaciones sou inde- 
pendientes . 

Si uno o dos de los numeros directores [a, b. c] de / son cero, no podemos 
mar ni la forma (2) ni la (3). En tales casos, debemos emplear las relacio- 
nes (1). Por ejemplo, digamos que a — 0, pero b J a son ambos diferentes 
de cero. Entonces por las relaciones (1) . tenemos, para las ecuaciones de /. 

x — jfi, y — j/i ■ kb, z — Zi = he, 

las cuales, de acuerdo con la forma simitrica (2) , pneden escribirsc como 

x . Xl . 5LZJLL - I^LIX. 
b c 

Para a =» 0, la recta / es perpendicular al eje X y. por tanto, es paralela al 
piano YZ. Debe estar, en consecuencia, sobre un piano paralelo al piano YZ. 
Esto se indica analiticamente por la ecuaci6n x =» x\. El estudiante debe obte- 
ner y discutir las ecuaciones de una recta para todas las combinaciones posibles 
de uno o dos numeros directores iguales a cero. 

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si- 
guiente 

Teorema 1. La recta que pasa por el punto dado Pi(xi, yi, zi) 
y cuyos numeros directores son [ a , b , c ] tiene por ecuaciones 

x — Xi = ka , y — yi = kb , z — zi — kc , 

en donde k es una constante diferent& de cero . 

Si los numeros directores [a, b, c] son todos diferentes de cero, 
estas ecuaciones pueden escribirse en la forma simetrica 

x — xl y — yi z — z t 

a ™ b = c 

NoTA. Es importante para el estudiante observar que los numeros directores 
de una recta pueden obtenerse directamente de la forma simetrica, solamente si 
el coeficiente de cada una de las variables x, y j z es la unidad potitiva. 

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el panto (—3. 2. 1) 
y es perpendicular al piano 4x + 3y — 12 «• 0. 

8olncl6n. Por el teorema 2 del Articulo 11$. los numeros directores de la 
recta son [4, 3, 0]. Por tanto, por el teorema 1 anterior, las ecuaciones de 
la recta son 

El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo. Debe demostrar tam- 
biin que la recta es perpendicular al eje Z J que esti en un piano paralelo al 
piano XY. 
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En seguida deduciremos las ecuaciones de la recta I que pasa por 
los puntos dados Pi(«i, «/i, zi) y Pz(xt, j/i , zi). Por el corolario 2 
del teorema 5 , Articulo 111 , un sistema de numeros direc tores para I 
esta dado por [xt — xi, j/» — j/i , zi — zi ] . Por tanto , por el teore- 
ma 1 anterior , las ecuaciones de I son 

a — Xi = k{xi — xi) , y — j/i = k(yt — j/i) , z — zi = k(z* — zi) , (4) 

en donde k es una constante diferente de cero . 

Si todas las coordenadas correspondientes de Pi y Pi son diferen- 
tes entre si , es decir , xi ^ x% , j/i ^ y» , z\ ?*■ zt , podemos escribir las 
ecuaciones (4) en la siguiente forma 



x — xi _ y — yi z — z\ 
x-i — X\ y 2 — y\ zi — z\ 



(5) 



Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si- 
guiente 

Teorema 2 . La recta que pasa por los dos puntos dados 
Pi(xi, yi, zi) y Pi(xi, y» , zj) tiene por ecuaciones 

x — xi = k(x» - xi), y -yi = k(y 4 -yi), z — zi = k(zu — zi) , 

en donde k es una constante diferente de cero . 

Si las coordenadas de Pi y Pa son tales que xi ^ x 2 , yi ^ ya , 
zi ;■* za , estas ecuaciones pueden escribirse en la forma 

x — xi y — yi z — zi 
X2 — xi y2 — yi ™ z 2 — zi ' 



Consideremos ahora la 




Fig. 168 



recta I que pasa por el punto dado 
Pi(xi , y\, z\) y tiene los angulos di- 
rectores dados a, P, y- Sea P(x, y, z) 
un punto cualquiera de I , y t la lon- 
gitud del segmento de recta variable 
PPi. Vamos a considerar a t positi- 
ve o negativo segun que P est6 de un 
lado o del otro de Pi , como aparece 
en la figura 168 . Segun esto , la va- 
riable t puede tomar todos los valores 
reales incluyendo el valor cero cuando 
P coincide con Pi. Evidentemente , 
para cada valor asignado a t , la posi- 
ci6n de P queda perfectamente defi- 



nida con respecto al punto fijo Pi. 



mm 
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Por el teorema 3 del Artfculo 110 , tenemos las relaciones 

x — xi a y — v\ z — zi 

cos a = — - — , cos p — s — — , cos y — — - — , 
z z z 

de donde 

x = xi + t cos a, y^yi + tcosfi, z = zi + tcoay. (6) 

Observando las ecuaciones (6) , vemos que, asignando un valor par- 
ticular a t , los valores de x , y y z quedan determinados . Pero estos 
son las coordenadas de un punto P de I. Se sigue por esto (Art. 89) 
que las ecuaciones (6) son las ecuaciones paramMricas de la recta I, 
siendo la variable auxiliar t el pardmetro . De aqui el siguiente 

Teorema 3 . La recta que pasa por el punto Pi (xi , yi , zi) y tiene 
los dngulos directores a, P , y , tiene por ecuaciones paramitricas 

x = xi + t cos a , y = yi + t cos P , z = z\ + t cos y , 

en donde el pardmetro t representa la longitud dirigida de Pi a un punto 
cualquiera P(x, y, z) de la recta. 

NOTA. Anotamos previamente que una recta en el espacio se represents ana- 
liticamente por dos ecuaciones independientes. Aqui observamoj que una recta 
en el espacio se representa por tees ecuaciones parametricas. Pero si eliminamos 
al parametro t entre estas tres ecuaciones, obtenemos las dos ecuaciones inde- 
pendientes usuales. 

EJEECICIOS. Orupo 57 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Las ecuaciones de una recta / son 

3x — 2(/ + 4z - 9 - y x + y-2z+5-0. 

Obtener otro par de ecuaciones para /. Comprobar el resultado hallando las co- 
ordenadas de dos puntos que esten sobre / partiendo de las ecuaciones chdas y 
demostrando entonces que estas coordenadas satisfacen al nuevo par de ecua- 
ciones. 

2. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, — 1, 4) y 
tiene por numeros directores [3, — 1, 6]. 

3. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (4, 0, 5) y es 
paralela a la recta euyos numeros directores son [1, —1, 3]. 

4. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—3. 2. 7) y es 
perpendicular al piano 2x — 3y + z = 0. 

5. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (— 2. 4, 3) y 
cuyos numeros directores son [2, 0, —3]. 

6. Una recta pasa por el punto (6, 3, — 2) y es perpendicular al piano 
4y + 7z — 9 - 0. Hallar sus ecuaciones. 
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7. Dos de los angulos ditcctores de una recta son a — 45°, (5 — 60°. Si la 
tecta pasa pot el punto (4, — 1, 4), hallense sus ecuaciones. (Dos solo- 
ciones.) 

8. Hallar las ecaaciones de la recta que pasa pot el punto (3, —1,1) y 
cotta al eje X perpendicularmente. 

9. Una tecta es perpendicular al piano XY y contiene al punto 
(3, — 4, — 14) . Hallar sus ecaaciones. 

10. Los numeros ditcctores de una recta son [0, 0, 1] y la tecta pasa pot 
el punto (—2, 1, 7). Hallar sus ecaaciones. 

En cada uno de los ejetcicios 11-16, una tecta pasa pot el punto 
Pi(.xi. i/i> zi) y tiene pot numeros directotes [a. b. c]. Hallar las ecaaciones 
de la recta cuando sus numeros ditcctores son los que se indica. Interpretar los 
resultados analitica y geomltricamente. 

11. a = 0, b/0. c/0. 14. a = 0, b = 0. c 7* 0. 

12. a j* 0, b = 0, e * 0. 16. a = 0, 6^0. c = 0. 
IS. «^0, 4^0, c=0. 16. a * 0, b = 0. c = 0. 

17. Hallar las ecaaciones de la recta que pasa pot el punto (— 7, 3, - 5) y 
es perpendicular a cada una de las dos rectas cuyos numeros ditectotes son 
[4, -2. 3] y [I, 2. -2]. 

18. Hallar las ecuaciones de la tecta que pasa pot el punto (—6, 5, 3) y 

es patalela a la tecta x + 4 _ L=-H - 2L±±. 
— 2 2 6 

19. Hallar las ecuaciones de las tecta que pasa pot el punto (3, —3,4) y 
es perpendicular a cada una de las rectas 



2x4-4 o-3 2+2 



v *-3 ^ 2 tf -7 „3-* 

'1 1 •» * 



4 - 1 5 ' 1 2 -3 

20. Hallar el angulo agudo fotmado pot las tectas 

x-\ £ 2z + 3 x + 5 m yjz 8 _ 2+a 

-7 3 -4 y 3 -2 4 ' 

21. Demostrar que si una recta esta en el piano XV, sin ser perpendicular 
ni al eje X ni al Y, y contiene al punto Pi(xi, yi, 0), sus ecuaciones pueden 

escribitse en la forma * ~ *' «■ V ~ V 1 , z — 0. (Vet el ejetcicio 21 del 
cos a cos S 

gtupo 14, Art. 37.) 

22. Hallar las ecuaciones: a) del eje X: b) del eje Y; c) del eje Z. 

En cada uno de los ejercicios 23-26, hallar las ecuaciones de la tecta que pasa 
pot los dos puntos dados. 

23. (0,0,0), (2,-1.5). 25. (1.-7.2). (1,-7.-3). 

24. (5.0.7), (5,-3,11). 26. (2. 3, -4) . (- 5. 3, -4) . 

En cada uno de los ejetcicios 27-32, hallar las ecuaciones de la tecta que pasa 
pot los puntos Pi(*i, {/i. zi) y Pa(xa, yj, za). cuando las cootdenadas 
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correspondientes dc Pi y P 2 estan relacionadas como se indica. Interpretat los 
resultados analitica y geometricamente. 

27. jfi=jfa. yi^ya. zi?*Z2. 30. jfi=jcj, 1/1=1/2. zi;*Z2. 

28. xi^xj, tfi = i/2. ziT^za- 31. xi= xi. yi?* yi. zi = z 3 . 

29. jfiT^jrj, yi^i/j, zi = zj. 32. x\^ x*, 1/1=1/2. zi = Z2. 

33. Hallar las ecuaciones parametricas de la recta que pasa por el punto 
(6, — 4, 2) y tiene por angulos directores o = 60°, (J = 135°. (Dos solu- 
ciones.) 

34. Hallar las ecuaciones parametticas de la recta que pasa por el punto 
(5, — 3, 0) y tiene por numeros directores [2, — 2, 1]. 

35. Hallar las ecuaciones parametticas de la recta que pasa por los dos pan- 
tos (1. 2, - 3) y (2. 6, 5). 

36. Demostrar que si una recta pasa por el punto Pi Oi, y t , zi) y tiene 
por numeros directores [a. b, c], sus ecuaciones parametricas pueden escribirse 
en la forma 

x = xi + at, y => yi + bl. z = z\ + ct, 

en donde r es el parimetro. iQue relacion guarda este parametro con el para- 
metro f del teorema 3. Articulo 124? 

37. Escribir las ecuaciones parametricas de una recta que est a situada: 
a) en el piano XY ; b) en el piano XZ : c) en el piano YZ. 

38. Las ecuaciones parametricas de una recta son 

x = 2 + At, . y = t - 4, z = 7 - 8f. 

Reducir estas ecuaciones a la forma simetrica. Hallar las coordenadas de dos 
puntos de la recta y construir dicha recta. 

39. Reducir la forma simetrica del teorema 1 a la forma parametrica del teo- 
rema 3, Articulo 124. 

40. Reducir la ecuaci6n de la recta que pasa por dos puntos dada en el teo- 
rema 2 a la forma parametrica del teorema 3, Articulo 124. 

125 Pianos proyectantes de una recta. Supongamos las ecua- 
ciones de una recta I dadas en la forma general 

Aix + Biy + &z + Di - , Aix + B*y + Ctz + D t = 0. (1) 

Hemos visto (Art. 123) que la recta I puede representarse tambten 
por dos pianos d if e rentes cualesquiera de la familia de un haz de 
pianos 

Aix + Biy + Ciz + Di + k(Atx + B»y + &z + Dt ) = . (2) 

Dado que hay un numero infinite de pares de pianos que definen a la 
recta I como su interseccitfn , es natural que escojamos aquellos 
pianos que sean mas utiles para nuestros prop<5sitos. Estos son 
los pianos que pasan por I y son perpendiculares a los pianos 
coordenados; llamados, apropiadamente , los pianos proyectantes de 
la recta. 
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Por el teorema 7 del Articulo 118 , un piano perpendicular a un 
piano coordenado se representa por una ecuacitfn lineal que contiene 
solamente dos variables , las variables del piano coordenado par- 
ticular. Por tanto , para obtener un piano proyectante determinado 
de la recta ( 1 ) , asignamos un valor tal al parametro k en la ecua- 
ci(5n (2) de manera que la ecuacidn resultante contenga solamente las 
dos variables deseadas . Este procedimiento consiste , evidentemente , 
en la eliminacitfn de una de las variables de las dos ecuaciones de la 
recta (1). 

Ejemplo 1. Hallai las ecuaciones de los tres pianos proyectantes de la recta 
t: Ix + 3y — z = 4, x — y + z = 4. Construir la recta por medio de estos 
pianos proyectantes. 



8x+2y= 




Fig. 169 

SoltlCion. Para eliminai la variable z basta sumar las ecuaciones dadas. 
Esto nos da 

3* + ly - 8, (3) 

que es la ecuacion del piano proyectante de la recta dada sobre el piano XV. 

La variable y pucde eliminarse multiplicando la segunda ccuaci6n de la recta 
por 3 y sumandola a la primera ccuaci6n. Esto nos da 

5x + 2z - 16, (4) 

que es la ecuaci6n del piano proyectante sobra el piano XZ. 
Analogamente, eliminando la variable x, obtenemos 

5</ - 3z + 4 - 0, (5) 

para ecuacion del piano proyectante sobre el piano YZ. 
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Dos cualesquiera de los tres pianos proyectantes son suficientes para determi- 
nar la recta /. Usemos, por ejemplo, los pianos proyectantes (3) y (4) para 
construir la recta /, tal como se ve en la figura 169. Dos de los pantos de /, 
Pi 7 Pi, determinados por estos pianos, estan sobre los pianos coordenados; 
estos puntos se Hainan puntos de penetration o trazas'dt la recta /. 

El metodo para localizar cualquier punto P de la recta / tambien esta indi- 
cado en la figura 169. Esto se logra haciendo pasar an piano 6 paralelo al pia- 
no YZ. El piano 6 corta a los pianos proyectantes en dos rectas, h y /a; el 
punto P es entonces el punto de interseccion de h y It- Este metodo es de con- 
siderable importancia para localizar cualquier punto sobre una curva del espa- 
cio; sera considerado mas adelante en el Capitulo XVII. 

Las ecuaciones de dos de los pianos proyectantes de la recta ( 1 ) 
pueden escribirse en la forma 

y = mx + b,\ .g. 

2 = nx + c . / 

Se les llama forma proyeccidn de las ecuaciones de una recta . Esta 
forma es util para ciertos tipos de problemas ; el siguiente ejemplo es 
una ilustracidn de esto . 

Supongamos que las ecuaciones de una recta I se nos dan en la 
forma general ( 1 ) . Queremos demostrar que I esta en un piano par- 
ticular cuya ecuaci6n puede escribirse en la forma 

A 3 x + B 3 y+Csz + Ds = 0. (7) 

Un metodo , por supuesto , es obtener las coordenadas de dos de los 
puntos de I y demostrar que satisfacen a la ecuacidn (7) . Un segundo 
metodo consiste en demostrar que I es perpendicular a la normal al 
piano (7) y que uno de sus puntos esta sobre ese piano. Un tercer 
metodo consiste en demostrar que la ecuacidn (7) se convierte en una 
identidad en x cuando y y 2 son reemplazadas por sus valores dedu- 
cidos de la forma proyeccidn (6) de I. Un cuarto metodo es demos- 
trar que el piano (7) es un miembro de la familia de pianos (2) . En el 
siguiente ejemplo vamos a aplicar el tercer m&odo . 

Ejemplo 2. Demostrar que la recta 

3x + 4y - 2z + 7 - 0, x - y - 3z + 3 = 0, (8) 

est! contenida en el piano 

x + by + 4z + 1 = 0. (9) 

Soluci6n. Eliminando las variables z y y sucesivamente de las ecuacio- 
nes (8) , hallamos que las ecuaciones de la recta en funcion de los pianos pro- 
yectantes (forma proyeccidn) son 

1 _^5_ = ±*_i_il 

y " 2 X 14 Z 14 ' 
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Susiituyendo estos valores de y y z en la ecuacidn (9) , obtenemos 
*-3*--£. + 2*+^ 8 -+l=0. 

una identidad para todos los valores de x. Esto mnestra que las coordenadas de 
todos los puntos de la recta (8) satisfaccn a la ecuacidn (9) del piano. 

Los pianos proyectantes de una recta son una simple ilustraci<5n de 
un concepto importante en el estudio y construccidn de las curvas 
generales en el espacio . Este tema sera considerado mas ampliamente 
en el Capitulo XVII . 

126. Reducci6n de la forma general a la forma simetrica. Esclaro 
que la forma simetrica de las ecuaciones de una recta es , frecuente- 
mente , mas conveniente que la forma general . Por ejemplo , dada 
una recta , por su forma simetrica , es posible obtener inmediatamente 
los numeros directores de la recta y las oordenadas de uno de sus 
puntos. Ademas, la forma sime'trica da tambien, inmediatamente, 
las ecuaciones de los pianos proyectantes ; dada la forma general , es 
necesario , casi siempre , eliminar una o mas variables . Por esto , 
vamos a cod side rar ahora el problema de reducir la forma general a la 
forma simetrica . Este m6todo quedara mejor explicado por medio de 
un ejemplo . 

Ejemplo 1. Las ecuaciones de una lecta son 

* + 3i/-z-4 = 0. 2x-y+z+b = (1) 

Hallat la forma simetrica. 

Soluci6n. Del sistema (1), despejando x en funcidn de y se obtiene 

x ~^T' 

y despejando x en funci6n de z, resulta 

„ _ 2z + 14 
-7 ' 
Igualando estos resultados, tenemos 

„_ 2(/ + 2 2z+ 14 
-3 -7 ' 

Como en la forma simetrica los coeficientes de las variables deben ser unitarios 
y positivos, vamos a escribir estas ecuaciones en la forma 

- - y + * _ z + 7 

o, para mayor claridad, en la forma 

£_ y+ 1 z +7 
2 " -3 -7 ' 
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La forma simc'trica muestra que los numeros directores de la recta (1) son 
[2, — 3, — 7] y que el punto (0, — 1, — 7) esta sobre ella. 

Se pueden obtener formas simetricas de la tecta (1) despejando y en funcion 
de x y z, o z en funcion de x y </. En cada caso se obtendran los mismos nu- 
meros directores, pero las coordenadas del punto seran diferentes. 

La reduccion puede efectuarse tambien hallando las coordenadas dedos pun- 
tos de la recta (1) y aplicando la formula de las ecuaciones de la recta que pasa 
por los dos puntos. 

Cuando se necesita obtener solamente los numeros directores de una 
recta partiendo de su forma general, es convenient* emplear el artificio 
de los numeros directores (Art. 113). Esto se ilustra en el siguiente 
ejemplo . 



Ejemplo 2. Oemostrar que la recta 

x - y + 2z - 8 = 0, x + 2y + 8z - 20 - 0. 

es paralela al piano 

3* -2i/ + 8z -5 -0. 



(2) 



(3) 



- 1 2 




- 12. 


2 1 


- —6. 


1 


- 1 


2 8 






8 1 




1 


2 



Soluci6n. Como la recta (2) esta en cada uno de los pianos que la definen, 
es perpendicular a cada una de las normales de estos pianos. Los numeros direc- 
tores de estas normales son [I. — 1, 2] y [1, 2, 8]. Por tanto, por el artifi- 
cio de los numeros directores, los numeros directores de la recta (2) son 



-3. 



o sea [4, 2, — 1 ] . Los numeros directores de la normal al piano (3) son 
[3, —2, 8]. Entonces, como 

4.3 +2 (-2)- 1 .8 = 0, 

se sigue que la recta (2) es perpendicular a la normal al piano (3) y, por tanto, 
es paralela al piano. 
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Dibujar una fig~ura para cada ejercicio. 

En cada uno de los ejercicios 1-5, hallar los pianos proyectantes de la recta 
cuyas ecuaciones se dan. Usense estos pianos proyectantes para construir la recta. 

1. x + (/ + z=6, 3jc — y — z *• 2. 

2. 2x - y + Ax = 8, x + ly - 5z = 9. 

3. 3x + 2i/ - z - 4, 4x - y + 7z - 14. 

4. x — y — z •■ 2, 3jc + 2y + z «» 6. 

5. 4x + ly - 2z - 12, x - 5y + lOz = 5. 
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6. Las ccuacioncs dc una recta son 

4x + 2y - 3z + 8 = 0. Ix - y + Iz - 11 = 0. 

Hallahdo las coordenadas dc dos de los pantos de esta recta, demuestrese que esta 
en el piano Ix + 7y — 12z + 49 = 0. 

7. Las ccuacioncs de ana recta son 

x - Ay + 5z - 3 - 0, x + 3y - 3z + 2 - 0. 

Poniendo estas ecuaciones en funcion de los pianos proyectantes, demuestrese 
que esta recta esta en el piano "ix + ly — z + 1 = 0. 

8. Las ccuacioncs de una recta son 

5x-4yA-2z -9 = 0, Ix + y + Iz - 4 - 0. 

Emplcando el haz de pianos que tiene a esta recta por eje, demuestrese que esta 
en el piano x — by — 2z — 1 «■ 0. 

9. Demostrar que la recta x "*" = -^-^ — >- z T • e s t i en el piano 

4-12 

x -ly - 'iz - 8 = 0. 

10. Las ecuaciones de una recta I son 

Ax - ly + 7z - 2 - 0. 3x + y - z + 4 = 0, 

y la ecuacidn de un piano 8 es 6jc — 8y + 23z — 14 = 0. Obtener las ecuaciones 
parametricas de / y sustituir estos valores de x, y y z en la ecuacion de 6. 
Demostrar que la ccuaci6n resultante es una identidad en el parametro f y, por 
tanto, que / esta en b. 

11. Demostrar que la recta 7x — y — z + 8 = 0. 3* + 5y — Iz — 3 = 0, 
esta en el piano 5.x — 17 y + 4z + 25 = empleando las ecuaciones parametricas 
de la recta. 

12. Si una recta es paralela a uno de los pianos coordenados, demuestrese 
que tiene solamente dos pianos proyectantes diferentes. 

13. Hallar la ecuacion del piano determinado por la recta 

Ix + ly - z + 3 » 0. x-y + lz+l"Q, 

j el punto (3, — 1, 2) . 

11. Hallar la ecuacion del piano determinado por la recta 

x +4 ^ y - 1 3z -2 
2 " - 1 b 

y el punto (2, 0. - 4) . 

15. Las ecuaciones de una recta son 

4x + 3y - z - 1 1 - 0. x - 3y + 2z + 1 = 0. 

Hallar las coordenadas de cada uno de sus puntos de penetraci6n o trazas en los 
pianos coordenados. 

En cada uno de los ejercicios 16 y 17, reduzcase la forma general dada a una 
forma simetrica de las ecuaciones de la recta. 

16. x - y + 3z - 4. Ix + y + Iz - 12. 

17. 9* + 2(/ - 3z - 18. x -ly -5z - 15. 
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18. Demostiar que la recta x + 3y + z + 9 » 0, 4x + 1y - Iz + 12 = 0, 
f« paialela al piano 2x — 3y — 4z + 6 =« 0. 

19. Demostrar que la recta * — 2y — z + 7 >• 0, 2jc — lOy + z + 5 — 0, 
eg perpendicular al piano 4x + y + 2z — 5 = 0. 

20. Demostrar que las rectas 2x + y + z — 0, * — 4y + 2z + 12 = 0, y 

eL + Z - 2l+A = iz_l son paralelas. 
2 - 3 3 

21. Demostrar que las rectas 2x + y — 2z + 10 — 0, (/ + 2z — 4 — 0, y 

ZJL s* JLZ — = £_X — son perpendiculares. 
4 — 3 2 

22. Hallar el angulo obtuso que forman las rectas * "*" — = y . = z ~ 

4—2-3 

y x + y - 2z + U " 0. 2*-{/ + z-9«0. 

23. Demostrar que las rectas bx + 5y + 5z — 0, * + y + 2z — 1 — 0, y 
7x + by + 7z - 2 - 0, 7x + 2y - 21z - 86 - 0. son paralelas. 

24. Demostrar que las rectas 4x + y — z + 15 = 0, x — y — z + 5 = 0, y 
2x + y + z + l' m 0. x — y + 2z — 7 «• 0, son perpendiculares. 

25. Hallar el angulo agudo formado por las rectas 2x + y — 4z — 2 = 0, 
4* - 3j/ + 2z - 4 = 0, yx + Jy + z + l-O, jc + y-z-1-0. 

127. Posiciones de una recta y un piano. En este articulo consi- 
deraremos primero las posiciones que pueden ocupar una recta I cuyos 
numeros directores son [a, b , c] y un piano 8 cuya ecuacitin es 
Ax + By + Cz+D = 0. 

La recta I y el piano 8 son paralelos si y solamente si I es per- 
pendicular a la normal a 8 . Por tanto , por el corolario 2 del teore- 
ma 7, Articulo 112, una condicitin necesaria y suficiente para el 
paralelismo de I y 8 esta dada por la relacitin 

Aa + Bb + Cc = 0. (1) 

La recta I y el piano 5 son perpendiculares entre si si y solamente 
si I es normal a 8 . Por tanto , por el corolario 1 del teorema 7 , Ar- 
ticulo 112 , una condition necesaria y suficiente para la perpendicula- 
ridad de I y 8 esta dada por las relaciones 

A - ka, B =kb, C - kc , (2) 

en donde k es una constante diferente de cero . 

Un resumen de estos resultados lo expone el siguiente 

Teorema 4 . La condici&n necesaria y suficiente para que la recta 
cuyos numeros directores son [a, b, c] y el piano cuya ecuacidn es 
Ax + By + Cz + D - , 

a) sean paralelos, es Aa + Bb + Cc = ; 

b) sean perpendiculares, A = ka , B = kb , C = kc , (kj^O). 
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Vamos a considerar ahora el caso (fig. 170) en que la recta I no 
es ni paralela ni perpendicular al piano 8. Sea I' la proyeccuSn de I 
sobre 8 . El angulo formado por la recta I y el piano 8 se define 
como el angulo agudo <£ formado por la recta I y su proyecci6n I' 
sobre 8 . Sea n la normal a 8 en P , punto de intersecci6n de I y 8 . 
Entonces las rectas n , I y I' estan en un mismo piano y el angulo <t> 




**Y 



Fig. 170 



es el complemento de , el angulo agudo formado por n y I . Pero , 
por el teorema 7 del Articulo 112 , el angulo agudo esta determi- 
nado por la relaci6n 

\Aa + Bb + Cc\ 



cos 6 = 



Vi'+B' + C'Va' + li' + f 1 ' 



Por tanto , como cos — sen (90° — 6 ) = sen <£ , se sigue que sen <f> 
esta determinado por el segundo miembro de la ecuacion (3 ) . De aqui 
el siguiente 

Teorema 5. El dngulo <f> formado por la recta cuyos wumeros 
directores son [ a , b , c ] y el piano Ax + By + Cz + D = es el 
dngulo agudo determinado por la fdrmula 



sen <t> = 



Aa 4- Bb 4- Cc I 



VA' + B' + CV a* •+ b* + c* 



NOTA. El teorema 4 puede obtenerse directamente del teorema 5. Esta 
deduccion se deja como ejercicio al estndiante. (Ver los ejercicios 3 y 4 del 
grupo 59 al final de este capitulo. ) 

Ahora vamos a considerar la determinaci6n de la distancia d 
(fig. 171) de un punto dado Pi a una recta dada I en el espacio. 
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Por el punto Pi hagamos pasar un piano 5 perpendicular a I y sea 
P' el punto de interseoci6n . Entonces la longitud del segmento P'Pi 
es la distancia buscada d . Vamos a ilustrar el procedimiento con un 
ejemplo num£rico . 



Z 



o 




z 



o 




■+Y 



Fig. 171 



Fig. 172 



Ejemplo 1. Hallar la distancia del punto Pi (6. — 3, 3) a la recta I: 

2x + 2y + z-0. 4x — y - 3z - 15 = 0. 

Soluci6n. Por el artificio de los numeros directores (Art. 113) hallamcs 
que lo* numeros diiectoies de ( son [1, — 2, 2]. Por tanto, la ecuaci6n del 
piano 6 que pasa poi Pi (6, — 3, 3) y es perpendicular a 1 es 



o sea. 



l(x-6)-2(s, + 3)+2( z -3) = 0, 
x - ly + Iz - 18 = 0. 



Las coordenadas del punto P', interseccion de / y 6, son la solucion comun 
(4, —5, 2) de las ecuaciones de I y 5. Por tanto, la distancia buscada es 



d = | P'Pi | = V'(6-4)» + (-3 + 5)>+(3 -I) 1 ' 



3. 



La distancia entre dos rectas paralelas puede hallarse como la 
distancia de cualquier punto de una de las rectas a la otra recta . 

Se demuestra en Geometrfa elemental que dadas dos rectas que se 
cruzan puede trazarse una y solamente una perpendicular comun , 
y que esta perpendicular es la distancia mas corta que existe entre las 
dos rectas. Vamos a determinar esta distancia. Sean h y h (figu- 
ra 172) dos rectas cruzadas cualesquiera , y AB su perpendicular 
comun. Por h hagamos pasar un piano 5 paralelo a Zi. Sea Pi un 
punto cualquiera de h. Entonces la distancia de Pi a 6 es la distan- 
cia buscada d = \ AB \ . Evidentemente , d es tambien la distancia 
entre el piano 6 y el piano que pasando por 22 es paralelo ah. 
Vamos a ilustrar la determinaci6n de d por un ejemplo num£rico . 

Lehman* — 26* 



386 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 

EJemplo 2. Hallar la distancia mas corta entrc lasdos rectas cruzadas 

/,: 2x-y + z+3=0, x + y +2z + 3 =>0; 

y h: x - y - z - 1 = 0, 3x - z - 7 = 0. 

Soluci6n. Por el Articulo 121, la familia de pianos que pasan pot h es 

2x - y + z + 3 + k (x + y + 2z + 3) = 0. (4) 

Pot el attificio de los numeros directores (Att. 113) , los numeros ditectotes de 
la son [1, — 2, 3]. Pot tanto, pot el teorema 4 anterior, pata que un piano 
de la familia (4) sea paralelo a h debemos tenet 

1 (2 + k) - 2 (- 1 4- k) + 3 (1 + 2k) = 0, 

de donde, k = — %. Sustituyendo este valor de k en la ecuaci6n (4) , obtene- 
mos que la ecuacion del piano que pasa por h J es paralelo a h. es 

x - 4y - 3z - 2 = 0. (5) 

Las coordenadas de an panto Pi de h son (0, 6, — 7) . La distancia buscada d 
es la distancia de Pj al piano (5) . Poi el teorema 11 del Articulo 120, esta dis- 
tancia es 

|0-4.6-3 (-7) -2| 5 ,_ 

d ^rV26. 

V 1 + 4> + 3» 2b 

EJEECICIOS. Grupo 59 

Dibujat ana figura para cada ejeicicio. 

1. Hallar el angulo que forman la recta * J" = — ^— = z ~ y el pia- 
no 2x +3y - z + 11 -0. 

2. Hallar el angulo formado por la recta 

x-2y+z+4 = 0. * +2(/ + 3z -4-0, 

y el piano Jx - 7y + 8z - 9 = 0. 

3. Partiendo del teorema 5, obtener la condici6n para el paralelismo de 
una recta y un piano, dada por el teorema 4 del Atticulo 127. (Ver el corola- 
tio 2 del teotema 7, Art. 112.) 

4. Pattiendo del teorema 5, obtener la condici6n pata la perpendicnlaridad 
de una recta y un piano, dada por el teorema 4 del Articdlo 127. (Ver el coro- 
lario 1 del teorema 7, Art. 112.) 

6. Hallar la distancia del punto (— 1, 2, 3) a la recta 

x -7 _ i/ + 3 _z 
6 - 2 = 3' 

6. Hallar la distancia del pun to (7, 7, 4) a la recta 

bx + 2y + z - 4 = 0, bx - y - 2z - 10 - 0. 
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7. Demostrar que las rectas 

jc-2 _ !/ -2 _ r 8-z x-1 tt 2-(/ _ z+3 
i 4 = 4 7 3 *" -4 " — 4 

son paralclas, y hallar la distancia entte ellas. 

8. Demostrar que las rectas x + 7y — z — 16 — 0, jc— j/ + z — 4 = 0, y 
x + lit/ — 2z = 0, jc — 5y + 2z — 4 = 0, son paralclas, y hallar la distancia 
entre ellas. 

9. Hallar la distancia mas corta entte las dos rectas que se cruzan 

x - 1 = y + 2 z - 3 jc +2 [/ - 2 z + 1 
2 1 *" 1 ■■ — 3*" 1 = 2" 

10. Hallar la distancia mas corta entre las dos rectas cruzadas 

* + y + 2z - 1 = 0, * - 2g - z - 1 - 0. 
y 2*-y + z-3-0, x + y+z-l=Q. 

11. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (3, — 1, 7) y es 

perpendicular a la recta x = — H-E = —. 

* - 3 - 1 2 

12. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto (2, 4, — 1) y es 
paralelo a cada una de las rectas 

* _ S/-3 _ z+2 x - 1 y + 2 z -7 

1 -4 2 y 3 ~ 1 = - 1 ' 

13. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (7, — 2, 9) y es 
perpendicular a cada una de las rectas 

x — 2 _ y __ z + 3 x + 4 _ t/ — 2 _ z 

2 -2 = 3 7 1 5 -2' 

14. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (5, 0, — 3) y es 
paralela a la recta * + fe = JL±1 = 4 ~ 3z . 

15. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (6, 4, — 2) y es 
paralela a cada uno de los pianos x -{■ 2y — 3z + 8 = y 2x - (/ + z — 7 = 0. 

16. Hallar la ecuaci6n del piano que pasa por la recta * J" = y ~ — — 

2 — 3 4 

y es paralelo a la recta * ~ ' = -JL- = z 1" 7 . 

17. Hallar la ecuacion del piano determinado por la recta 

x_ y — 6 z + 3 
1 2 - 1 

y el punto (4, —3,2). 

18. Demostrar que la recta x ~ «= y "* = — ^— ^ y el piano 

o — b 3 

2jc - 3y +6z +3 =0 
son paralelos y determinar la distancia que bay entre ellos. 
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19. Demostiai que lag icctas 

x + 1 y z -1 x -3 3 - 2y 1 - 2 

2 = - 1 *" 4 7 2" 2 -4 

son paialelas. y ballai la ecnacion del piano deteiminado por ellas. 

20. Demostrar que las icctas 

x - 1 y - 4 z - 5 x - 2 y - 8 z - 11 

2 " 1 ~ 2 y — 1 "" 3 " 4 

se coitan. y ballai la ecaaci6n del piano deteiminado por ellas. 

21. Demostrar, analiticamente, qne si dos pianos paialelos son coitados 
poi an teicei piano, las icctas de inteisecci6n son paialelas. 

22. Hallai la ecuaci6n del piano que pasa poi el panto (6, — 1, 3) y es 
perpendicular a la tecta lx + ly + z — 4 — 0, x — 3y + 4z + 2 — 0. 

23. Hallai la ecoaci6n del piano que pasa poi el panto (2, 2, — 4) y es 
paialelo a cada una de las rectas x + y — z + 11 — 0, x — y +lz — 7 — 0, y 
lx - 3y - 2z + 8 - 0, x + ly + z - 9 - 0. 

24. Hallai las ecaaciones de la recta que pasa poi el panto (5, 1, — 1) y es 
paialela a cada uno de los pianos 3x — y + 2z — 5 — y 2x + ly — 3z + 9 — 0. 

25. Hallai las ecaaciones de la iccta que pasa poi el panto (1, 6, — J) y es 
perpendicular a cada una de las icctas 3x — ly+3z +9 — 0, jc + y — 2z + 13 «0, 
y lx + ly - 5z + 10 - 0, x - y — z + 3 - 0. 

28. Hallai la ecuaci6n del piano deteiminado poi la recta 

2x-tf-z+8-0, x +by - 2z - 7 - 0, 

y el panto (1, — 2, 2). 

27. Hallai la ecuaci6n del piano qne pasa poi la iccta 

5x -3y + 2z + 1 - 0, x +3y - z + 11 - 0, 
y es paialelo a la iccta de ecaaciones 

x + 4y - 3z - 2 - 0, 3jc - (/ + 4z - 9 - 0. 

28. Demostiai que la iccta 

3* - (/ - z + 1 - 0, 7jc - 2(/ - 3z + 3 - 0, 

y el piano * + y— 3z + 8-0 son paialelos, y ballai la distancia que hay 
entie ellos. 

29. Demostiai que las icctas x — ly + 2z — 4 — 0, x + Ay + 8z + 8 — 0, 
y x + y + Sz — 5 - 0, x + 8y + Viz - 12 = 0, son paialelas, y hallai la 
ecuaci6n del piano que deteiminan. 

30. Deteiminai la distancia d del piano 8: 3x — My + 4z — 3 = al 
" panto Pi (3, —1, 2) por el siguiente procedimiento. Hallense las cooidenadas 

del punto J", pie de la perpendicular tiazada de Pi a 6. Luego deteiminese d 
como la longitud del segmento P' Pi. 



CAPITULO XVI 

SUPERFICIES 

128. Introducci6n. El present* capftulo lo dedicaremos al estudio 
de la ecuaci6n rectangular en tres variables , 

JP(* f y,*)-0. (1) 

En primer lugar vamos a extender al espacio tridimensional algunos de 
los conceptos fundamentals relativos a la ecuaci6n 

/(*, »)-0, 

como representation analitica de un lugar geom&rico , estudiados en 
el Capltulo II . 

Vimos en en el Capftulo XIV que todo piano se represents, analfti- 
oamente por una {mica ecuaci6n lineal de la forma 

Ax + By + Cz + D = 0. 

De una manera mas general , veremos que , si existe una representa- 
ci6n analitica de una figura geom6trica considerada por nosotros como 
una superficie, tal representacidn consistira en una unica ecuacion 
rectangular de la forma ( 1 ) . Por ejemplo , se puede demostrar facil- 
mente , por medio de la f6rmula de la distancia entre dos puntos (teo- 
rema 1 , Art. 108) , que la superficie esf6rica de radio r y con centra 
en el origen se representa , analfticamente , por la ecuacion 

s' + y' + z'-r'. 

De acuerdo con lo anterior , vamos a establecer la siguiente 

Definici6n . Se llama superficie al con junto de puntos , y tola- 

mente de aquellos puntos , cuyas coordenadas satisfacen una sola ecua- 

ci6n de la forma ( 1 ) . 

El lector debe notar cuidadosamente lo que implica esta definicidn . 

Como de ordinario , las coordenadas de un punto estan restringidas a 
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valores reales . La definicidn establece que , si una ecuacidn de la 
forma ( 1 ) representa un lugar geometrico , ese lugar geometrico es 
una superficie. Y reciprocamente , si una superficie puede represen- 
tarse analfticamente , tal representaci6n es una sola ecuacidn de la 
forma ( 1 ) . 

Aunquc la ccuaci6n (1) conticnc tres variables, la ccuaci6n de una superficie 
puede contcner solamente una o dos variables. Por ejemplo, vimos anterior- 
men te que una ecuacion de la forma x — k. en que k es una constante cualquie- 
ra, representa un piano paralelo al piano YZ. Ademas, veremos mas adelante 
que una tcuaci6n de la forma 

* 3 + y 2 - 4, (2) 

considerada en el espacio, representa un cilindro circular recto. Al trabajar en 
tres dimensiones. el lector debe cuidarse de referirse a la ecuacion (2) como una 
circunferencia. Con el fin de evitar tal ambiguedad, generalmente es mejor 
referirse a la ecuacion (2) como a "la superficie x 2 + y 2 = 4'' o "el cilin- 
dro x 2 + y* = 4' '. 

Toda ecuacion de la forma (1) no representa necesariamente una superficie. 
Por ejemplo, la ecuacion 

x 3 + y 2 + 4z 2 + 7 = 

tiene un numero infinito de soluciones o ternas de valores para x. y y z. Pero 
en ninguna de las ternas son reales los tres valores. Por tanto. en nuestra Geo- 
metria real, decimos que esta ecuacion no representa ningdn lugar geometrico- 
Podemos anotar tambien que la ecuacion 

jc 3 + y 3 + 4z» = 

tiene solamente una soluci6n real, que es x = y = z = 0, y, por tanto, su lu- 
gar geometrico esta constituido por un solo punto, el origen. 

129. Discusi6n de la ecuaci6n de una superficie. En la construc- 
cidn de curvas planas ( Art . 19 ) , vimos que era particularmente ven- 
tajoso discutir la ecuacidn de una curva antes de trazar su grafica 
correspondiente . Analogamente , es ventajoso discutir la ecuacidn de 
una superficie antes de construirla. Ljmitaremos nuestra discusidn a 
los cinco pasos siguientes : 

1 . Intercepciones con los ejes coordenados . 

2 . Trazas sobre los pianos coordenados . 

3 . Simetria con respecto a los pianos coordenados , ejes coorde- 
nados y al origen . 

4 . Secciones por pianos paralelosa los pianos coordenados. 

5 . Extensi6n de la superficie . 

Los dos primeros pasos fueron definidos y discutidos en el Articu- 
lo 116. Por tanto , dedicaremos el resto de este articulo a una discu- 
si6n de los tres pasos restantes . 
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En el Articulo 16 dimos las definiciones para la simetria de una 
curva con respecto a una recta y con respecto a un punto . Estas defi- 
niciones no cambian cuando la palabra ' ' curva ' ' es reemplazada por 
la palabra ' ' superficie ' ' . Queda por defininir la simetria con respecto 
a un piano . 

Definici6n . Se dice que dos puntos diferentes son similricos con 
respecto a un piano si y solamente si el piano es perpendicular al seg- 
mento que los une en su punto medio . 

Asi, los puntos Pi y Pi (fig. 173) son simStricos con respecto al 
piano 8 siempre que el piano sea perpendicu- 
lar al segmento P1P2 en su punto medio . El 
piano 5 se llama piano de simetria . 

Definici6n. Se dice que una superficie 
es similrica con respecto a un piano de sime- 
tria 8 si el sim6trico de cada punto de la su- 
perficie , respecto al piano 8 , es tambiSn un 
punto de la superficie . 

Las pruebas para determinar la simetria de 
una superficie a partir de su ecuaci6n pueden 
obtenerse por los mismos mStodos empleados para deducir las pruebas 
analogas para las curvas planas (Art. 16). De acuerdo con esto , el 
estudiante debe verificar los resultados dados en la siguiente tabla . 



Pi 



Pt 



Fig. 173 



Si la ecuacion de la 


superficie 


La superficie 


no se altera 


cuando 


las 


varia- 


es simetrica 


bles x, y y 


z son reem 


plaza- 


con 


das pot 






respecto al 


— X, 


</. z 






piano YZ 


X, 


- y, z 






piano XZ 


X, 


y, - z 






piano XY 


— X, 


- y- z 






eje Z 


— X, 


y. — z 






eje Y 


X, 


- y. - 


z 




eje X 


— X, 


- y. - 


z 




origen 



Los tres siguientes teoremas constituyen un resumen de estos resul- 
tados . 



Teorema 1 . Si la ecuacion de una superficie no se altera cuando se 
cambia el signo de unu de las variables, la superficie es simitrica con 
respecto al piano coordenado a partir del cual se mide esa variable, y 
reciprocamente . 
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Teohema 2. Si la ecuacidn de una super fide no se altera cuando se 
les cambia el signo a dos de sus variables, la superficie es simitrica con 
respecto al eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable cuyo signo 
no se cambid, y reciprocamente . 

Teohema 3 . Si la ecuacidn de una superficie no se altera cuando 
sus tres variables cambian de signo, la superficie es simitrica con respecto 
al origen, y reciprocamente. 

Supongamos que la ecuacj6n de una superficie es 

F(x,y,z) = 0. (1) 

Se puede obtener una buena idea de la forma de esta superficie estu- 
diando la naturaleza de sus secciones planas . Tales secciones pueden 
determinarse convenientemente cortando la superficie por una serie de 
pianos paralelos a los pianos coordenados . Por ejemplo , los pianos 
paralelos al piano XY pertenecen a la familia cuya ecuacidn es z = k , 
en donde k es una constants arbitraria o parametro . Entonces , de la 
ecuacidn ( 1 ) , tenemos que 

F(x,y, k) = Q, z = fc, (2) 

son las ecuaciones de la curva de interseccidn del piano con la superfi- 
cie , correspondiendo a cada valor asignado a k una curva determina- 
da. Y como la curva (2) esta en el piano z — k , puede determinarse 
su naturaleza por los m£todos de la Geometrla analitica plana . 

£1 concepto de la extension de una superficie es analogo al de 
la extensidn de una curva plana ya estudiado en el Articulo 17. 
Si se da la ecuacidn de una superficie en la forma ( 1 ) , se puede 
ver de despejar una de las variables en funcidn de las otras dos. 
Si , por ejemplo , despejamos z en funcidn de x y y podemos 
escribir la ecuacidn en la forma 

« = /(*, y). (3) 

Una ecuacidn en la forma explicita (3) nos permite obtener los inter- 
vals de variacidn de los valores reales que las variables pueden tomar . 
Esta informacidn es titil para determinar la localizacidn general de la 
superficie en el espacio coordenado ; tambien indica si la superficie es 
cerrada o indefinida en extensidn . 

130. Constraccldn de una superficie. En este articulo vamos a 
ilustrar la discusidn de la ecuacidn de una superficie y la construccidn 
de la misma mediante varios ejemplos. 



SUPERFICIES 



393 



Ejemplo 1. Discutit la supcificic cuya ecuaci6n es 

x* + y* - 4z - 0. 



(1) 



Construir la supcificic. 

Soluciftn. 1. Intetcepciones. Las unicas intercepciones con los ejes coor- 
denados estan dadas por el origen. 

2. Ttazas. La ttaza sobre el piano XY es un solo panto, el origen. La 
traza sobte el piano XZ es la parabola x* = 4z, y = 0. La traza sobre el pia- 
no YZ es la parabola y 2 = 4z. x = 0. 

3. Simetcia. La superficie es simetrica con respecto al piano YZ. al pia- 
no XZ y al eje Z. 

4. Secciones. Los pianos z = ft cortan a la supcrficic (5) en las curvas 

x 2 + y 2 = 4ft, z - ft, 

que constituye una familia dc circunferencias, para todos los valores de ft > 0. 
Los pianos y — ft cortan a la superfine (1) en las parabolas 

x* = 4 I z — -7-). !/ ■ ft: 

y los pianos * = ft cortan a la snperficie (1) en las parabolas 

" , = 4 ( z 't)' x ~ k - 

5. Extension. La ecuaci6n (1) muestra que las variables x y y pueden 
tomar todos los valores reales. pero la variable z esta restringida a valores posi- 
tivos. Por tanto, ninguna parte de la superficie aparece abajo del piano XV, 
sino que se extiende indefinidamente hacia arriba del piano XY. 

En la figura 174 se ha trazado una parte de la superficie. Todas las secciones 
paralelas al piano XY son circunferencias cuyo radio crece a medida que se alejan 
del piano XV. La parte que esta en el 
primer octante aparece en linea gruesa. 
Esta superficie se llama paraboloide de 
reoolucidn. 

Ejemplo 2. Discutir la superficie 
cuya ecuacion es 



+ z - 2 - 0. 



(2) 



Construir la superficie. 

Soluci6n. 1. Intetcepciones. Las 
intetcepciones con el eje X son ± %/ 2 . 
Con el eje Y no hay intercepcidn. La 
intercepcion con el eje Z es 2. 

2. Tcazas. Las trazas sobre el pia- 
no XY son las rectas x - VT, z » 0, 
y jt = — V 2 , z — 0. La traza sobre 
el piano XZ es la parabola x* — — (z — 2) , y •* 0. 
no YZ es la recta z — 2, x — 0. 




Fig. 174 

La traza sobre el pla- 



394 



GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 



3. Simetria. La supeificie es simetrica con respecto al piano YZ. 

4. Secciones. Si cortamos la supeificie (2) poi los pianos z = k se obtie- 

nen las rectas x = =±= V 2 — ft, z = ft, siempre que ft < 2. Los pianos y = k 
cortan a la superficie en las parabolas x 2 = — (z — 2) , y = k. Los pianos 
jc = ft cortan a la superficie en las rectas z = 2 — k 2 , x — k. 

5. £jcfensi'6n. Por la ecuacion (2) vemos que no hay restricciones para 
los valores que x y y pueden tomar. Pero la variable z no puede tomar valores 
mayores de 2. Por tanto. la superficie esta en su totalidad abajo o en el piano 
z = 2 y es indefinida en extension. 




Fig. 175 

En la figura 175 aparece una parte de la superficie. Dicha superficie es, evi- 
dentemente. un cilindro cuyas generatrices son paralelas al eje Y y cuyas seccio- 
nes paralelas al piano XZ son parabolas congruentes. En vista de esta ultima 
propiedad, la superficie se llama cilindro parabolico. 
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En cada uno de los ejercicios 1-24, estudiar y trazar la superficie cuya 
ecuacion se da. 



1. 

2. 

3. 

4,. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 



x 1 + y 1 + z 2 = 4. 
4x 2 + 4t/ 2 + z 2 = 4. 



+ y 2 = 25. 



x 2 + y 2 



9z 3 = 9. 



9* 2 - 4t/ 2 - 4z a - 36 
xi + 4 Z 2 = 16. 

y 2 -z 3 =25. 
x 3 + z 3 - 9« = 0. 
x z + y 2 - z 2 = 0. 
t/ 2 - 4jc = 0. 



12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 



y 2 + z 2 = 9. 

9* a + 36t/ 2 + 16z 2 = 144. 
9* 2 - 4t/ 2 + 3z 2 - 36. 
3jc 2 - by 2 + 2z 3 = 6. 
y 2 - 4z + 4 = 0. 
x 2 - 4jc + ly + 12 = 0. 
3x 2 + z 3 - 12jc - by + 12 - 0. 



4y* + z 2 = 0. 



r 2 - 



2y 3 



ST — X' 



-2z 2 + 2x = 1. 
0. 



2 + t/ 2 + z 2 + 2* - 4z + 1 =0. 

22. z 2 + 4jc - 4z = 4. 

23. jc 2 - 3t/ 2 - 4z 2 - 0. 

24. x 2 - y 2 - 2z = 0. 
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25. Explicar como se deducen los teoremas 1, 2 y 3 del Articulo 129. 

26. Demostrar que si una superficie es simetrica con respecto a dos de los 
pianos coordenados tambien lo es con respecto al eje coordenado contenido en 
ambos pianos. 

27. Demostrar que si una superficie es simetrica con respecto a cada uno de 
los pianos coordenados tambien lo es con respecto al origen. 

28. Por medio de un ejemplo, demostrar que el reciproco del teorema del 
ejercicio 27, no es necesariamente verdadero. 

29. Demostrar que si una superficie es simetrica con respecto a cualquiera de 
los pianos coordenados y al eje coordenado perpendicular a ese piano, tambien 
lo es con respecto al origen. 

30. Demostrar que la ecuacion y* — z 3 = representa dos pianos que se 
cortan. Trazar estos pianos. 

131. Ecuaci6n de la superficie esferica. En nuestro estudio ana- 
litico de la esfera , s61o nos interesa su superficie . Por esto , algunas 
veces , usaremos como sindnimos los teVminos esfera y superficie esfe- 
rica . El estudiante debe observar en este articulo la estrecha analogia 
que existe entre las caracteristicas de la superficie esferica y los resul- 
tados previamente obtenidos para la circunferencia en la Geometria 
analitica plana (Capitulo IV) . 

La superficie esferica se define como el lugar geonfetrico de los pun- 
tos del espacio que equidistan de un punto fijo. La distancia constante 
se llama radio y el punto fijo centra . De esta definici6n y del teore- 
ma 1 del Artfculo 108 obtenemos el siguiente teorema (ver el teorema 1 
del Artfculo 39). 

Teorema 4 . La ecuacion de la superficie esffrica cuyo cenlro es el 
punto (h , k , 1 ) y cuyo radio es la constante r es 

(x-h) 2 +(y-k) 2 +(z -l) 2 = r 2 . (1) 

Corolario . La superficie esf&rica cuyo centro es el origen y cuyo 
radio es la constante dada r liene por ecuacidn 

x 2 + y 2 + z 2 = r 2 . 

La ecuacitfn ( 1 ) del teorema 4 se conoce como forma ordinaria de 
la ecuacidn de la esfera . Si desarrollamos esta ecuacidh y ordenamos 
los terminos , obtenemos una ecuacidn de la forma 

x* + y 2 + z* + Gx + Hy + Iz + K = 0. (2) 

La ecuacidn (2) es la llamada forma general de la ecuacidn de la 
esfera . Contiene cuatro constantes arbitrarias independientes ; por 
tan to , una superficie esferica queda perfectamente determinada 
por cuatro condiciones independientes. Asi, por ejemplo, cuatro 
puntos no coplanares determinan una superficie esferica . 
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132. Coordenadas esfericas. En este articulo vamos a considerar 
un nuevo sistema de coordenadas en el espacio que esta estrechamente 
asociado con la superficie esferica . 

Sea P(x,y,z) (fig. 176) un punto cualquiera de una superficie 
esferica de centra el origen y radio r , La ecuaci6n de la superficie es , 
evidentemente , 



+ y* + z 2 



(1) 



La porci6n de la esfera comprendida en el primer octante aparece en la 
figura 176 . Por el punto P y el eje Z pasa un piano que corta al 




Fig. 176 



piano XY en la recta I. Denotemos por el angulo formado por I y 
la parte positiva del eje X , y por <t> el formado por el radio OP y la 
parte positiva del eje Z. Designemos por P' , A, B y C, respecti- 
vamente , las proyecciones del punto P sobre el piano XY y sobre log 
ejes X, Y y Z. Sea \oF'\ = \~CP\ = s. 
Del triangulo rectangulo OPC tenemos 

s = r sen <t> . 

Delos triangulos rectangulos OAP' , OBP' y OP'P, tenemos, res- 
pectivamente , 

x = 8 cos *» r sen <t> cos 6 , 

y — 8 sen 6 = r sen <t> sen 6 , 

z = P'P - r Ben (90° — » » r cos * . 
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Evidentemente , de las relaciones 

x = r sen 4> cos 6 , y = r sen 4> sen 6 , z = r cos 4> , (2) 

es posible localizar cualquier punto P sobre la superficie esferica ( 1 ) 
cuando se conocen los valores de r , <t> y $ . Por esto estas cantidades 
se Hainan coordenadas esfiricas del punto P y se escriben asi : (r, <f>, $). 
De una manera mas general, si dos rectas cualesquiera , intersectantes 
y peipendiculares en el espacio, tales como los ejes X y Z, y su 
intersecci6n , se toman como elementos de referenda , entonces con 
las coordenadas esfiricas (r , <f> , 8) se puede localizar cualquier punto 
en el espacio . Tenemos asi un nuevo sistema llamado sistema de coor- 
denadas esfiricas . 

Considerado como un punto de la superficie de la Tierra , P se 
localiza por su latitud , el complemento del angulo 4> , y su longitud 6 
medida a partir del eje X como una recta en el piano del meridiano 
principal . De acuerdo con esto , las coordenadas 4> y 6 se llaman , 
respectivamente , colatitud y longitud del punto P. La coordenada r 
se llama radio vector del punto P . 

La longitud 6 puede medirse , como en Trigonometrfa , tomando 
la parte positiva del eje X como lado inicial (Apendice IC , 1) . Para 
que las coordenadas esfiricas (r, 4> , 6) representen un punto unico 
en el espacio , restringimos sus valores a los intervalos 

rlO, 0<<£<Jt, 0£e<2jt. 

Eliminando 4> y 6 de las relaciones (2), obtenemos la ecuacidn (l) . 
Como el radio r de una esfera dada es una constant* fija, vemos 
que las relaciones (2) son las ecuaciones paramitricas de una superficie 
esf£rica de centro el origen y radio r , siendo las variables # y 6 los 
parametros . 

Las relaciones (2) pueden emplearse como ecuaciones de transfor- 
maci6n entre los sistemas coordenados rectangular y esferico . Si des- 
pejamos r , 4> y , obtenemos 



2 v 



r » Vz 2 + j/* + z\ *-arccos^Jq==, $ = arc tg-|-, (3) 

las cuales pueden emplearse tambien como ecuaciones de transforma- 
ci6n entre los dos sistemas . 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 

Teobema 5. Las coordenadas redangulares (x, y, z) y las coor- 
denadas esfiricas ( r , <t> , 6) de un punto en el espacio esldn ligadas por 
las relaciones 

x = r sen <l> cos $ , y = r sen $ sen 6 , z = r cos <t>. ,< 
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Las transformaciones entre los dos sistemas coordenados pueden efectuarse 
por medio de estas ecuaciones y de las siguientes relation es obtenidas 
de ellas: 



r = Vx 2 + y J + z 2 , <t> = arc cos ,— =-; — :— — i i = arc tg 
j > v x 2 + y + z* " 

Ims variaciones para r , <t> y estdn dados por los intervalos 

r > , 0£*5i, £ < 2jt . 



EJEECICIOS. Grupo 61 

Dibujar ana figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 4 y su corolario dados en el Articulo 131. 

2. Hallar la ecuacion de la superficie esferica cuyo centro es el punto 
(3, 2, — 2) y que es tangente al piano x + 3y — 2z + 1 =0. 

3. Hallar la ecuacion de la superficie esferica cuyo centro esta sobre el eje X 
y que pasa por los dos puntos (3, — 4, 2) y (6, 2, — 1) . 

i. Hallar el centro y radio de la superficie esferica cuya ecuacion es 

x 2 + y 3 + z* -8x + by - 12z + 12 = 0. 

5. Hallar el area de la superficie esferica cuya ecuacion es 

9*2 + V + 9z 3 - 36* + \2y - 18z + 13 = 0. 

6. La ecuacion de una superficie esferica es 

x 2 + y* + z* + by - 4z + 9 = 0. 

Hallar la ecuacion de la superficie esferica concentrica con ella que es tangente 
al piano 2x — 3y + 2z + 4 » 0. 

7. Obtener la ecuacion de la superficie esferica que pasa por cuatro puntos 
dados no coplanares en forma de determinante. (Ver el teorema 3, Art. 41 . ) 

8. Hallar la ecuacion de la superficie esferica que pasa por los cuatro pun- 
tos (8. 2. 2) , (- 4, 3, - 3) , (-1. 2, J) y (4, 3. - 7) . 

9. Demostrar que el piano tangente a la superficie esferica 

x 2 + y 2 + z 2 = r 2 

en el panto Pi (jci. yi, z\) tiene por ecuacion x\x + yiy + z\z — r 2 . 

10. Hallar la ecuacion de la superficie esferica que pasa por el punto 
(—1.6, — 3) y es tangente al piano 4x + 4y + 7z — 96 = en el pun- 
to (7. 3, 8) . 

11. La traza de una superficie esferica con el piano XY es la circunferencia 
x 2 + y 2 — 2x — 4y — 3 = 0. z = 0. Hallar la ecuacion de la superficie si pasa 
por el punto (3. 4, 2). 

Los ejercicios 12-17 se refieren a las esferas 

&i = x 2 + !/* + z 2 + Gix -I- Hiy + hz + K( = 0. i = 1, 2, 3, 4. 
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12. Demostrar que para todos los valores de k diferentes de — 1, la ecua- 
cion Si + hSi = represents la familia de esferas que pasan por la interseccion 
de las esferas Si = y 5a = 0, con excepcion de la esfera Sa = 0. 

13. Si las esferas Si = y S 2 - 0, no son concentricas, demuestrese que la 
ecaacion Si -f- ft$2 = representa un piano para h = — 1. Este piano se llama 
piano radical de las dos esferas. 

14. Si las esferas Si = y S2 = son tangentes entre si, demuestrese que 
para todos los valores de h diferentes de — 1, la ecaacion Si + kSt = repre- 
senta a todas las esferas que son tangentes a las dos dadas en su punto comun, 
con excepci6n de la esfera S3 = 0. 

15. Demostrar que el piano radical de dos esferas tangentes es su piano tan- 
gente comun. 

16. Si de las tres esferas. Si =» 0, Si =» 0, S3 =» 0, no hay dos que sean 
concentricas, y si no tienen una linea de centros comun, demuestrese que sus 
tres pianos radicales se cortan en una recta comun. Esta recta se llama eje radical 
de las tres esferas. 

17. Si los centros de cuatro esferas no son coplanares, y si de las cuatro 
esferas no hay dos que sean concentricas, demuestrese que sus pianos radicales se 
cortan en un punto comun. Este punto se llama centro radical de la,s esferas. 

18. Hallar la ecuacidn del piano radical de las dos esferas 

x 2 + y 2 + z 2 - 2 X + 4y - bz + 10 = 
y x 2 + y 2 + z' + Sx - 2t/ + 4z + 12 = 0. 

19. Hallar las ecuaciones del eje radical de las tres esferas 

x 2 + j/ 2 + z 2 - 2x - 1z + 1 - 0. 

x 2 + y* + z 2 - &x - 4y ~ bz + 25 = 0, 

y x 2 + y 2 + z 3 + bx + 2y + bz + 18 = 0. 

20. Hallar las coordenadas del centro radical de las cuatro esferas 

x 2 + y 2 + z 2 = 4, x 2 + y 2 + z 2 - 2x - 4y + bz + 13 = 0, 
x 2 + y 2 + z 2 +4x +4y- 4z + 11 - 

0. 

21. Hallar la ecuaci6n de la superficie esferica que pasa por la circunferencia 
de interseccion de las dos superficies esfericas 

x 2 + y 2 + z J - 2jc + 2y - 4z + 2 = 
y x 2 + y* + z a - 4x - 2y - bz + 10 = 0, 

y que tambien pasa por el punto (— 2, 4, 0) . 

22. Hallar la ecuaci6n de la superficie esferica que pasa por la circunferencia 
de interseccion de las superficies esfericas 

x 2 + u 2 + z 3 - 4x - 8 V + bz + 12 = 
y x 3 + y 2 + z 3 - 4x + 4y - bz - 12 = 0, 

y es tangente al piano x + 2y — 2z = 3. (Dos soluciones.) 

23. Eliminando los parametros 9 j </>, demostrar que 

x = r sen <p cos 6, y — r sen </> sen 6, z — r cos 
son las ecuaciones parametricas de la superficie esferica jc 2 + y 3 + z 2 = r 2 
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21. Obtenei las lelaciones (3) a partir de las relaciones (2) del Articulo 132. 

25. Trazai lot dos puntos cuyas coordenadas esfencas son (1, 60°. 30°) y 
(2, 45°, 120°) . Hallar la* coordenadas rectangulares de cada unode estos puntos. 

26. Hallar las coordenadas esf jricas de cada ooo de los pantos cayas coorde- 
nadas rectangulares son (3. — 4, 0) y (6, 3. 2) . 

27. La ecaaci6n rectangular de una superficie esferica es 

x * + y * + z * = 4</. 

Hallar su ecuaci6n en coordenadas esfericas. 

28. Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co- 
ordenadas esfericas: o) x + 4y = 0: b) y — 2 — 0; c) x a + y* — 4- 
d) x 1 + y 2 + 2z» - 4; e) x* + y 2 - 2 2 - 0. 

29. Hallar e identifiear la ecoacion rectangular de la superficie cuya ecuaci6n 

en coordenadas esfericas es: a) r = 3; b) = — ; c ) r — 2 cos — 0. 

4 

30. Transformar las siguientes ecuaciones de coordenadas esfericas a rectan- 
gulares: a) r — 4; A) r sen sen 6 — 7: c) r ~ 3 cos 0. 

133. Ecuaci6n de una superficie cilfndrica. Se rlama superficie 
cilindrica a la generada por una recta que se mueve de tal manera que 



Fig. 177 

que se mantiene siempre paralela a una recta fija dada y pasa siempre 
por una curva fija dada . 

La recta m6vil se llama generatriz y la curva fija directriz de la 
superficie cilfndrica . 

En nuestro estudio de la superficie cilindrica consideraremos que la 
directriz es una curva contenida en uno de los pianos coordenados. Por 
ejemplo, sea C (fig. 177) una porci6n de la directriz contenida en el 
piano YZ , y sean [a, b, c] los numeros directores de la generatriz 
de la superficie cilfndrica . Podemos escribir entonces las ecuaciones de 
la curva C en la forma 

f(y,z)=0, x-0. (1) 
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Sea P(x, y, z) un punto cualquiera de la Buperficie, y supongamos 
que la generatriz que pasa por P ootta a C en el punto P' (0 , «/ , if). 
Entonces , las eouaciones de esta generatrix son 



sl ^ y — v' m * — * 

a b c 



(2) 



Ademas, como P' esta" aobre C, bus coordenadas satisfacen a las 
ecuaciones ( 1 ) , y tenemos 

/(*\O-0. *' = »■ 00 

Pot la definition de Buperficie cillndrica , el punto P puede estar sobre 
la superficie ei y solamente si bub ooordenad&s (x, y , t) satisfacen a 
las ecuaciones (2) y (3) las cuales constituyen un sistema de cuatro 
ecuaciones independientes. De estas cuatro ecuaciones podemos eli- 
minar las tres cantidades x* , y 1 y tf oonsiderandolaa como parame- 
troB (veaseel Articulo 95). El resultado es una sola eouaoidn en las 
tres variables x , y y z , y esta es la ecuacion buscada de la superficie 
cilfndrica . 

EJwnplo 1, Hallir It tcuacion de U tupftficif cilindrica 1117a dhectiiz ea la 
parabola 

x* - 4y. i - (4) 

contcnida en cl piano XY, j coyn gene- 
ratrices tinti par ndmeroi direcrorea 
[1. 1. 3]. 

SoluclAn. Supongamos que U genera- 
triz que paia por un punto cualquiera 
P{x, y, z) (fig. 178) de la superficie eor- 
(a a la directrix en el punto P' {x'. y'. 0) . 
Entonces, lai ecuaciones de em genera- 
triz son 

x-x* _ y- y' _z_ ,« 

1 13* w 

Tambitn, como P' eati sobrc la parabo- 
la (4) , tenemos 




4|/'. a'-O. 



(6) 



Fig. 178 



Eliminando *'. y', z' de las ecuaciones 

(5) y (6) pot austitucion de los vatorei d« x' j y' dados por lis ecuaciones (J) 

<n la ptimeta de lai ecuaciones (6) , obttnemoi 



9* 2 + x 2 - 6« - 36tf + 111 - 0, 



(7) 



qne es la tcnacida bnacada de la superficie. El eitudiante debt obeervar que la 
traza de la superficie (7) aobre tl plana XY es la directrix (4) . 



26. 
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Acabamos de considerar la determinacidn de la ecuacidn de una 
superficie cilindrica a partir de las ecuaciones de su directriz y de los 
numeros directores de sus generatrices . Para el problema inverso , a 
saber, encontrar las ecuaciones de la directriz y los numeros directores 
de las generatrices de una superficie cilindrica, a partir de su ecuacidn , 
podemos proceder como se ilustra en el siguiente ejemplo . Mas ade- 
lante (Art . 137 , ejemplo 3 ) , consideraremos otro m£todo que es apli- 
cable en algunos casos . 

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacidn 

** + !/' + 2z» + Ixz -7yz = \ (8) 

represents una superficie cilindrica. y hallar las ecuaciones de su directriz y los 
numeros directores de sus generatrices. 

Solncion. De la definicion de superficie cilindrica se deduce que las sec- 
ciones hechas por pianos paralelos al piano de la directriz son curvas congruen- 
tes con la directriz. Asi, las secciones de la superficie (8) hechas por los pianos 
z = k son las curvas 

x* + y* +2k2 + 2kx -2ky = \. z = k, 

las cuales pueden escribirse en la forma 

(* + *)*+(y-*) 2 -l. *-k. (9) 

Las ecuaciones (9) son todas circunferencias de radio 1, cualquiera que sea el 
valor de k. En particular, para ft = 0, tenemos la circunferencia 

*» + !/» = l. z - 0. (10) 

Por tanto, la superficie (8) es una superficie cilindrica circular cuya directriz 
es la circunferencia (10) . 

Evidentemente, la recta que une el centro (—ft. k, k) de cualquiera de las 
circunferencias (9) y el centro (0, 0. 0) de la directriz (10) es paralela a 
las generatrices. Como los numeros directores de esta recta son [—1. 1. 1]. 
estos son tambieo los numeros directores de las generatrices. 

El estudiante debe construir la superficie (8) . 

Si las generatrices de una superficie cilindrica son perpendiculares 
al piano de su directriz, se llama recta y , en caso contrario , oblicua. 
Las superficies cilmdricas rectas son de gran importancia , como vere- 
mos mas adelante en el Capitulo XVII . Por el m^todo empleado en 
el ejemplo 1 , podemos facilmente demostrar que la ecuacidn de una 
superficie cilindrica recta, cuyas generatrices son perpendiculares al 
piano coordenado de su directriz , carece de la variable no medida en 
ese piano coordenado. Ademas, el lugar geomitrico piano de esta 
ecuacidn es la directriz . Por ejemplo , la superficie cilindrica recta 
cuya directriz es la circunferencia y 2 + 2 2 = 9 , * = , se representa 
por la ecuacidn y i + z 2 — 9 . 
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Recfprocamente, por el m£todo del ejemplo 2, acabado de explicar, 
podemos demostrar que una ecuaeidn que carezca de una variable 
representa una superficie cilfndrica recta cuyas generatrices son per- 
pendiculares al piano coordenado en el cual no se raide la variable 
ausente, y cuya directriz es el lugar geom£trico piano de esta ecuaeidn . 
Por ejemplo , la ecuacion x 2 — y 2 *» 4 representa una superficie cilfn- 
drica recta cuyas generatrices son perpendiculares al piano XY y cuya 
directriz es la hip6rbola x 2 — y 1 = 4 , z = . 

Vamos a resumir estos resultados en el siguiente 

Teorema 6 . Una ecuaeidn representa una superficie eilindrica 
recta , cuyas generatrices son perpendiculares al piano coordenado que 
contiene a la directriz , si y solamenle si carece de la variable no medida 
en ese piano . El lugar geomitrico piano de esta ecuaeidn es la directriz . 

Si la directriz de una superficie cilfndrica es una circunferencia , la 
superficie se llama circular . Analogamente , tenemos superficies cilfn- 
dricas parabdlicas , elfpticas e hiperbdlicas . Puede tambidn anotarse 
que un piano es una superficie cilfndrica cuya directriz es una recta . 

134. Coordenadas cilindricas. En este artfeulo estudiaremos las 
coordenadas cilfndricas, que, como las coordenadas esf6ricas (Ar- 
tfeulo 132), son muy utiles en cier- 
tas partes de otras ramas de las 
Matematicas. 

Sea P{x, y, z) (fig. 179) un 
punto cualquiera de la superficie 
de un cilindro circular recto de 
radio r cuyo eje es el eje Z. La 
ecuacion de la superficie es, evi- 
dentemente , 

«» + »»- 7*. (1) 

OL LL-^-i—^Y 

Una parte de la superficie que 

queda en el primer octante se ha 

representado en la figura 179 . Por 

el punto P y el eje Z hagamos 

pasar un piano que cortara a la 

superficie en una generatriz cuyo Fig. 179 

punto de interseccion con el piano 

XY sera el punto P' . Sea \0P'\ — r , y designemos por 9 el angulo 

formado por OP' y la parte positiva del eje X . Entonces tenemos las 

relaciones ,__>$ 

x = r sbb-0 , y — r sen , z = z , (2) 
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las cuales, evidentemente , permiten lecalizar cualquier pun to de la 
superficie cilindrica ( 1 ) cuando se conocen los valores de r , y z. 
Por esto , estas cantidades se llaman coordenadas cilindricas del pun- 
to P y se escriben (r , , z) . De una manera mas general, si un 
pun to fijo (el origen 0) , una recta fija (el eje X) y un piano dado 
(el piano XY) son tornados como elementos de referenda , entonces, 
con las coordenadas cilindricas (r, 6 , z) , se puede localizar cual- 
quier punto en el espacio. Tenemos asi el sistema de coordenadas 
cilindricas . 

£1 angulo puede medirse , como en Trigonometria , con la parte 
positiva del eje X como lado inicial . Para que las coordenadas cilin- 
dricas (r , , z) representen un punto unico en el espacio, restringimos 
los valores de r y a los intervalos 

r >0, O<0 <2n. 

La coordenada z no se sujeta a ninguna restriccidn , sino que puede 
tomar cualquier valor real . 

Eliminando y z de las relaciones (2) , obtenemos la ecuaci6n (1). 
Pqr tanto , las ecuaciones ( 2 ) son las ecuaciones parame'tricas de la 
super&cie cilindrica circular recta ( 1 ) , siendo las variables y z los 
parametros . 

Las relaciones (2) pueden emplearse como ecuaciones de transfor- 
macidn entre los sistemas de coordenadas rectangulares y cilindricas . 
De las dos primeras de estas relaciones obtenemos , como en el sistema 
de coordenadas polares de la Geometria analitica plana (Art. 81) , las 
relaciones 

V „ £_ 



s Vi i + !/ ! ) 0-arctg — , sen0=^=^f, 



cos -- 



Vi' + J 1 ' 



las cuales pueden emplearse como ecuaciones de transformacidn entre 
los dos sistemas . 

Vamos a hacer un resumen de los resultados anteriores en el si- 
guientP 

Teorema 7. Las coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coor- 
denadas cilindricas (r, , z) de un punto en el espacio estdn ligadas 
■oot las relaciones 

x = r cos , y — r sen , z = z 
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Se pueden efeduar las transformaciones entre los dos sistemas coordenados 
por medio de estas ecuaciones y de las siguientes relaciones obtenidas de 
ellas . 



r = v / x 2 + y 2 , 6=arctg — , sen 6 = , , , I t 

x ' v x* + y* 

x 

cos & m / , , i ■ 
V x 2 -f- y 2 

Las variaciones para r y 6 estdn dadas por los intervalos 

r>0, O!0<2jt. 

NOTA. El sistema de coordenadas cilindricas es, evidentemcnte, una exten- 
sion al espacio del sistema de coordenadas polares del piano. 

EJERCICIOS. Grupo 62 

1. Demostrar el teocema 6 del Atticulo 133. 

En cada uno de los ejercicios 2-9 discutir y trazar la superficie cilfndrica 
recta coya ecuaci6n se da, 

v^J 2. y'+z>-4. ^Cc- 6 . „» + *-2. , 

•*,j£s. x*-4z-0. V^-7. *» + y* - 2<, = 0. ffl^I^ 

£< 

En cada uno de los ejercicios 10-14, se dan las ecuaciones de la directriz y los 
numeros directores de las generatrices de una superficie cilindrica. Hallar la 
ecuaci6n de la superficie y efectuar su representacidn grafica. 



ya + z a - 4. 


^Ct-6. j,* + z -2. 


x» - Az - 0. 


yV^-7. *» + y*-2<,. 


9x» + W - 36. 


8. jtK+zX -2. 


9 „« _ 4 2 z « 36. 


9. x« + </* - 1. 



'oJtf io. 


y* = 4*. z =0: [1, - 1, I]. 


yU^l. 


x 2 + z 2 - I. « -0; [2, 1, - 1]. 


^0^2. 


X 2_ tf 2 - 1, z =0; [0. 2, - 1]. 


^X0^13. 


* 2 + (/= I. z =0; [2. 0. 1]. 


yC«'** 


4x 2 + z 2 + 4z - 0. «=0; [4. J.0]. 



^Y-cci y 

En cada uno de los ejercicios 15-17. demuhtrese que la ecuacion dada repre- 
senta una superficie cilindrica. y hallense las ecuaciones de su directriz y los nu- 
meros directores de sus generatrices. Construyase la superficial 

15. x 2 + y 2 + 5z 2 + 2xz + 4(/z - 4 - 0. 

16. \7x 2 + 2(/» + z 3 - &(« - bxz - 2 = 0. 

17. xz + 2 tf z — 1 - 0. 

18. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que su distancia del piano XV es siempre igual a la mitad 
del cuadrado de so distancia del eje Y. Const ruir U superficie. 
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19. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del eje Y es siempre 
igual a su distancia del piano x — z = 1. Hallar e identificar la ecuacidn de su 
lugat geometrico. 

20. Trazai los dos puntos cuyas cootdenadas cilindricas son (1,45°, — 2) y 
(2, 120°, 4). Hallar las coordenadas rectangulares de cada uno de estos puntos. 

21. Hallar las coordenadas cilindricas de cada uno de los puntos cuyas coor- 
denadas rectangulares son (3, 4, — 7) j (5, — 12, 8) . 

22. Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co- 
ordenadas cilindricas: a) 2jr = y: b) x 3 +y 3 —7y = 0: c) x*+y 1 +z 1 = 4; 
d) x 1 -z» - 4; e) y* - 4z. 

23. Transformar las siguientes ecuaciones de superficies de coordenadas 
cilindricas a rectangulares: a) r = 2; b) r = z; c) r = 4cosfl: 
d) r(cos 6 + sen fl) - z - 4; e) r» sen' - 4(1 - z") . 

24. Sean r = Ai, 9 = k 2 , z — As. en donde Ai, kj y A» son constantes 
arbitrarias independientes o parametros, las coordenadas cilindricas (r, 9, z) 
de un punto cualquiera del espacio. Identificar la familia de superficies repre- 
sentadas por cada una de estas tres ecuaciones. Demostrar que por cada punto del 
espacio no contenido en el eje Z pasa una y solamente una superficie de cada una 
de estas familias. 

En cada uno de los ejercicios 25-30, demuistrese que la ecuacidn dada en 
coordenadas cilindricas representa una superficie cilindrica, y construyase dicha 
superficie. 

25. r = 2 sen 0. 28. r — r sen 6 = 2. 

26. ?f + r cos 6 =■ 1. 29. r=2(l + cosfl). 

27. r-2rcos0 = l. 30. r 2 = 2 cos 26. 

135. Ecuaci6n de una superficie c6nica. Se llama superficie c6nica 
la engendrada por una llnea recta que se mueve de tal manera que pasa 
siempre por una curva fija y por un punto fijo, no contenido en el piano 
de esa curva . 

La recta m<5vil se llama generatriz , la curva fija dada directriz y el 
punto fijo dado virlice de la superficie ctinioa . Las diversas posiciones 
de la generatriz forman las generatrices de la superficie c6nica . Evi- 
dentemente, el v£rtice divide a la superficie en dos porciones distintas ; 
cada una de las cuales es una hoja o rama de la superficie conica . 

Si se conocen las ecuaciones de la directriz y las coordenadas del 
vertice , se puede obtener la ecuacidn de la superficie , como para la 
superficie cilindrica (Art. 133) , por el m^todo de los parametros. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacidn de la superficie conica cuya directriz es la elipse 

4x 2 +z* - 1. y - 4, (1) 

y cuyo Venice es el punto V(l, 1, 3). 

Solucl6n. Supongamos que la generatriz que pasa por un punto cualquiera 
P(x, y, z) de la superficie corta a la directriz en el punto P'(x', y'. z') . tal 
como aparece en la figura 180. Las ecuaciones de esta generatriz son 



x' - 1 y' - 1 z' - 3 
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Ademas, como P' esta sobre la elipse (1), tenemos 

4*'» + z' 2 = 1, y' = 4. (3) 

De las cnatio relaciones dadas por las ecuaciones (2) y (3) , podemos eliminar 
las tres cantidades x' . y' y z'. considerandolas como parametros. Esta elimi- 
nacion puede efectuarse convenientemente sustituyendo primero el valor y' = 4 
de las ecuaciones (3) en las ecuaciones (2) . Despues, de estas ultimas ecuacio- 




**r 



Fig. 180 

nes se despeja x' en f unci6n de x y y, y z' en funci6n de y y z, y se snstitu* 
yen los resultados en la primera de las tcuaciones (3) . Despots de ordenai los 
teiminos, lesulta 

3bx 3 + 12y» + 9z 3 + Uxy + I8yz - 9bx - 102y - 71z +207 = 0. 

que es la ecuaci6n buscada de la supeificie. 

El estudiante debe observar que una superficie conica puede constiuiise tra- 
zando las generatrices, o sea, las rectas que unen el vertice con puntos de la 
directriz. 



En el estudio de una superficie c6nica , no se pierde generalidad 
tomando el vertice en el origen . Vamos a demostrar ahora que la 
ecuacidn de una superficie tal es homog^nea en las tres variables 
x, y y z. 

Se dice que un polinomio algebraico , en dos o mas variables , es 
homogtneo, si todos sus terminos son del mismo grado . Asf, la funcion 

f(x,y,z)^x* + 2y*-3z i (4) 

es homogenea y de segundo grado . 

Hay una prueba sencilla para averiguar la homogeneidad de una fun- 
ci6n. Si la funci6n es/(x, y, z) , consiste en sustituir las variables 
x , y y z por kx , ky y kz, respectivamente , en donde k es una cons- 
tante diferente de cero . Si obtenemos la identidad 

f(kx, ky, kz) = k m f(x, y, z) , 
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entonces f(x, y, z) es una funcion homogenea de grado m. Asi, 
para la funcion (4) , tenemos 

f(kx, ky, kz) = (kxY + 2(kyy-3(kz)* 

= F(z» + 2y* + 3z s ) = k*f(x , y , *) , 

de manera que la funcion es homogenea y de grado 2 . Esta prueba se 
presenta en algunos libros como definicidn de la homogeneidad de una 
funcidn . 

A una funci6n homogenea igualada a cero se le llama ecuaddn 
homog6nea. Sea /(x, y, z) = una ecuacitin homogenea. Entonces, 
de la discusi6n precedente , tenemos el hecho importante de que , si 
esta ecuaci6n tiene la soluci6n diferente de cero x = xi , y = yi, z — z\ , 
tambien tiene las soluciones x = kxi , y = kyi , z » kzi , en donde k es 
una constants cualquiera . 

Consideremos ahora una superficie conica de vertice en el origen y 
cuya directriz sea la curva 

f{x, y) = 0, z = c, (5) 

en donde c es una constant* diferente de cero . Supongamos que la 
generatrix que pasa por un pun to cualquiera P(x, y , z) de la super- 
ficie corta a la directriz en el punto P' ( xf , y' , z'). Como esta gene- 
ratriz pasa por el crigen , sus ecuaciones son 

x' = kx, y' = ky , zf = kz , (6) 

en donde k es una constant* diferente de cero . Tambien, como P' esta 
sobre la directriz (5), tenemos 

f(x>,y>) = 0, *~c. (7) 

De las ultimas igualdades de las ecuaciones (6) y (7), se deduce que 

k mm — , valor que sustituido en las dos primeras de las ecuacio- 



nes (6), da xf = — y y' = — . Si sustitufmos estos valores de x* y y' 

z z 



ex , cy 

— y V 1 = — ■ 
z z 

en la primera de las ecuaciones (7) , obtenemos 

/(f.f)-. <»> 

como ecuaci6n de la superficie c6nica . Si reemplazamos en la ecua- 
ci6n (8) x, y y z por Wx , k!y y k'z, respectivamente , en que W es 
una constant* diferente de cero , la ecuaci6n permanece invariable y , 
por tanto , es homogenea . Hemos demostrado asf que una superficie 
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cdnica de vertice en el origen se representa por una ecuacidn homo- 
genea en las tre9 variables x , y y z . 

Recfprocamente , consideremos a la superficie representada por la 
ecuacidn 

/(*,», «) = (9) 

que es homogenea en las tres variables x , y y z . En consecuencia de 
esto , el origen esta sobre esta superficie . Sea P (xi , yi , zi) otro 
punto cualquiera de la superficie ; sus coordenadas satisfacen , por 
tan to, a la ecuacitfn (9). Como esta ecuacidn es homogenea, tiene 
tambi£n la solucidn kx\ , kyi , kz\ , en donde k es una constante cual- 
quiera , de manera que el punto P ' (kxi , kyi , kz\ ) esta tambidn sobre 
la superficie. Pero, evidentemente , el punto P' esta sobre ambas, la 
recta OP y la superficie , para todos los valores de k , y , en conse- 
cuencia , OP esta sobre la superficie . De acuerdo con esto , se sigue 
que la ecuacidn (9) representa una superficie cdnica con vertice en el 
origen y una de cuyas generatrices es la recta OP . 

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si- 
guiente 

Teorema 8. Una ecuaci&n representa una superficie cdnica con 
vertice en el origen , si y solamente si es homoge'nea en las tres variables 
x , y , z y es de grado no menor que dos . 

NOTAS. 1. El teorema implica que ana ecuaci6n lineal homogenea en 
x. y y z no representa an cono, y reciprocamente. Ya vimos que tal ecuaci6n 
representa an piano qae pasa por el origen. Pero un piano no paede clasificarse 
como un codo de acuerdo con nuestra definicidn, que cxduye el caso en que el 
vertice este en el piano de la directriz. 

2. El estudiante debe observar, en relacidn al teorema 8, qne una ecnaci6n 
homogenea debe en realidad representar una superficie, antes de que pueda clasi- 
ficarse como una superficie c6nica con vertice en el origen. Asi, la ecuacion 
x* + 4y 3 + 3z* — es homogenea en x, y y z, pero no representa una super- 
ficie c6nica sino que representa solamente an punto, el origen (ver el Art. 128) . 

Ejemplo 2. Identificar y construir la superficie cuya ecuaci6n es 

x* + yz - 0. (10) 

Soluci6n. Ademas de la soluci6n x — y = z = 0. la ecuacidn (10) tiene 
an numero infinito de solaciones reales. En efecto, si asignamos a y y z un 
par cualquiera de valores reales diferentes de cero que sean de signos contrarios, 
la soluci6n correspondiente para x constara' de dos valores reales. Por tanto, 
por el teorema 8 anterior, la ecaaci6n (10) representa una superficie c6nica cuyo 
vertice esti en el origen. 

Para construir la superfie es necesarlo solamente obtener una directriz. Asi, 
para z » 2, obtenemos de la ecuaci6n (10) la directriz 

x 2 ■» — 2j/, z "» 2, 
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que es ana parabola que esta en el piano z = 2. Trazando varias generatrices 
(rectas que pasan por el origen y por pantos de esta curva) podemos obtener 
Una figura adecaada. Una porcion de la saperficie se ha trazado en la figura 181 
junto con otra directriz. x 1 «■ 2y, z = — 2. Evidentemente, el eje Z es tam- 
bien ana generatriz de esta superficie c6nica. 




»-r 



Fig. 181 



EJEECICIOS. Grupo 63 

En cada uno de los ejercicios 1-5. se dan las ecuaciones de la directiiz y las 
coordenadas del vlrtice de ana saperficie conica. Hallar la ecuacion de la saper- 
ficie y constrairla. 



1. 
2. 
3. 
4. 
5. 



x* + y 1 • 
z 2 «= Ay, 
</" + z» ■ 
x* - 4z» - 4, 



■4. z = 2; 
x - 0; (2, 
= 9. x = 2: 



3; 



(0. 0, 0) . 
0, 0). 

C- 1. 1. 0). 
(- I. 1. 1). 



x". z =2; (0. 0. 0). 



En cada uno de los ejercicios 6-13, identifiqnese y construyase la saperficie 
caya ecuaci6n se da. 



6. 
7. 
8. 
9. 



+ </» - 2z 



0. 



x* - 2y 2 + 4z' - 0. 
2x 3 - 4</* - z» - 0. 
y a + xz - 0. 



10. 

11. 

12. 
13. 



x* - 2yz = 0. 
4z» - x»y = 0. 
Sx* - yz* - 0. 
xy + xz + yz = 



0. 



14. Demostrar el siguiente teorema: La ecaaci6n Ax 3 + By 1 + Cz 1 =0 
representa una saperficie conica si y solamente si todos sas coeficientes son dife- 
rentes de cero y no son del mismo signo. Su eje esta entonces sobre el eje coor- 
denado correspondiente a la variable cnyo coeficiente es de signo contrario al de 
los otros dot coeficientes. 
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15. Verificar el teorema del ejercicio 14 para la superficic conica 

x a _ 4y2 _ 4z 2 = o. 

16. Completando los cuadrados, demuestrese que la ecuacion 

x* + y 3 - z 3 - 2x - 4y - Az + I =0 

representa una superficie c6nica cuyo vlrtice es el panto (1, 2, — 2) . 

17. Si la ecuaci6n de una superficie es homogenea en las cantidades x — h, 
y — k y z — I, en donde ft, i y I son constantes, demuestrese que la superfi- 
cie es un cono con vertice en (h. k, I). (Ver el ejercicio 16. ) 

18. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geometrico de un punto que se 
mueve de tal manera que se mantiene siempre equidistante del piano XZ y del 
eje Y . Construir el lugar geometrico. 

19. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los 
pianos coordenados es siempre igual a su distancia del origen. Hallar e identifi- 
car la ecuacion de su lugar geometrico. 

20. Calcular el volumen limitado por las superficies 

x 3 + y 3 - 4z 3 = y z = 2. 

21. Calcular el area de aquella porcion de la superficie conica 

x 2 - y 3 + z 3 - 
comprendida entre su vertice y el piano y = 3. 

En cada uno de los ejercicios 22 y 23, transf6rmese la ecuaci6n rectangular 
dada de una superficie conica en: a) coordenadas esf ericas; b) coordenadas 
cilindricas. 

22. x 3 + y 3 - lz 3 - 0. 23. x 3 - 3y 3 + z 3 = 0. 

24. Describir la familia de superficies c6nicas representada por la ecuaci6n 
x 3 + y 3 — z 3 tg J ^>=0, en donde el parametro <p, llamado dngulo generador 
del cono. puede tomar todos los valoies comprendidos en el intervalo < <p < n 

ezcepto — . iQne representa <f> geometricamente? 

25. Las coordenadas esfericas (r, <p. 0) de un punto cualquiera en el espa- 
cio, son 

r — kt. <P = h-2. = ha. 

en donde ki. hi y h 3 son constantes arbitrarias independientes o parametros. 
Identificar la familia de superficies representada por cada una de estas tres ecua- 
ciones. Demostrar que, por cada punto del espacio no contenido en un eje coor- 
denado, pasa una y solamente una superficie de cada una de estas familias. (Ver 
el ejercicio 24 del grupo 62, Art. 134. ) 

136. Superficies de revolucibn. Una superficie de revolucidn es la 
engendrada por la rotaci6n de una curva plana en torno de una recta 
fija contenida en el piano de esa curva. 

La curva plana se llama generatrix , y la recta fija eje de revolu- 
cidn o , simplemente , eje de la superficie . Cualquier posici6n de la 
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generatriz se llama seccidn meridiana o meridiano , y cada circunfe- 
rencia descrita por un punto de la generatriz se llama paralelo de la 
superficie 

De estas definiciones , tenemos de inmediato los siguientes hechos : 

a) Toda secci6n meridiana es congruente con la generatriz y es la 
intersecci6n de la superficie con un piano que pasa por el eje . 

b) Todo paralelo tiene su centra sobre el eje y esta contenido en 
un piano perpendicular al eje . 

El estudiante observara que las superficies de los cuerpos estudiados 

en Geometrla elemental —la es- 
fera , el cilindro circular recto y 
el cono circular recto— son su- 
perficies de revoluci6n . 

En la determinaci6n de la 
ecuaci6n de una superficie de 
revoluci6n, no se pierde gene- 
ralidad si se toma la generatriz 
en uno de los pianos coordenados 
y como eje de revoluci6n uno de 
los ejes coordenados contenidos 
en ese piano . Este procedimien- 
to, ademas, conduce a un resul- 
tado muy simple , como veremos 
ahora . Segdn esto , supongamos 
que la generatriz G (fig. 182) 
contenida en el piano XY tiene por ecuaciones 

/(*,W)-0, « = 0, (1) 

y supongamos que el eje de revoluci6n es el eje X , tal como aparece 
en la figura. Vamos a determinar la ecuacion de esta superficie de 
revoluci6n por el m6todo de parametros . 

Sea P(x, y , z) , un punto cualquiera de la superficie. El paralelo 
que pasa por P corta a G en un punto del piano XY , digamos 
P'(& > V' i &) , y su centro C esta sobre el eje X. Por ser radios del 
mismo paralelo , | CP I = I CP 1 \ . Pero como | CP \ = Vy' + e 2 y 
CP ' = y' , tenemos la relaci6n 




Fig. 182 



yf = ± V y 1 + z* . 

Tambi^n, como P y P' estan en el mismo piano, 

* = x. 



(2) 



(3) 
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Ademas, como el punto P' estA sobre G, tenemos, de las ecuacio- 
nes ( 1 ) , 

/(x'.y')-O, * = 0. (4) 

Eliminando los tres parametros xf , y 7 , zf entre las cuatro ecuaciones 
(2), (3) y (4), obtenemos 

Six, ±Vj ! + 2«) =0, 

que es la ecuaci6n buscada de la superficie de revolucidn . 

Analogamente , haciendo girar la curva ( 1 ) en torno del eje Y , 
hallamos que la ecuacidn de la superficie de revolucion correspondiente es 

/(± Vz*+z*, y) = 0. 

Se obtienen resultados analogos cuando la generatriz esta en cada 
uno de los otros pianos coordenados y se le hace girar en torno de un 
eje coordenado contenido en dicho piano . Todos estos resultados se 
resumen en el siguiente 

Teorema 9 . Sea S la superficie de retoluci&n que tiene por genera- 
triz a la curva G conlenida en el piano coordenado 5 y al eje coorde- 
nado 1 contenido en 5 por eje de revoluci&n . Entonces la ecuacidn de S se 
obtiene sustituyendo en la ecuacidn plana de G la raiz cuadrada de la suma 
de los cuadrados de las dos variables no medietas a lo largo de 1 en lugar 
de aquella de estos dos variables que aparece en lo ecuacidn plana de G . 

EJemplo 1. Hallar la ecnaci6n de la superficie engendrada por la rotacion 

de la hipcrbola 

y * - 4 x a „ 4, z _ o (J) 

en torno del eje V. 



«-r 




Solucl6n. Las variables no medidas a lo largo del eje y son x y z. Por 
tanto, de acuerdo coa el teorema 9, sustitoimos * V x 3 + z % en lugar de x en 
la primera de las ecuaciones (5) . EI resultado 

y* - 4x* - 4z 2 - 4. 

es la ecuaci6n buscada de la superficie. El estudiante debe discutir esta superficie 
por el mltodo ezplicado en el Articulo 129. Una porci6n de la superficie aparece 
en la figura 183 y consta de dos hojas diferentes. Se le llama con toda propiedad 
hiperboloide de revolution de dos hojas. 
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Consideremos ahora el problema reciproco , a saber , dada la ecua- 
cidn de una superficie, determinar si representa una superficie de 
revolucidn . Si uno de los ejes coordenados es el eje de revoluci6n , la 
soluci6n es comparativamente sencilla , porque entonces las secciones 
de la superficie por pianos perpendiculares al eje son todas circunfe- 
rencias cuyos centres estan sobre dicho eje . Se dice entonces que la 
superficie se extiende a lo largo del eje . 




Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacion 
9x» + 9(/> - z» - 9 



(6) 



representa una superficie de revolucion. Hallar so 
eje de revolucidn y las ecuaciones de la generatriz en 
uno de los pianos coordenados que contenga al eje. 
Solucldn. Evidentemente, los pianos z = k 
cortan a la superficie (6) en las circunferencias 

9x» + 9(/» = 9 + k". z ■= ft. 

cuyos centros, para todos los valores de ft, estan 
sobre el eje Z. Por tanto, la ecuaci6n (6) repre- 
senta una superficie de revoluci6n cuyo eje de revo- 
lucion es el eje Z. El eje Z esta contenido en el 
piano YZ. y la traza de la superficie (6) sobre 
el piano cs la generatriz 



Fig. 184 



9(/» 



0, 



(7) 



Evidentemente, la superficie (6) puede engendrarse haciendo girar la hiper- 
bola (7) en torno del eje Z. Una parte de esta superficie aparece en la figu- 
ra 184; se le llama apropiadamente hipecboloide de revolucion de una hoja. 



EJEBCICIOS. Grupo 64 

1. Establecer el teorema 9 del Articulo 136 cuando la generatriz esta en el 
piano XZ y el eje de revolnci6n es: a) el eje X; 6) el eje Z, 

2. Establecer el teorema 9 del Articulo 136, cuando la generatriz esta en el 
piano YZ y el eje de revoluci6n es: a) el eje Y; b) el eje Z. 

3. Deducir la ecuacion de la superficie esferica de radio r que se obtiene 
haciendo girar la circunferencia x* + y 2 = r 1 , z = 0. en torno del eje X. 

4. Deducir la ecuacion de la superficie del cilindro circular recto de radio r 
que se obtiene haciendo girar la recta x «■ 0, y = r, en torno del eje Z. 

5. Deducir la ecuaci6n de la superficie del cono circular recto que se obtiene 
haciendo girar la recta / en torno del eje Z, sabiendo que / esta contenida en el 
piano YZ, pasa por el origen y forma un angulo agudo <P con la parte positiva 
del eje Z. El angulo se llama angulo generadoc del cono. (Vease el ejerci- 
cio 24 del grupo 63, Art. 135.) 

6. Deducir la ecuacion de la superficie de revolucion engendrada por rota- 
cion de la parabola y* — Apx. z — 0, en torno de su eje, el eje X. Construir 
la superficie asi obtenida, la cual se llama pataboloide dt revolucion. 



SUPERFICIES 415 

7. Hallar la ecuacion de la superficic de revolucion engendrada por rota- 

ci6n de la elipse iL 4. JL = 1, z = 0, en donde a > fc, en torno de su eje fo- 
a a b" 

cal, el eje X. Conscruir la superficie. La superficie genetada por rotacion de 

ana elipse en torno de uno cualquiera de sus ejes se llama elipsoide de revolucion. 

Si es en torno del eje focal, se le llama tambien elipsoide alargado. 

8. Deducir la ecuacion de la superficie de revolucion generada por rotacion 
de la elipse del ejercicio 7 en torno de su eje normal, el eje V. Construir la 
superficie. En este caso, el elipsoide de revolucion tambien se llama elipsoide 
achat ado o esferoide. 

En cada uno de los ejercicios 9-20, hallese la ecuacion de la superficie de 
revolucion generada por rotaci6n de la curva dada en torno del eje especificado. 
Construyase la superficie. 

9. x 2 + z" = 4, y = 0; eje Z. 

10. y - 3x, z = 0: eje X. 

11. z a = 2y, x = 0; eje y. 

12. y 3 - z 3 = 4. x - 0; eje Y. 

13. 9jc* + 4y 2 - 36, z - 0; eje Y. 

14. jc 2 + 2y=6. z=0; eje V. 

15. y 3 - 2z 3 + 4z = 6, x - 0; eje Z. 

16. -£ + — = 1, * = 0; eje Z. 

17. y 2 = 2z, jc = 0; eje y. 

18. y - jc 3 , z = 0; eje X. 

19. z - e 1 , y «- 0; eje Z. 

20. yz = 1, x = 0: eje Z. 

En cada uno de los ejercicios 21-26. demostrar que la ecuaci6n dada rep re - 
senta una superficie de revolucion, y hallar su eje de revolucion, y las ecuacio- 
nes de la generatriz en uno de los pianos coordenados que contenga al eje. 
Trazar la superficie. 

21. *» + y* + z J = 9. 24. * 3 + y 3 - z 3 = 0. 

22. x 1 +z 3 =4. 25. y» - * a - z 1 - 0. 

23. 2x' + 2y» + 3z» - 6. 26. x* y* + x*z* - 1. 

27. Se hace girar la parabola y a — 2z, x = en torno del eje Z. Hallar, 
en coordenadas esfericas, la ecuacion de la superficie generada. Construir la 
superficie. 

28. Se bace girar la elipse x* + 4y 3 = 4, z = 0, en torno del eje X. Ha- 
llar, en coordenadas cilindricas, la ecuacidn de la superficie generadz. Cons- 
truir la superficie. 

29. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geome'trico de on punto que se 
mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los dos puntos (2, 0, 0) y 
(— 2, 0, 0) es siempre igual a 6. Construir el lugar geometrico. 
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30. Deducir la ecuaci6n dc la superficie de revolucion generada poi rotacion 
de la circunferencia x* + y 3 — 2by + b % — a' = 0, z = 0, en torno del eje X. 
Construir la superficie para a = 2 y 6=3. Cuando b > a, la superficie se 
llama foro o ant Ho de ancla. 

137. Superficies regladas. Vamos a considerar ahora un tipo 
mas general de superficies del cual son ejemplo el piano , la superficie 
cilindrica y la c6nica . 

Definici6n . Una superficie reglada es aquella que puede ser en- 
gendrada por el movimiento de una lfaea recta . 

La linea recta en movimiento , en cualquiera de sus poaiciones , se 
llama generatriz de la superficie . 

Se sigue de esta definici6n que una superficie cilindrica es una 
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas , mientras que 
la superficie c6nica es una superficie reglada cuyas generatrices son 
todas concurrentes . 

Como en el caso de la superficie cilfndrica (Art. 133) y c6nica 
(Art . 135 ) , las ecuaciones de las superficies regladas pueden obtenerse 
por el m^todo del par&metro . 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la superficie reglada generada por la 
familia de rectas 

2x - y + ftz = 0. Ikx + ky - 4z = 0. (1) 

Solucictn. Para cada valor del parametro ft, la recta correspondiente de la 
familia (1) debe estar en su totalidad sobre la superficie. Es decir. todos los 
puntos cuyas coordenadas satisfacen las ecuaciones (1) deben estar sobre la 
superficie, cualquiera que sea el valor de ft. Por tanto, las ecuaciones de la su- 
perficie deben ser independientes de k y pueden obtenerse a partir de las ecua- 
ciones (1) simplemente eliminando el parametro k. Asi. despejando k de cada 
una de estas ecuaciones, obtenemos 

ft- »~ 2 *, ft - , 4z , 
z 2-x + y 

de donde, 

y — 2x _ 4z 

z 2x + y' 

o sea, 

4x" - y' + 4z> - 0, 

que es la ecuacion buscada. Esta superficie reglada es, evidentemente, la super- 
ficie de un cono circular recto cuyo vert ice esta en el origen y cuyo eje se extiende 
a lo largo del eje Y. 

Si no se dan las ecuaciones de las generatrices de una superficie 
reglada como en el ejemplo anterior , pueden obtenerse a partir de la 
forma en que se engendra la superficie . La ecuacion de la superficie 
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puede determinarse entonces por el m6todo de par&metros como se 
ilustrd anteriormente para las superficies cilfndrica y cdnica . 

Consideremos ahora el problema recfproco, a saber, dada la 
ecuacidn de una superficie , determinar si representa o no una super- 
ficie reglada . Ilustraremos el mdtodo con un ejemplo . 



Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacion 

yz + 2x - 2z - 



(2) 



representa una superficie reglada. Construir la superficie. 

Soluci6n. Si en la ecuaci6n (2) hacemos z — k, hallamos que la intersecci6n 
de la superficie y el piano es la linea recta 

2x + ky - 2k - 0, z - k. (3) ( 

Como las rectas de la familia (3) estan 
sobre la superficie (2) para todos los valo- 
res de k, esta superficie es reglada y tiene 
a las rectas (3) por generatrices. 

Antes de intentar la construcci6n de una 
superficie reglada es mejor, generalmente. 
determinar las direcciones de sus generatri- 
ces. Por el artificio de los numeros dircc- 
tores, seencuentra que los numeros directo- 
res de las generatrices (3) son [k. —2, 0]. 
Esto muestra que todas las generatrices son 
paralelas al piano XY pero no son parale- 
las entre si, ya que los numeros directores 

dependen del parametro k. Estos hechos sugieren un metodo de construir la 
superficie (2) . Primero hallamos las trazas de la superficie sobre el piano XZ 
y sobre el YZ. Estas son, respectivamente, 

x - z, u — 0, 




*-r 



Fig. 185 



x = 0, 



0, 



0. 



(4) 
(5) 



Para un valor comun de z, sea Pi el punto sobre la traza (4) y P 3 el punto sobre 
la traza (5) . Entonces, evidentemente, la recta que pasa por Pi y Pg es una 
generatriz de la superficie (2) . En la figura 185 aparecen trazadas varias de 
estas generatrices, y muestra una parte de la superficie comprendida en el primer 
octante. Esta superficie se llama paraboloide hiperbolico. 

El procedimiento empleado en el ejemplo 2 sugtere otro mdtodo 
para determinar cuando una ecuacidn dada representa una superficie 
cilindrica . Vamos a ilustrar esto por medio de un ejemplo . 

EJemplo 3. Demostrar que la ecuacion 

xz + 2yz - 1 = (6) 

representa una superficie cilindrica, demostrando que su lugar geometrico es una 
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas. 

Lehmanfi. — 27. 
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SoluQi6n. La intetaecci6n de la superficie (6) y el piano z •= * ea la recta 
kx + Iky - 1 - 0. z - *. (7) 

Pot tanto, la superficie (6) ej una supetficie teglada que tiene a la familia de 
rectaa (7) por generatrices. 

Los numeros directores de las generatrices (7) son [2. — 1. 0] . Como estos 
numeros directores son independientes del parametro k, todas las generatri- 
ces (7) son paralelas. y, por tanto. la superficie (6) es cilindrica. El estu- 
diante debe construir la superficie. 

EJEEOIOIOS. Ornpo 65 

En cada uno de los ejercicios 1-6. hallar la ecuaci6n de la superficie reglada 
generada por la familia de rectas dada. y construir la superficie. 

1. kx + Iky - 4 - 0, x —ly - k - 0. 

2. x - ky - 3z - 0, kx + 3kz + y - 0. 

3. x + ky - Iz - Ik - 0. kx - y + 2kz - 2. 

4. x - 3y + 3kz - 3k. kx + 3ky - 3z - 3. 

5. x + ly - k - 0. kx — 2ky — z = 0. 

6. x + v - *V - 0. x + iz - 0. 

7. Demostrar que la superficie del ejercicio 4 tambien es generada por la 
familia de rectas kx — 3ky — 3z — 3. x + 3j/ + 3*z — 3*. Demostrar tambien 
que ambas familias de rectas se cortan. 

En cada uno de los ejercicios 8-13, demuestrese que la ecuaci6n dada repre- 
sent a una superficie cilindrica demostrando que su lugar geometrico es una 
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas. Construyase la super 
ficie. 

8. x 2 + y 2 -2x + 2y - 2. 11. y'-x-z-l-O 

9. z*-2x-2y-0. 12. x 8 + y» - z» — 2xy - 1. 
10. 2x 8 + y - 2z - 0. 13. x» + z 2 - lxz - y + z - 0. 

En cada uno de los ejercicios 14-17, demuestrese que la ecuaci6n dada rep re - 
senta una superficie c6nica demostrando que su lugar geometrico es una super- 
ficie reglada cuyas generatrices son todas concurrentes. Construyase la superficie. 



14. 


4x* + 4y a - z* - 0. 


16. y s - 4xz - 0. 


15. 


x 8 - Ay* + z* - 0. 


17. x 3 4- 2yz - ly 



En cada uno de los ejercicios 18-21, demuestrese que la ecuaci6n dada repre- 
sents una superficie reglada. Construyase dicha superficie. 

18. x 9 + y 2 - z 2 - 1. 20. xy-x-y-z + 1-0. 

19. x a - 4y s + z» - 4. 21. x' - y a - z— 0. 

22. Hallar la ecuaci6n de la superficie reglada engendrada por una recta que 
se mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela al piano YZ y corta a la 
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recta x + z — 1, y — 0. yala parabola y 2 — x. z — 0. Construir la su- 
petficie. 

23. Hallar la ecuaci6n de la snperficie reglada generada por ana recta que se 
mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela al piano XY y se apoya 
en las curvas y* = z, x =■= y z* — jc, y — 0. Construir la snperficie. 

24. Un conoide es nna snperficie reglada engendrada por nna recta qne se 
mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela a nn piano fijo dado, 
corta a ana recta fija dada. y satisface otra condicion. En particular, si el piano 
fijo y la recta fija dados son perpendiculares entre si, la snperficie se llama co- 
noide recto- Hallar la ecuaci6n del conoide recto generado por una recta que sc 
mueve paralela al piano XZ y corta a la recta z — 2, x — 0, y a la circunfc- 
rencia x* + y* — 4, z — 0. 

26. Hallar la ecuaci6n del conoide recto engendrado por una recta que sc 
mueve paralela al piano XZ y corta a la recta x — 3, * — 0, y a laclipse 

y 2 + 4 z a « 4, x _ o. 

138. Transformaci6n de coordenadas rectangulares en el espacio. 
En el Capitulo V y Ios capitulos subsiguientes de la Geometrfa anali- 
tica plana , vimos que , por medio de transformaci6n de coordenadas , 
se puede frecuentemente simplificar la ecuacidn de un lugar geomltrico 
piano , y estudiar asi sus caracteristicas con mas facilidad . De modo 
analogo, las ecuaciones de los lugares geom&ricos en el espacio pueden 
simplificarse por una transformacidn de coordenadas . Como en Geo- 
metrfa analftica plana consideraremos aquf la transformacidn de coor- 
denadas en el espacio asociada con una traslacidn y una rotacidn de Ios 
ejes coordenados . 

For una traslacidn de los ejes coordenados rectangulares en el espacio , 
entendemos la operacidn de mover los ejes coordenados a una posicidn 
diferente de manera que los nuevos 
ejes sean paralelos a los ejes originates, z %> 

respectivamente, y de la misma direc- ' | 

ci6n. Consideremos (fig. 186) una 
traslacidn de los ejes coordenados rec- 
tangulares tal que el origen O(0, 0, 0) 
tome la nueva posicidn (y{h, k, I), 
y que los ejes X , Y y Z , tomen las 

nuevas posiciones X' , Y' y Z' , %/Q.J* i i 

respectivamente. Designemos por /£- 1 

(x,y, z) y (%' , y' , z 1 ) , respectiva- £ v 

mente, las coordenadas de un punto 

cualquiera P del espacio referido a los pig. 186 

ejes originales y a los nuevos ejes. 

Entonces , las relaciones entre las coordenadas originales de P y las 

nuevas coordenadas pueden obtenerse por el mismo m£todo empleado 
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en la deducci6n de las relaciones analogas de la Geometria analitica 
plana (Art. 50, teorema 1). El resultado obtenido se expresa en 
el siguiente 

Teohema 10 . Si los ejes rectangulares son trasladados a un nuevo 
origen 0'(h , k , 1) , y si las coordenadas de un punto cualguiera P del 
espacio antes y despite" s de la traslacidn son (x, y, z) y (x' , y' , z'), 
respedivamente , las ecuaciones de trasformacidn de las coordenadas ori- 
ginates a las nuevas son 

x = x' + h , y = y' + k , z=z' + l. 

For una rotacidn de los ejes coordenados rectangulares en el espacio , 
entendemos la operaci6n de mover los ejes coordenados a una nueva 

posici6n haciendolos girar en torno del 
origen como punto fijo de tal manera 
que los nuevos ejes permanezcan mu- 
tuamente perpendiculares entre si y 
analogamente dirigidos uno con res- 
pecto al otro . Consideremos (fig. 187) 
una rotacidn de los ejes coordenados 
rectangulares tal que el origen per- 
manezca fijo , pero los ejes originates 
X , Y y Z tomen las nuevas posicio- 
nes especificadas por los ejes 
X', Y' y Z', respectivamente . Desig- 
nemos por (x, y, z) y (x' , y' , z') 
las coordenadas de un punto cual- 
quiera P del espacio referido a los 
ejes originates y a los nuevos ejes , respectivamente . Denotemos por 
a» , Pi , yi 5 a * > Sj , y» i y as , Ps > Y» > respectivamente , los angulos 
directores de los ejes X' , Y' y Z' , referidos a los ejes originales. 
Estos angulos directores aparecen ordenados en la siguiente tabla : 




*T 



Fig. 187 



Eje 


X 


Y 


Z 


X> 


at 


Pi 


Y 1 


Y' 


at 


P* 


Y2 


Z> 


as 


Ps 


Ys 



(1) 



Leyendo esta tabla en sentido horizontal, obtenemos los angulos direc- 
tores de los nuevos ejes con respecto a los ejes originales , y leyendo en 
sentido vertical, obtenemos los angulos directores de los ejes originales 
con respecto a los nuevos ejes . 
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De la tabla ( 1 ) , los angulos directores del eje X , con respecto a 
los nuevos ejes , son ai , 02 , as . Entonces , como el eje X es normal 
al piano YZ , se sigue, por el teorema 9 (Art. 119) que la ecuacion 
del piano YZ , con referenda a los nuevos ejes , esta dada por 

x' cos ai + y' cos a* + z' cos as = . 

Por el teorema 11 (Art. 120) el primer miembro de esta ecuacion 
representa la distancia del punto P al piano YZ . Pero esta distan- 
cia tambien esta dada por la coordenada x. Por tanto, tenemos la 
relation 

* = xf cos ai 4- y' cos 02 + z' cos as . (2) 

Analogamente , podemos obtener expresiones similares para cada una 
de las coordenadas y y z en funcion de las nuevas coordenadas . Va- 
mos a agrupar juntas estas relaciones en el sistema 

x = x' cos ai 4- y' cos 02 + z' cos as , 1 

y = x' cos Pi 4- y' cos P2 + z' cos Ps , ? (3) 

z = x' cos yi + y' cos ys + & cos y» • J 

Observamos en seguida que en el sistema (3) hay nueve cosenos 
directores constantes. Estas constantes no son todas independientes , 
porque satisfacen las seis relaciones de los sistemas (4) y (5) que 
damos a continuacion . Asi , por el teorema 4 (Art. 110), tenemos 
las tres relaciones : 

cos 2 ai + cos 2 Pi + cos 2 y» = 1 , ) 

cos 2 02 + cos 2 P2 + cos 2 ys = 1 > \ (4) 

cos* as + cos 2 Ps + cos 2 y» = 1 • > 

TambiSn, como los nuevos ejes X' , Y' y Z' son mutuamente per- 
pendiculares , tenemos, por el corolario 2 del teorema 6 (Art. 112), 
las tres relaciones : 



cos ai cos 02 + cos Pi cos Pi + cos yi 

cos ai cos as + cos Pi cos Ps + cos yi cos y» «■ , f (5) 

cos as COS as + cos Pa cos Ps + cos 



Yi cos y* = 1 ) 
Yi cos y» ™ , > 
Y* cos y» ™ • J 



El sistema (3) expresa cada una de las coordenadas originales 
de P en funcion de sus nuevas coordenadas. Podemos, analoga- 
mente , obtener expresiones semejantes para las nuevas coordenadas 
en funcion de las coordenadas originates. Asi, empleando la ecuacidu 
del piano Y'Z' , con respecto a los ejes originales , podemos, por el 
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mismo m6todo empleado para deducir la ecuacidn (2) anterior, obte- 
ner la relacidn 

x' = x cos ai + y cos Pi + z cos yi • 

Analogamente , obtenemos relaciones similares para y' y z' las cuales 
estan agrupadas en el sistema 

xf = x cos ai + y cos Pi + z cos yi 1 1 

y' = x cos at + y cos P» + z cos y» 1 \ (6) 

z 7 — x cos as + y cos Ps + z cos ys ■ J 



El sistema (6) es el reciproco del sistema (3) y puede obtenerse 
tambien como una solucidn del sistema (3) para x' , yf y z' (ver los 
ejercicios 23 y 24 del grupo 66 al final de este articulo) . 
Vamos a resumir los resultados precedentes en el siguiente 

Teorema 11 . Si se hacen girar los ejes coordenados rectangulares 
en torno de su origen O como punto fijo de manera que los dngulos 
directives de los nuevos ejes X' , Y ' y Z ' con respecto a los ejes origi- 
nates X , Y y Z sean ai , Pi , yi 1* a * > P* 1 Y» > V «» > P» > Y' / respec- 
tivamente , y las coordenadas de un punto cualquiera P del espacio antes 
y despuis de la rotacidn son (x, y, z) y (x' ( y' ( z'), respeclivatnente , 
entonces las ecuaciones de transformation de las coordenadas originates a 
las nuevos son 



x = x' cos ai + y' cos as + z' cos at 
y = x' cos Pi + y' cos Pj + 2! cos Pa 
z s= x' cos yi + y' cos yt + z' cos ys 



;} 



{/ las ecuaciones de la transformati&n inversa de las coordenadas nuevas 
a las originales son 



x' ■■ x cos ai + y cos Pi + z cos 
y' = x cos 02 + y cos P» + z COS 
z' = x cos at + y cos Ps + z cos 



v., I 

Y», > 
Y»- J 



NOTAS. 1. El oiden de los t£rminos en el primer sistema de ecuaciones 
de tiansfoimaci6n puede obteneise leyendo hacia abajo, y paia el segundo sis- 
tema, leyendo de izquieida a deiecha. en la tabla (1) . 

2. Los ejes cooidenados en el espacio pneden sujetaise a una tiaslaci6n 
y una iotaci6n, tomadas en cualquiei oiden. Como las ecuaciones de transfor- 
mation paia la traslaci6n y paia la rotacicjn de ejes son relaciones lineales, 
podemos demostiai, como en la transformation de cooidenadas en el piano 
(nota 1 del teoiema 3, Ait. 52) , que el grado de una ecuacidn no se altera por 
transformation de coordenadas en el espacio. 
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EJEBOIOIOS. Otnpo 66 

1. Demoatrai el teoiema 10 del Articnlo 138. 

2. Como resultado de la tiaslaci6n de los ejes coordenados al nuevo origen 
0'(— 4, 3, 5) . las coordenadas de dos pantos son Pi (6, —3, 2) y Pi (—2, 1, 2) 
ref eridos a los nuevos ejes. Hallar las coordenadas de estos pantos referidos a los 
ejes originates. Ilostiar los resaltados con una figura. 

3. Hallar las nnevas coordenadas de los pantos Pi (—2, 3, 4) y 
PiU. ~4. 5) en ana traslaci6n en que el nnevo origen es el panto 0'(2, 2, 7) . 
Ilastrar los resaltados con una fignra. 

4. Hallar la transformada de la ecnaci6n 

x* + y* - 4z» -lx + 4y + TAz - 31 

de ana saperficie al trasladar los ejes coordenados al nnevo origen (1, —2. 3) . 
Constrnir la saperficie y trazar ambos sistemas de ejes. 

5. Resolver el ejercicio 4 por el mitodo de completer cnadrados. 

En cada nno de los ejercicios 6-10, por una traslaci6n de los ejes coordena- 
dos, transformar la ecuaci6n dada de ana saperficie en otra ecuacion qae ca- 
rezca de terminos de primer grado. Constrnir la saperficie y trazar ambos 
sistemas de ejes. 

6. 2x* + 3z a + 16* - 6z + 29 = 0. 

7. 9** + 4y 2 + 36z a - 18* + 16y - 11. 

8. x 3 -4y* + 2z 2 -6x- 8y + 8z + 9 - 0. 

9. jc 3 + y* -j- z a - 3x + y - bz + 8 - 0. 
10. y 3 - 3(/ 2 - z 2 + 3y — 4z - 5. 

11. Deducir las ecuaciones segunda y tercera del sistema (3) del Art. 138. 

12. Deducir las tres ecuaciones del sistema (6) del Art. 138. 

13. Demostrar que el grado de una ecuaci6n no se altera por transformaci6n 
de coordenadas en el espacio. 

14. Hallar las nuevas coordenadas de nn pnnto Pi (6, —3, 3) cuando los 
ejes coordenados son girados de tal manera que los cosenos directores de los nue- 
vos ejes con respecto a los ejes originates son 

L 2. !.• 2- -1 -L- i. 1 _il 
3' 3' 3' 3' 3*3' 3*3' 3' 

Iliistrese con una figura. 

15. Si las nuevas coordenadas de un punto Pi son (3, 9, — 6) , con refe- 
renda a los ejes girados del ejercicio 14, hillense las coordenadas de Pi con res- 
pecto a los ejes originates. 

16. Si se hace girar a los ejes X y Y un ingulo agado 8 alrededor del eje Z 
como recta fija, demuistrese que el sistema (3) del Artlculo 138 toma la forma 

x — x' cos 9 — j/' sen $, y — x' sen 8 -f- y' cos 8, z " z'. 

(Ver el teorema 2 del Art. 51.) 

17. Bajo las condiciones del ejercicio 16, demutstrese que el sistema (6) del 
Articulo 138 toma la forma 

jf' ■» * co» 8 + y sen 8, y' — — x sen 8 + y cos 8, z' = z. 

(Ver el ejercicio 19 del grupo 21, Art. 51.) 
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18. Hallar la transformada de la ecoaci6n 

23jc» - 41y» - 31z» + 48xy - 71xz - 24yz = 

al hacet girar los ejes coordenados de tal manera que log cosenos directorcs de 
los nuevos ejes con respecto a los originates sean 

1_ 2 JL. _&. _i 2. 2 _± 1 
7' 7' 7' 7' 7' 7' 7' 7' 7' 

Consttuir la supeificie. 

19. Hallar la transformada de la ecuacicm 

8* 2 + lis/* + 8z» - 4x« + 8xz + 4yz = 12 

al hacer girar los ejes coordenados de tal manera que los cosenos directorcs de los 
nuevos ejes con respecto a los originates sean 

111- 1-11- 11-1 
j.j.j. j. 3 • 3 ' 3' 3' 3' 

Consttuir la snperficie. 

Los ejercicios 20-25 se refieren a la tabla (1) 7 a los sistemas (3) . (4) y (b) 
del Articulo 138. 

20. Usando el hecho de que el eje Z' es perpendicular a ambos ejes X' y Y' 
y seleccionando de la tabla (1) los angulos directorcs convenientes, demostrar, 
por medio del artificio de los numeros directorcs (Art. 113), que los cosenos 
directorcs del eje Z ' estan dados por las relaciones 

cos as = cos Pi cos Ya — cos Pa cos Vi, 
cos Pa = cos da cos Yi — cos a\ cos Ya. 
cos Ya ■= cos <Xi cos Pa — cos as cos Pi. 

21. Anilogamente, como en el ejercicio 20, demostrar que los cosenos direc- 
tores del eje X' estin dados por las relaciones 

cos ai » cos Pa cos Ys — cos pa cos Ya. 
cos Pi — cos as cos Ys — cos as cos Ys. 
cos Yi =■ cos as cos P 8 — cos a s cos Pa. 

22. Por medio del resultado del ejercicio 20 y la tercera relacion del sis- 
tema (4), demostrar que el determinante del sistema (3) es igual a la unidad. 

23. De los resultados de los ejercicios 21 y 22, demostrar, pot medio de la 
regla de Cramer, que la soluci6n del sistema (3) para x' esti dada por la primera 
relacion del sistema (6) . 

24. Anilogamente, como en el ejercicio 23, demostrar que la soluci6n del 
sistema (3) para y' y z' etta dada por las relaciones segunda y tercera, respec- 
tivamente, del sistema (6) . J 

25. Anilogamente, como en el ejercicio 24, demostrar que la soluci6n del 
sistema (6) esti dada por el sistema (3) . 
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139. Ecuacion general de segundo grado con tres variables. De 
considerable importancia en la Geometrla anaUtica de tresdimensiones 
es la ecuacidn general de segundo grado con tres variables , 

Ax* + By* + Cz* + Dxy + Exz + Fyz 

+ Gx + Hy + Iz + K~0, (1) 

en donde uno , por lo menos , de los seis coeficientes A , B , C , D , E 
y F es diferente de cero . Una superficie cuya ecuacidn es de la for- 
ma ( 1 ) , es decir , de segundo grado , se llama , apropiadamente , 
superficie cuddrica o simplemente una cuddrica . El estudiante obser- 
vara que algunas de las superficies previamente estudiadas son super- 
ficies cuadricas . Por ejemplo , la superficie esfenca es una cuddrica . 
Tambien , las superficies cilindrica y conica cuyas ecuaciones sean de 
segundo grado, son cuadricas, tenemos asi el cilindro cuddrico y el cono 
cuddrico . De manera semejante, cualquier superficie reglada represen- 
tada por una ecuacidn de segundo grado se llama cuddrica redlada . 

Vamos ahora a llamar la atencidn sobre una propiedad importante 
de las cuadricas . Supongamos que cortamos la cuadrica ( 1 ) por un 
piano cualquiera paralelo al piano XY , es decir , el piano z — fc , en 
donde k es una constante real cualquiera . Las ecuaciones de la curva 
de intersecci6n se obtienen sustituyendo z por A; en la ecuaci6n ( 1 ) ; 
estas son 

Ax 2 + By'- + Dxy + (Ek + G)x 

+ (Fk + H)y + Ck i + Ik + K=0, z = k. 

Por nuestro estudio previo de la ecuaci6n plana general de segundo 
grado con dos variables (Capitulo IX) , reconocemos esta curva como 
una seccidn cdnica , o una forma lfmite de una seccidn cdnica , conte- 
nida en el piano z = k. Mas generalmente , podemos demostrar que , 
si una superficie cuddrica es coriada por un piano cualquiera , la curva 
de intersecci&n es una seccidn cdnica o una forma llmite de una seccidn 
cdnica . Vemos ahora que nuestra determinacidn previa de las secciones 
c6nicas como secciones planas de un cono circular recto , hecha en el 
Articulo 78 , es un caso especial de esta propiedad . 

La ecuacidn general ( 1 ) de una cuidrica ocupa entre las superfi- 
cies , en Geometrfa analitica del espacio , un lugar analogo al ocupado 
entre las curvas planas, en Geometrfa anaUtica plana, por la ecuacidn 

Axt + Bxy + Cy' + Dx + Ey + F-O, (2) 

que es la definicidn analitica de una seccidn cdnica. En el Capitulo IX 
hicimos un estudio de la ecuacion (2) y una clasificacidn de los lugares 
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geom6tricos representados por ella . Se puede hacer un estudio seme- 
jante de la ecurfcion ( 1 ) y una clasificaci6n de bus lugarea geom&ricos , 
pero , evidenteraente , para tres variables la discusi6n es mucho mas 
larga y complicada. Se demuestra en tratados avanzados que me- 
diante una transformacion apropiada de coordenadas, se puede transfor- 
mar la ecuaci6n ( 1 ) de manera que tome una de las dos formas tipo : 

(I) Mx l + Ny* + P*= R, 

(II) Mx* + Ny' = Sz. 

Las superficies del tipo (I) tienen un centro de simetria , el origen , y 
por esto se llaman cuddricas con centro . Las superficies del tipo ( II ) 
no tienen centro de simetria y se llaman, por lo tan to, cuddricas 
sin centro. 

En la pagina siguiente se da, en forma de tabla, una clasificacidn de 
las superficies representadas por ecuaciones de los tipos (I) y (II). 
La naturaleza de estas superficies dependera, naturalmente , de los 
coeficientes , de los cuales uno o mas pueden ser cero . Debe obser- 
varse , sin embargo , que el numero de tales coeficientes nulos es limi- 
tado , porque , como hemos anotado previamente ( nota 2 del teo- 
rema 11 , Art. 138) , el grado de una ecuacidn no se altera por una 
transformacitin de coordenadas en el espacio . 

Por una simple observacitin de estas dos tablas vemos que , si uno 
o mas coeficientes son cero , el lugar geom&rico , si existe , esta entre 
las superficies que hemos estudiado previamente . Estos lugares geo- 
m6tricos incluyen las superficies del cilindro y cono rectos y a ciertas 
formas degeneradas que constan de dos pianos diferentes , dos pianos 
coincidentes (o un solo piano), dos pianos que se cortan, una sola 
recta (una forma llmite de un cilindro) , y un pun to . 

Si ningun coeficiente es cero, las tablas muestran que el lugar 
geomgtrico , si existe , es una superficie de la cual no hemos discutido 
anteriormente ningun detalle . Estas superficies son las tres cuadricas 
con centro : el elipsoide y los hiperboloides de una y dos hojas , y las 
dos cuadricas no centrales : los paraboloides eliptico e hiperbdlico . 

140. Cuadricas con centro. Vamos a considerar ahora las cud- 
dricas con centro , representadas por la ecuacidn 

M x* + Ny % + Pz* = R, 

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero. Podemos enton- 
ces escribir esta ecuacion en la forma 

x 2 » 2 2 s 
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Clasificacidn de las cuadrlcas 
TIPO (I) . Mx 1 + Ny 1 +Pz* - R 
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COEFICIENTES 


LUGAR GEOMETRICO 






R* 


M. N. P 






Todos positivos 


Elipsoide 




Todos negativos 


Ninguc lugat geomeuico 




Dos positivos, uno negativo 


Hiperboloide de una hoja 




Uno positive dos negativo* 


Hiperboloide de dos hojas 


>0 


Uno cero. dos positivos 


Cilindro eliptico (o circular) recto 




Uno cero, dos negativos 


Ningun lugar geometrico 




Uno ceto, nno positivo, uno ne- 






gativo 


Cilindro hiperb61ico tecto 




Dos cero, nno positivo 


Dos pianos paralelos diferenteg 




Dos cero, uno negativo 


Ningun lugar geometrico 




Todos del mismo signo 


Un solo punto, el origen 




Dos positivos, uno negativo 


Cono recto 


-0 


Uno ceto, dos del mismo signo 


Todos los puntos sobre un eje co- 
ordenado 




Uno cero, dos de signos contrarios 


Dos pianos que se cortan 




Dos cero 


Un piano coordenado (dos pianos 
coincidentes) . 



* Cuando R <0, se invierten los signos de los coeficientes Af, N y P; los 
lugares geometricos correspondientes estaran dados enronces como para R > 0. 

TIPO (II) . Mx 3 + Ny 2 - Sz 



COEFICIENTES 


LUGAR GEOMETRICO 


S" 


M, N 


>0 


Del mismo signo 
Signos opuestos 
Uno cero 


Paraboloide eliptico 
Paraboloide hiperbolico 
Cilindro parabdlico recto 


-0 


Del mismo signo 

Signos opuestos 
Uno cero 


Todos los puntos sobre un eje co- 
ordenado 

Dos pianos que se cortan 

Un piano coordenado (dos pianos 
coincidentes) 



•• Cuando S < 0, se invierten los signos de los coeficientes M y N; los 
lugatet geometricos correspondientes estaran dados entonces como para S > 0. 
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llamada forma candnica de una cuddrica con centro. Como para las 
secciones cdnicas , veremos que es mas sencillo estudiar las cuadricas a 
partir de las formas cantfnicas de sus ecuaciones . De la ecuaci6n ( 1 ) 
se deduce que cada cuadrica con centro tiene tree pianos de simetrfa 
(los pianos coordenados) Uamados pianos principales , tres ejes de si- 
metrfa (los ejes coordenados) Uamados ejes principales, y un centro 
de simetrfa (el origen) llamado centro de la superficie. 

Si todos los coeficientes en la ecuaci<5n ( 1 ) son negativos , no hay 
lugar geom&rico . Por tanto , solamente quedan tres cases por consi- 
derar , segun que el numero de coeficientes positivos sea tres , dos o 
uno . Tenemos entonces los tres siguientes tipos de superficies : 

a) Elipsoide — todos los coeficientes positivos . 

b) Hiperboloide de una hoja —dos coeficientes positivos, uno 
negativo . 

c) Hiperboloide de dos hojas — un coeficiente positivo , dos ne- 
gativos . 

a) Elipsoide. La forma candnica de la ecuacidn del elip- 
soide es 






(2) 



Podemos discutir esta ecuacion de acuerdo con los m£todos del Ar- 
tfculo 129 . Las intercepciones con los ejes X , Y y Z son ± a , ± b 

y ± c , respectivamente . Los seis pun- 
tos de interseccidn del elipsoide y los ejes 
coordenados se Hainan vertices. En la 
figura 188 se ban designado por las 
letras A, A', B, B> y C, C Si 
a > b > c , los segmentos A A' , BB' y 
CC se llaman, respectivamente, eje 
mayor, eje medio y eje menor del elip- 
soide. 

Todas las trazas sobre los pianos co- 
ordenados son elipses . 

La superficie es simStrica con respecto 
a todos los pianos coordenados , a todos los ejes coordenados , y al 
origen . 

Todas las secciones del elipsoide hechas por los pianos paralelos a 
los coordenados son elipses dentro de los limites de la superficie, que es 
cerrada y esta contenida en su totalidad dentro del paraleleplpedo que 
tiene por caras los pianos a; = ± a , j/ = ± 6 y ;■ ±c. 




Fig. 188 



SUPERFICIES 429 

Si dos cualesquiera de los coeficientes en la ecuacion (2) son igua- 
les, la superficie se llama elipsoide de revolution. En particular, si 
a > b y c = b , tenemos el elipsoide alargado , una superficie de revo- 

lucion que se obtiene haciendo girar la elipse — ^ + -#5 -• 1 , 2 = 0, en 

torno de su eje mayor . Tambien , si o>i>y c = o, tenemos el elip- 
soide achatado o esferoide , que es una superficie de revolution que se 

obtiene haciendo girar la elipse — + 4j»l,2 = 0,en torno de su 

eje menor . Si a — b = c , la superficie (2) es una esfera de radio a ; 
luego , la superficie esf6rica es un caso especial del elipsoide . 

b) Hiperboloide de una hoja. Una forma canonica de la ecuacidn 
del hiperboloide de una hoja es 

* + £-£ = ! ( 3) 

a* + b* c* • {i) 

Las otras dos formas can6nicas son 

a* b* T c* y a i+ b*^ c* 

Nuestra discusitin de la ecuacion (3) servira tambien para estas dos 
ultimas formas , ya que las tres superficies difieren solamente en sus 
posiciones con relation a los ejes coordenados . 

Las intercepciones con los ejes X y Y son ± a y ± b , respecti- 
vamente . No hay intercepciones con el eje Z . 

Las trazas sobre los pianos XY , XZ y YZ son , respectivamente , 

la elipse — j + -7-5=1, 2 — , la hiperbola — j — — = 1 , y = , y la 

hiperbola |j — — = 1,3=0 

La superficie es sim&rica con respecto a todos los pianos coordena- 
dos , ejes coordenados y al origen . 

Las secciones de la superficie por pianos paralelos al XY son las 
elipses 

' % + $-!+%.— >■ (4) 

De las ecuaciones (4) se deduce que, a medida que k aumenta de 
valor , estas elipses aumentan de tamano . Se sigue , ademas , que la 
superficie no es cerrada sino que se extiende indefinidamente . En 
la figura 189(a) aparece una parte de la superficie, y se dice que se 
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extiende a lo largo del eje Z. Cualquier hiperboloide de una hoja 
se extiende a lo largo del eje coordenado correspondiente a la variable 
cuyo coeficiente es negaiivo en la forma can6nica de su ecuacidn . 

Si en la ecuacidn (3) es a = b , la superficie es un hiperboloide de 
revoluci&n de una hoja que puede engendrarse haciendo girar la hip6r- 

bola T5 — — = 1 , x = , en torno del eje Z . (V6ase el ejemplo 2 

del Artfculol36.) 





Fig. 189 



Vamos a comparer ahora la ecuacidn (3) con la ecuacidn 



a 2 



— +-S-- — = 



(5) 



que representa una superficie c6nica de segundo grado con eje en el 
eje Z. Si cortamos cada una de las superficies (3) y (5) por el pia- 
no y = tnx, la curva de interseccidn para el hiperboloide (3) es la 
hipgrbola 

y para el cono (5) es el par de rectas que se cortan 
/ 1 , m s \* z . 



= tnx. 



(7) 
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Para todos los valores de m, las rectas (7) son las aslntotas de la 
hiperbola (6). Ademas, las hiperbolas (6) estan sobre el hiperbo- 
loide (3), y las rectas (7) estan sobre la superficie (5) para todos 
los valores de m. Vemos, entonces, que la superficie (5) guarda una 
relacidn con el hiperboloide (3) analoga a la que guardan las aslntotas 
con una hipgrbola , y que el hiperboloide se aproxima mas y mas a la 
superficie c6nica a medida que ambas superficies se alejan mas y mas 
del origen. Por esto, la superficie (5) se llama cono asintdtico del 
hiperboloide (3). En la figura 189(a) aparece una porci6n de 
este cono. 

Escribamos ahora la ecuaci6n (3) en la forma 

Descomponiendo los dos miembros en factores , resulta : 

(f+t)(^-f)-0+i)0-i). <« 

Ahora es facil ver que la ecuacidn (8) puede obtenerse eliminando el 
parametro k de cualquiera de las dos siguientes familias de rectas : 

7+f-*( 1+ *)- *(f-f)-'-i. < 9 » 

Por tanto (Art. 137), el hiperboloide de una hoja es una superficie 
reglada engendrada por una de estas dos familias de rectas . Cada una 
de las familias de rectas (9) y (10) se llama un haz alabeado de 
segundo orden o regulus del hiperboloide (3) . Puede demostrarse que 
por cada punto del hiperboloide pasa una y solamente una generatriz 
de cada haz. Algunas de estas generatrices aparecen en la figu- 
re 189(6). 

c) Hiperboloide de dos hojas. Una forma candnica de la ecuacidn 
del hiperboloide de dos hojas es 

^-£-i-l (11) 

Como para el hiperboloide de una hoja , hay otras dos formas candni- 
cas, siendo la discusidn de la ecuaci6n (11) representativa de todas 
las formas . 
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Las intercepciones con el eje X son ± o . No hay intercepciones 
con los ejes Y y Z . 

Las trazas sobre los pianos XY y XZ eon , respectivamente , las 



V* 



hiperbolas — i - 4^ 



1, z = y ^ — ^y = l,y=*0. No hay traza 
u c 

sobre el piano YZ . 

La superficie es sim£trica con respecto a todos los pianos coordena- 
dos , ejes coordenados y al origen . 

Las secciones de esta superficie por pia- 
nos paralelos al YZ son las elipses 







*" 1 ' V 



*-Z 



siempre que | k | > a . Para i= ±o, te- 
nemos solamente los dos puntos de inter- 
section con el eje X, (±o, 0, 0). Para 
yalores de k comprendidos en el intervalo 
— a < k < a, no hay lugar geom&rico . 
De esto se sigue que la superficie no es 
cerrada sino que esta compuesta de dos 
hojas o ramas diferentes que se extienden 
indefinidamente . Una porcidn de la super- 
ficie aparece en la figura 190 , en donde los 
ejes coordenados han sido colocados de ma- 
nera que el dibujo resulte m&s claro. Se 
dice que la superficie se extiende a lo largo 
del eje X. Cualquier hiperboloide de dos hojas se extiende a lo lar- 
go del eje coordenado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es 
positivo en la forma canonica de su ecuacidn . 

Si en la ecuaci6n (11) b — c, la superficie es un hiperboloide de 
revolucidn de dos hojas que puede engendrarse haciendo girar la hip6r- 

x 2 v 2 
bola — — -p = 1 , z = 0, en torno del eje X . (Vease el ejemplo 1 

del Artlculo 136 . ) Como para el hiperboloide de una hoja , podemos 
demostrar que un hiperboloide de dos hojas tiene tambten un cono 
asintdtico. Para la superficie (11) , la ecuacion de este cono es 



6 2 



--£--=7-0. 



Una porci6n del cono aparece en linea de trazos en la figura 190 . Para 
el hiperboloide de dos hojas cuya ecuaci6n en su forma can6nica es 






(12) 



SUPERFICIES 433 

la ecuaci<5n de su cono asinto'tico es 

o» ^ V c 2 " ' 

que es el cono asint6tico (5) del hiperboloide de una hoja (3). 
Cuando un hiperboloide de una hoja y un hiperboloide de dos hojas 
tienen un cono asinWtico comun , se llaman , apropiadamente , hiper- 
boloides conjugados . (Ver el Artlculo68.) Asf, las superficies (3) y 
( 12) son hiperboloides conjugados. 

141. Cuadricas sin centre En este artlculo consideraremos las 
cuadricas sin centro representadas por la ecuaci6n 

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero . Fodemos enton- 
ces escribir esta ecuaci6n en la forma 

llamada forma ordinaria o cdndnica de una superficie cuddrica sin 
centro. De la ecuacion (1) se deduce que las cuadricas sin centro 
tienen dos pianos de simetrfa (los pianos YZ y XZ) llamados -pianos 
principahs, un eje de simetrfa (el eje Z) llamado eje principal, pero 
ningun centro de simetrfa . 

Atendiendo a las diversas combinaciones posibles de signos en la 
ecuaci6n ( 1 ) , se deduce que , en esencia , existen solamente dos tipos 
diferentes de superficies , a saber : 

a) Paraboloides elfpticos (aquellos en que los coeficientes de los 
terminos de segundo grado son del mismo signo) . 

b) Paraboloides hiperb<5licos (aquellos en que los coeficientes de 
los terminos de segundo grado son de signos contrarios) . 

a) Paraboloide eliptico. Una forma candnica de la ecuacion del 
paraboloide eliptico es 

Las otras dos formas can6nicas son — : + tt = cy y i + Ti •■ °* • 

a* b* a o* 

Para cada forma podemos tener dos variaciones segun que c sea posi- 
tivo o negativo. Nuestro estudio de la ecuacion (2) sera represen- 
tative de todas las formas . 

La superficie pasa por el origen . No hay otras intercepciones con 
los ejes coordenados. 
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Las trazas sobre los pianos XY , XZ y YZ son , respectivamente , 
el origen , la parabola — = cz , y — 0, yla parabola -rj = cz , x — 0. 

La superficie es sim^trica con respecto a los pianos YZ y XZ y 
con respecto al eje Z . 

Las seccjones de las superficies por pianos paralelos al XY son las 
curvas 



*! + l! = CJfc Zmak 



(3) 




*-r 



Estas curvas son elipses si c y k son del mismo signo ; si c y & tienen 
signos contrarios , no hay lugar geom£trico . Si tomamos c como posi- 

tivo , k debe ser positivo , y a medida 
que k aumenta de valor , las elipses (3) 
crecen en tamano a medida que los pia- 
nos de corte se alejan mas y mas del 
piano XY . Evidentemente , pues, la 
superficie no es cerrada sino que se ex- 
tiende indefinidamente , alejandose del 
piano XY . Se ve facilmente que las 
secciones de la superficie por pianos 
paralelos a los pianos XZ y YZ son 
parabolas cuyos vertices se alejan del 
piano IK a medida que se toman los 
pianos de corte m&s y mas lejos de es- 
tos pianos coordenados. 
Una portion de la superficie , en el caso de ser c positivo , aparece 
en la figura 191 . Si c es negativo la superficie esta en su totalidad 
abajo del piano XY . Se dice de cada superficie que se extiende a lo 
largo del eje Z. Cualquier paraboloide eliptico se extiende a lo largo 
del eje coordenado correspond iente a la variable de primer grado en la 
forma candnica de su ecuacion . 

Si en la ecuacidn (2) es a — b, la superficie es un paraboloide 
de revolucidn que puede engendrarse haciendo girar la parabola 

■2- = cz , x = 0, en torno del eje Z. (V&ise el ejemplo 1 del Ar- 

tfculol30.) 



Fig, 191 



b) Paraboloide hiperbdlico. 
del paraboloide hiperbolico es 



Una forma can6nica de la ecuacion 



ar 6* 



(4) 
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Nuestra discusidn de la ecuacidn (4) sera representativa de las otra3 

dos formas candnicas . — ; — -n — cy y ■== — -r: = ex. Hay dos va- 

a z b' a b 

riaciones para cada forma , segun que c sea positivo o negativo . 

La superficie pasa por el origen . No hay otras intercepciones con 
los ejes coordenados . 

Las trazas sobre los pianos XY , XZ y YZ son, respectivamente , 

X 11 2* 11 

las rectas que se cortan r--r-=0, 2 = 0. y — — -f- =- , « = : 

n a b ' J a b ' 

x 2 u 2 

la parabola — = cz , y = , y la parabola -jjj = — cz , x — . 

La superficie es sim^trica con respecto a los pianos YZ y XZ y 
al eje Z . 

Las secciones de la superficie por pianos paralelos a , pero no coin- 
cidentes con , el piano XY son las hipe'rbolas 

rr 2 « 2 
a 2 o 2 

Evidentemente , a medida que k crece nume>icamente , las ramas de 
estas hip^rbolas se alejan mas y mas del eje Z . Por tan to , la superfi- 
cie no es cerrada , sino que se extiende indefinidamente . 

Las secciones de la superficie por pianos paralelos al XZ son las 
parabolas 

x 2 k* 

las cuales se abren hacia arriba o hacia abajo segun que c sea positivo 
o negativo . 

Las secciones de la superficie por pianos paralelos al YZ son las 
parabolas 

y* fc ! 

"TJ = — C2 + — j, x = k , 



las cuales se abren hacia abajo o hacia arriba segun que c sea positivo 
o negativo . 

Una porci6n de la superficie aparece en la figura 192(a) para el 
caso en que c es negativo . La superficie tiene la forma de una silla 
de montar y se dice que se extiende a lo largo del eje Z . Todo para- 
boloide hiperboMico se extiende a lo largo del eje coordenado corres- 
pondiente a la variable de primer grado en la forma can6nica de su 
ecuaci6n. 
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Evidentemente , el paraboloide hiperboJico nunca puede ser una 
superficie de revolucidn . La ecuacion (4) puede escribirse en la forma 



(f+*)(f-f) — 



de la cual vemos que la ecuacidn de la superficie puede obtenerse 
eliminando el parametro k de cualquiera de las dos siguientes familias 
de rectas , o haces alabeados , 



a b ' 



oft*' 



»(f-*) — 





*-r 



Fig. 192 

Por tan to, como para el hiperboloide de una hoja (Art. 140), el 
paraboloide hiperbdlico es una superficie reglada engendrada por cualquiera 
de los dos haces alabeados . (Vease el ejemplo 2 del Art . 137 . ) Puede 
demostrarse que por cada punto del paraboloide hiperbdlico pasa una 
y solamente una generatriz de cada haz . Algunas de estas generatrices 
aparecen trazadas en la figura 192(b) . 

EJESOIOIOS. Orupo 67 



1. DUcntir y repiMcntar grificamentc cada una de la* superficie* del ti- 
po (I) (Act. 139) coando uno o mi* dc lot coeficiente* *on naloa. 

2. Dar una di*ca*i6n completa del eliptoide alargado cuya ecuaci6n es 

1, a > b. Conjtrnir la superficie. 



r 2 ,,2 ,2 

— + ■*- + — 



b 2 ' b* 
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3. Dar ana discasi6n compleca del elipsoide achatado cnya ecaaci6n es 

» """ b* 
Constrnir la superficie. 



*•» <l» 7* 



En cada uno de los ejercicioj 4-7, discutir y constrnir cl elipsoide cnya ecua- 
cidn se da. 

4. *! + j£ + 4!-l. 6. 36*« + V + 4z» - 36. 

4 9 1 

5. £l + j£ + -^-l. 7. 4*» + j/» + z» - 8* - 0. 

8. Hallai c identificar la ecuaci6n del lugar geome'trico de an panto qae se 
maeve de tal manera que la suma de lo» cuadrados de sus distancias a lot ejes 
X y Y es siempre igaal a 4. Constrnir la superficie. 

9. En Calcnlo infinitesimal se demuestra que el volamen limitado por on 
elipsoide es igual a jinabc, siendo a, b y c los semiejcs. Hallese el volamen 
limitado por el elipsoide 4x* + 3y* + 2z* - 8x + \ly + 4 - 0. 

10. Dar ana discnsion completa del hiperboloide de ana hoja cuya ecaaci6n 

es £— — 5L + — — 1. Constrnir la superficie y so cono asintotico. 
o 3 6* c* 

11. Dar ana discasi6n completa del hiperboloide de dos hojas cnya ecuaci6n 
xl _ yf , _2| 

a 2 b" + c 2 



es 2-t — ~-\ — r-+l = 0. Construir la superficie y so cono asintotico 

/i« ft" r* 



En cada uno de los ejercicios 12-17, discutase y construyase el hiperboloide 
cuya ecuaci6n se da. Construyase tambien sa cono asintotico. 

12. 



1 ^ 4 


-*-• 


14. 
15. 


x 3 + y 2 - 7z i - 4. 
x l + y 2 - lz 2 + 6 - 0. 


x 2 y 2 
1 ~ 4 ' 


.*-,. 


16. 
17. 


lx" - ly* + z 3 - 6. 
lx 2 - y 2 + 8z* + 8 - 0, 



13. 

18. Construir los hiperboloidet conjugados qae tienen a la superficie 
x 2 + y 2 — z 2 — por cono asintdtico comiin. 

19. Hallar las ecuaciones de cada haz alabeado del hiperboloide 

x* -4y 2 +2z 2 - 1. 

y demostrar que eitas rectas se cortan. 

20. Hallar la ecuaci6n del hiperboloide de revoluci6n de ana hoja engendra- 
do por la rotacidn de la recta y — 2, z — jc, en torno del eje Z. Constrnir 
la superficie. 

21. Hallar la ecuacion can6nica de ana cuadrica con centro, si la superficie 
pasa por el punto (1, 1. — 1) y por la curva 4y l +2z 2 = 3, x ~ 2. Cons- 
trnir la superficie. 

22. Discutir e ilustrar cada ana de las superficies del tipo (II) (Art. 139) 
cuando uno o dot de los coeficientes son nnlos. 

23. Dar una discusidn completa del paraboloide eliptico cnya ecaaci6n 

x 2 z 2 

es — - H — - ~ cy. Constiuir la superficie para c > y tambien para c < 0. 
o* b 3 
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24. Dai una discusi<Sn completa del pataboloide hiperb<51ico cuya ecuacion 

es £-—■ — = cy. Construir la superficie paia c > y tambien pata c < 0. 
o 2 6' 

En cada uno de los ejetcicios 25-30, estudiar y construir el pataboloide cuya 
ecuacion se da. 

25. x 1 + 2z» - 4y. 27. 9x» + 4z> + 36y = 0. 

26. x'-y* + z-0. 28. 4[/» + z» + 2x - 0. 

29. x 1 + y* - 4x - by - 18z + 13=0. 

30. x 2 - !/» - 2x + 4j/ + 2 - 6 - 0. 

31. Hallat las ecuaciones de cada uno de los haces alabeados del pataboloide 
hiperb61ico x a — y 2 = 4z, y demostrar que estas rectas se cortan. 

32. Hallat la ecuacion canonica de una cuadtica sin centto, si la superficie 
se extiende a lo largo del eje Z y pasa pot los puntos (2, 1, 1) y (4, 3, — 1) . 
Constiuit la snpetficie. 

33. Las dos superficies iL — iL = 1 y i .£_=. 1 se Hainan cilindcos hi- 

a 1 b* b* a* 

perbdlicos conjugados. Demostrat que ambas superficies son asint6ticas a los 

pianos que se cottan — +— = y — — -M. « 0. Estos pianos se llaman, 
a b a b 

apropiadamente, pianos asintdticos comunes de los cilindros. Construyanse los 

cilindtos y sus pianos asintoticos. 

34. Demostrar que el paraboloide hiperb61ico ~ — V-^cz es asintotico 

a 3 b* 

a los pianos que se cottan — -| — ^- = y — — M. ** 0. Estos pianos son 11a- 

a b a b 

mados, apropiadamente, pianos asintoticos. Construyase la superficie y sus 

pianos asintoticos. 

35. Demostrar que las rectas de cada faaz alabeado del pataboloide hiperb6- 

lico 2— _ M— = cz son paralelas a cualquiera de sus pianos asintoticos (ejer- 
a* b* 

cicio 34) . 

Los ejercicios 36-39 se refieren al sistema de cuddticas con centto 

"> .+ *-l. (5) 



a 1 + k b* + k ' c* + k 

en donde a>b>c>0ytl parametro h puede tomar todos los valotes reales 
ezcepto — a*. — £>*, — c', y cualquier valor menor que - a*. Este sistema es 
analogo al sistema de c6nicas con centto (homofocales) discutido en el Art. 77. 

36. Para ft > — c 2 . demuestrese que la ecuaci6n (5) teptesenta un sistema 
de elipsoides cuyas trazas sobte el piano XY son todas elipses que tienen los fo- 
co» comunes (* V a» - b* ,0, 0) . 

37. Para — b* < k < — c*. demuestrese que la ecuaci6n (5) representa un 
sistema de hipetboloides de una hoja cuyas trazas sobte el piano XV son todas 
elipses que tienen los focos comunes (=*= \/o J — b 1 , 0, 0) . 

38. Para — a* < k < — b 2 , demue'strese que la ecuacion (5) teprcsenta un 
sistema de hipetboloides de dos hojas cuyas trazas sobte el piano XY son todas 
hipfrbolas que tienen los focos comunes (=*= V a* — b 2 , 0, 0) . 
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39. Los resultados de los ejercicios 36-38 mucstran que las trazas del siste- 
ma (5) sobre el piano XY . para todos los valores permisibles de/t, son conicas 
homofocales (Att. 77). Demuestrese que se vetifican resultados semejantes 
para las trazas sobre el piano XZ y tambien para las trazas sobre el piano YZ 
de los elipsoides e hiperboloides de una hoja solamentc, no habiendo ninguna 
traza sobre el piano YZ para los hiperboloides de dos hojas. En vista de esta 
ptopiedad, se dice que la ecuacion (5) representa un sistema de cuddricas homo- 
focales. 

40. Establecer y demostrar un resultado analogo al del ejercicio 39 para el 
siltema de cuddricas sin centto 

2z +k. 



a' + k ' b* + k 
las cuales, por esto, se Daman paraboloides homofocales. 



CAPITULO XVII 
CURVAS EN EL ESPACIO 

142. Introdacclin. En e! Capitulo XV bicimos un estudio de la 
recta en el espacio . En este capftulo extenderemos nuestro estudio al 
problema mis general de la investigation de cualquier curva en el 
espacio . Vimos que una recta en el espacio esta representada analiti- 
camente por dos ecuaciones independientea , que son las ecuaciones de 
doa pianos diferentes cualesquiera que pasen por la recta . Analoga- 
meiite, una curva en el espacio puede representarae analiticamente 
por dos ecuaciones independientea, las ecuaciones de doe superficies 
diferentes cualesquiera que pasen por la curva, Segun eeto , vamos a 
eatableoer la siguiente 

Definici6n . La totalidad de los puntos , y solammte de aquellos 
puntos , cuyas ooordenadas satisfacen simultaneamente dos ecuaciones 
reetangulares independientea se llama curva del evpacio . 

Geom&ricamente , una curva del espacio es la intersecci<5n de las 
dos superficies diferentes representadas por las ecuaciones que la 
definen. 

Si todos los puntos de una curva en el espacio eatan en un piano , 
se llama curva plana; en caao contrario , se llama curva aAabeada . 

El estudiante debe obeervar que un par de ecuaciones rectangulares 
no representan necesariamente una curva del espacio . Asi , las eeua- 
cionea x 2 + y* + z 1 =■ 4 y ** + y 2 + 2* =* 9 no representan una cur- 
va , porque , analiticamente , eatas dos ecuaciones no tienen ninguna 
aolucidn comun, y geometricamente , como representan dos esferas 
ooncentricas , no bay curva de intersection . Tambien , si dos superfi- 
cies tienen Bolamente un punto es comun , no consideraremos que 
definen una curva en el espacio . 

Se anotd previamente (Art. 123) que las ecuaciones que definen 
una recta en el espacio no son unicas , y que una recta puede repre- 
sentarse analiticamente por Us ecuaciones de dos pianos diferentes 
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cualesquiera que pasen por ella . Veremos ahora que este importante 
concepto se aplica a las curvas del espacio en general . 

Consideremos una curva del espacio cualquiera dada por la inter- 
seccidn de dos superficies diferentes cuyas ecuaciones , en forma sim- 
bdlica , pueden escribirse brevemente 

u = 0, » = 0. (1) 

Con estas ecuaciones formemos la ecuacidn 

u + Jfco^O, (2) 

en la que k es una constante o parametro que puede tomar todos los 
valores reales. Evidentemente , si la ecuaci6n (2) representa un lugar 
geome'trico, se trata de una superficie (Art. 128). En particular, 
cualquier soluci6n comun de ambas ecuaciones (1) es tambien una 
soluci6n de la ecuaci6n (2) . Por tan to , para cada valor del parame- 
tro k, la ecuaci6n (2) representa una superficie que pasa por la 
curva ( 1 ) . (Vease Art . 77 . ) Este concepto es de tal importancia en 
la teoria de las curvas del espacio que lo anotaremos en la forma del 
siguiente 

Teorema . Para todos los valores del pardmelro k , {a ecuacidn 

u + kv = 

representa una familia de superficies cada una de las cuales pasa por la 
curva 

u -- , v = . 

La importancia del teorema anterior esta en el hecho de que a 
partir de las ecuaciones dadas de una curva del espacio frecuentemente 
es posible obtener un par de ecuaciones mas simples o mas utiles que 
la definan . Tendremos ocasi6n de usar este hecho mas adelante (Ar- 
tfculo 145). 

Debe observarse que nuestro estudio de las curvas del espacio se 
limitara solamente a su construcci6n . La investigacidn y determina- 
ci6n de las propiedades de la curva general del espacio requiere me'to- 
dos avanzados que quedan fuera del programa de un curso elemental 
de Geometria analftica . 

143. Curvas planas en el espacio. Comenzaremos nuestro estudio 
de la construcci6n de las curvas del espacio considerando el caso mas 
sencillo de una curva plana. Ya nemos estudiado algunos ejemplos 
especiales de tales curvas como trazas de una superficie sobre los 
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pianos coordenados y como secciones de una superficie por pianos 
paralelos a un piano coordenado . Asi , las ecuaciones 

* g + tf s = 4, « = 2 

representan una circunferencia contenida en el piano z = 2. Esta 
curva puede considerarse tambien como la intersecci6n de la superficie 
del cilindro circular recto x* + y* = 4 con el piano z = 2 . Evidente- 
mente , las curvas planas de este tipo pueden trazarse por los mGtodos 
de la Geometrla analitica plana. 

Vamos a considerar la construcci6n de una curva contenida en un 
piano no paralelo a , ni coincidente con , un piano coordenado . Sea C 
dicha curva , y consideremosla definida como la intersection de una 
superficie curva S y un piano 5 . Para construir C debemos obtener 
un medio para determinar la localizaci6n de cualquier punto de la 
curva . Esto puede hacerse trazando primero un piano , digamos 5' , 
paralelo a uno de los pianos coordenados y tal que corte a C . El piano 
8' cortara a S en una curva, digamos C, y a 8 en una recta, diga- 
mos l'. La intersecci6n de C y I' es, evidentemente , un punto de 
la curva C . 



(1) 



EJemplo. Construir aquclla porci6n de la curva 

C: x' -4y 2 -4z 2 + 4 = 0, x - y 

que esti en el primer octante. 

Solncidn. La primera ecuacidn representa un hiperboloide de rcvoluci6n 5 
de una hoja (fig. 193) que se extiende a lo largo del eje X, y la segunda un 

piano 6 perpendicular al XY y que 
pasa por el eje Z. En la figura 193 apa- 
recen las porciones de estaa superficies 
que estan en el primer octante. 

La intersecci6n de 5 con el eje Z es 
el pnnto A. que, por tanto, esta tam- 
bien sobre 8. Luego A es un punto de 
la curva C; sus coordenadas se encuen- 
tran facilmente y son (0, 0. 1). Las 
trazas de 5 y 8 sobre el piano XY son, 
> y respectivamente, la hiperbola 




l 4 



1, 



= 0, 



Fig. 193 



y la recta x « y, z =• 0; su interseccion 

b(%V1, %VT,o) 

es tambien un punto C. 

Paia localizar cualquier otro punto 
de C, consideremos un piano 6' paralelo 
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al piano yZ; este piano corta a S en C que es un cuadrante de circunferencia, 
y a 8 en /' que es una recta paralela al eje Z . La intetsecci6a de C' y /' «s un 
puato P de C. Analogamente, considerando otros pianos paralelos al YZ, 
podemos obtener pantos adicionales de la curva C, que aparece en linea grnesa 
en la figura 193. Como C es, evidentemente, una curva cerrada, sera intere- 
sante para el estudiante el construir la curva completa. 



144. Curva de intersecci6n de las superficies de dos cilindros rectos. 
Vamos a considerar ahora el problema de la construccidn de la curva 
de interseccidn de las superficies de dos cilindros rectos. Este problema 
es importante porque es muy util en la construccidn de cualquier curva 
del espacio , como veremos en los dos artlculos siguientes . 

El tipo de superficie que consideraremos aqui es la cilindrica recta , 
cuyas generatrices son perpendiculares a un piano coordenado. La 
curva de interseccidn de tales superficies cilindricas puede obtenerse por 
el m^todo explicado en el Articulo 143 . En efecto , se puede trazar un 
piano paralelo a uno de los pianos coordenados y tal que pase por una 
generatriz de cada cilindro , la interseccion de las dos generatrices es 
un punto de la curva de intersecci6n . 

Ejemplo. Construir la curva de interseccion de las superficies cilindricas 



jc a + z» = 1 y y* 



Ax. 



—Ax 



SoluciOn. La primera ecuacion (teorema 6, Art. 133) representa la super- 
ficie de un cilindro circular recto cuyas generatrices son perpendiculares al pia- 
no XT.. La segunda ecuacion repre- 
senta la superficie de un cilindro pa- 
rabolico recto cuyas generatrices son 
perpendiculares al piano XY. Por 
simplicidad, vamos a trazar sola- 
mente aquella porcion de la curva de 
interseccion que esta en el primer 
octante. El resto de la curva puede 
obtenerse despues por consideraciones 
de simetria. 

Las partes de los dos cilindros que 
estan en el primer octante aparecen 
en la figura 194. Evidentemente, los 
puntos A(0, 0, 1) y B(l. 2, 0) 
estan sobre la curva de intersecci6n. 
Para obtener cualesquier otro punto 
de la curva, hacemos pasar un pia- 
no 8 paralelo al piano YZ y que cotta al cilindro x* + z a = 1 en la genera- 
triz h paralela al eje V, y al cilindro y 2 ■» 4x en la generatriz h paralela al eje Z. 
La intersecci6n de h y U es entonces un punto P de la curva de intersecci6n. 
Analogamente podemos obtener tantos puntos como queramos de la curva, la 
cual aparece en el primer octante trazada en linea gruesa. El resto de la curva 
puede trazarse facilmente por consideraciones de simetria. 




Fig. 194 
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EJERCICIOS. Grupo 68 

En cada uno de los ejercicios 1-12, construir la curva plana de intersecci6n de 
las dos superficies cuyas ecuaciones se dan. 



1. 


x» 4- y 1 + z» - 16, z - 2. 




6. 6*»-3y» + 2z»-6, 2x-z. 


2. 


2x» 4- y* + 2z» - 4, y-1. 




7. x* + z - 4 - 0, y = 3z. 


3. 
4. 

5. 


3x*-2y»-z»+6-0. x-3. 
x» + y J + z J - 9. y - 2x. 
x* + {/* ~ 1. J/ = z. 




8. x 2 + y» + z* -=4. x+y-1. 

9. tf 2 + z* - 1. x + z - 1. 




10. x 3 - 4y* - 4z* 


-0. 


3x+2y- 6. 




11. x i +y*-4. x + y 


- z - 0. 




12. x* + y* + z' - 


9. x 


+ y + z - 4. 



En cada uno de los ejercicios 13-25, construir la curva de interseccidn de las 
superficies cilindricas rectas cuyas ecuaciones se dan. 



13. 


*» + {/»- 1. 


x'+z* - 1 


14. 


y" + z* - 4, 


*' + «'« 4 


15. 


*» + z» = 4, 


AC 2 «■ {/. 


16. 


*» + y» - 4, 


y» + z - 4. 


17. 


x» + z - 3, 


y* + z» - 9. 


18. 


y* + * - 4, 


y 2 + z - 4. 


19. 


y» + x - 3, 


x» + z - 9. 



20. 


y 1 + x - 4. y* - 4z - 0. 


21. 


x> + z>-l. 3x» + y»-12. 


22. 


x*+y»-4y-0. y»+9z*-9. 


23. 


X X + Z X - 2, y» + z - 4. 


24. 


y = x'. 4y* + z* •» 4. 


25. 


y*+*X-l. x 2 + z-l. 



145. Cillndros proyectantes de una curva del espacio. Por el teo- 
rema del Articulo 142 vemos que hay una infinidad de pares de superfi- 
cies diferentes que con su intersecci6n definen a una curva del espacio . 
Vamos a considerar ahora un par especial que es muy dtil en la 
construccidn de curvas del espacio. Se seleccionan tres combinacio- 
nes lineales de dos ecuaciones que definan una curva del espacio, 
tales , que cada combinaci6n carezca , respectivamente , de una de las 
tres variables x, y y z. Este proceso consiste evidentemente en 
la eliminacidn sucesiva de una variable entre las dos ecuaciones que 
definen la curva . Como cada una de las ecuaciones resultantes carece 
de una variable, se sigue, por el teoreraa 6 del Artfculo 133 , que cada 
ecuacion representa la superficie de un cilindro recto cuyas generatrices 
son perpendiculares al piano coordenado en que no se mide esa varia- 
ble. Ademas, como cada superficie cilindrica tiene a la curva del 
espacio como directriz , se les llama , apropiadamente , cilindros pro- 
yectantes de la curva . 

Vemos, entonces, que una curva del espacio tiene tres cilindros 
proyectantes, uno para cada piano coordenado. Se acostumbra, en 
consecuencia , hablar del cilindro proyectante de una curva sobre el 
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piano XY , sobre el piano XZ y sobre el piano YZ . Dos cualesquiera 
de bus tres cilindros proyectantes pueden emplearse para definir la 
curva del espacio. Vemos, ademas, que los pianos proyectantes de 
una recta en el espacio (Art. 125) son un caso especial de los cilindros 
proyectantes de cualquier curva del espacio . 

Ejemplo. Hallar e identificar las ecuaciones de los cilindros proyectantes de 
la curva cuyas ecnacionea son 

2x 2 + y 3 + 5z» - 22. 2x* - y* + 4z 2 - 14. (1) 

Solucl6n. Si eliminamos sucesivamente las variables x. y y z entre las dos 
ecnacionea de la curva (1), obtenemos, respectivamente, las ecuaciones 

2!/»+z 2 -8, (2) 

Ax 2 + 9z* « 36. (3) 

9y2 - 2*2 - 18. (4) 

Estas ecuaciones, tomadas en orden, representan los cilindros proyectantes de la 
cnrva (1) sobre los pianos YZ. XZ y XY. respectivamente. Las dos primeras 
superficies son cilindros elipticos; la tercera es nn cilindro hiperb61ico. 

La curva puede considerarse ya sea como la intersecci6n de las superficies re- 
presentadas por las ecuaciones (1) . nn elipsoide y un hiperboloide de una hoja, 
respectivamente, o como la intersecci6n de dos cualesquiera de sua tres cilindros 
proyectantes (2) , (3) y (4) . Es muy interesante el ejercicio de construir la 
curva partiendo de cada uno de estos dos puntos de vista. Asi se vera la gran 
simplicidad que se obtiene mediante los cilindros. Este tipo de problems sera 
estudiado en el siguiente articnlo. 

Examinemos ahora la curva de intersecci6n de las dos superficies de los dos 
cilindros circulates rectos 

* 8 + y a - 4. (5) 

y a + z* - 4. (6) 

Aqui tenemos ya dos de los cilindros proyectantes. Si aplicamos ahora el mitodo 
del ejemplo anterior y determinants la ecnaci6n del tercer cilindro proyectante. 
eliminando la variable y entre las ecuaciones (5) y (6) , obtenemos la ecuacion 

x 2 - z» - 0, (7) 

cnyo lngar geomettico consta de los pianos x + z "0y«- z=»0. Por tanto, 
la intersecci6n consta de dos cnrvas plana*, una contenida en el piano x + z m 
y la otra en el piano x — z m 0. Vemos aqni otra ventaja de determinar los 
cilindros proyectantes de una curva en el espacio; en este caso particular, nos 
conduce a descubrir el becho de que la interseccidn consta de dos curvas planas. 
Es muy instructive el construir la* curvas como la interseccidn de cada uno de 
los pianos (7) con cnalquiera de los cilindros (5) y (6) y comparar entonces 
esta construction eon la nsada en la solnci6n del ejercicio 14 del grupo68, Ar- 
ticnlo 144. 
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146. Construccidn de las curvas del espacio. En este articulo 
vamos a hacer un breve resumen de los m6fcodos que pueden emplearse 
en la construction de las curvas del espacio partiendo de las ecuaciones 
que la definen . Si una de las ecuaciones de una curva representa un 
piano , la curva es una curva plana y puede construirse como se discu- 
tid en el Articulo 143 . Si ambas ecuaciones de una curva representan 
cilindros rectos cuyas generatrices son perpendiculares a un piano coor- 
denado , la curva puede construirse como se bosquej6 en el Articu- 
lo 144 . Si las ecuaciones que definen la curva del espacio no caen bajo 
ninguno de estos dos casos , procedemos como se indic<5 en el Articu- 
lo 145, a saber, determinar las ecuaciones de los tres cilindros proyec- 
tantes y construir entonces la curva como intersecci6n de dos cuales- 
quiera de estos cilindros . El proceso en este ultimo caso consiste en 
reducir el problema a uno de los dos primeros casos . 



EJemplo 1. Construir la curva 

x' + 2j/» + 3z» - 27 - 0. x s - 2y* - z» + 9 - 0. 
por medio de sus cilindros proyectantes. 



(1) 




Fig. 195 



Solucldn. Eliminando una variable sucesivamente entre las ecuaciones (1) , 
obtenemos las tres ecnaciones 

t/> + z J -9, (2) 

x* + z 3 =9. (3) 

x* - y* = 0. (4) 

El lugar geometrico de la ecuacion (4) consta de los dos pianos 
x -(- y = y x — y = 0; 

por tanto, la interseccion de las superficies (1) consta de dos curvas planas. 
Una porcion de cada una de estas curvas aparece en la figura 195. La porcion 
APB de una curva esta en el piano x — y ■» 0; el metodo de construir cualquier 
punto P de esta curva como interseccion del piano x — y •* y el cilindro (2) 
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esta indicado poi medio de un piano paialelo al piano XZ. La porcion AP'C 
de la otra curva esta en el piano x + y — 0: el metodo para construir cualquier 
punto P' de esta curva como interseccion del piano x + y = y el cilindro (3) 
esta indicado por medio de an piano paralelo al YZ. Las curvas pueden comple- 
tarse facilmente por consideraciones de simetria. 

Podemos, por supuesto, de ana manera semejante, obtener tambien la por- 
ci6n APB como interseccion del piano x — y =»0 y el cilindro (3) , y la porcion 
AP'C como interseccidn del piano x + y = y el cilindro (2) . El estadiante 
debe tambien construir estas curvas como interseccidn de los cilindros proyec- 
tantes (2) y (3) . 

EJemplo 2. Por medio de sus cilindros proyectantes, construir la porcidn 
de la curva 



x* + 2«» + z - 10 - 0, 



r» - 



«* - 2z + 8 - 0, 



que esta en el primer octante. 

Solucion. Se encuentra facilmente que los cilindros proyectantes son 

X * + y2 m 4, 

x* - z + 2 - 0. 
y a + z - 6. 



(5) 



(6) 
(7) 

(8) 



La porcion deseada de curva, APB, puede obtenerse como intersecci6n de los 
cilindros (6) y (8) , y asi aparece trazada en la figura 196. Como se indic6, 




Fig. 196 



cualquier punto P de la curva puede obtenerse por medio de un piano paralelo 
al piano XZ. 

El estudiante <kbe construir la curva como interseccion de los cilindros 
(6) y (7), y tambien como interseccion de los cilindros (7) y (8). Despues, 
debe comparar estas construcciones de la curva (?) con su construccion como 
interseccion del paraboloide eliptico y del paraboloide faiperbolico dados. 
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EJEBCICIOS. Grupo 69 

En cada uno de los ejeicicios 1-1$, hailense e identifiquense las ecuaciones de 
log ties cilindios pioyectantes de la curva cuyas ecnaciones se dan. Desputa 
constiuyase la cuiva como la interseccidn de dos cualesquieia de los cilindios 
pioyectantes. 





1. 


x*+2y* + z*-2. x>- y*-2z 2 + 1 - 0. 




2. 


x* + y* + z 2 + z- 12, 3jc* - y* - z* + 3z - 0. 




3. 


Ax 2 + y 2 + z 2 -7. 2x 2 + y* - z* + 1-0. 




1. 


x* - 3y 2 - 3x + z - 0, x* + y 2 + x + z - 12. 




5. 


2x 2 + 3y 2 + z - 12, 2x 2 - y* - 3z + 4 - 0. 




6. 


3y 2 + x+2z - 12. v * - x + 2z - 4. 




7. 


!/» + 4z» - 3x - 4, i/» - z 2 + 2* - 4. 




8. 


x t + 2y i + 9z a _ 4y _ 9> 2 *» + (/» - 9z a - 8(/ + 9 = 0. 




9. 


* s + 2(/ 2 + z» - 4z - 4, x» - (/» - 2z» + 8z - 4. 




10. 


x* - y 2 + 8z + Ay - 0, 2x* + y* + Az - Ay - 0. 




11. 


3x 2 + 2y 2 + z 2 - 4, *» - 2(/» + z* - 0. 




12. 


2x s - !/» - z» + 1 - 0. 2x* +.2i/ s + z* - 5. 




13. 


* a + *j/ + z s - 2, x* - 2xy + z 2 + 1 - 0. 




11. 


*»-!/* + 4z = 0, *» + y' - 8x + Az - 0. 




15. 


z' + x' + z 2 - y - 1, z» -2*» -2z» - y +2 - 0. 


16. 


Constmii la cuiva cuyas ecuaciones son jcK + y% — 4, x^ + z% 


17. 


Constmii aquella poicidn de la cuiva 



4. 

** + (/* + z»- 1. x +y - 1. 
que esti en el primer octante. 

18. Constmii aquella poicion de la supeificie x 2 + y 1 « 1 compiendida 
entie los pianos z =» y z — 2, y entie los pianos y — x y y ■= 2jc. 

19. Constmii aquella poicidn de la supeificie x 2 + z 2 = 4 compiendida 
entie los pianos y ~ z y y — 2z. 

20. Constiuii aquella poicidn de la supeificie jt 2 + y* + z* — 4 inteicep- 
tada poi la supeificie x 2 + y 2 — 2y ■= 0. 

147. Ecuaciones parametricas de una curva del espacio. En el 
Capitulo XI estudiamos la representacidn param£trica de una curva 
plana. Este concepto puede extenderse a las curvas del espacio de 
manera que las coordenadas (x , y , z) de cualquier pun to de la curva 
esten expresadas como una funcidn de una cuarta variable o para- 
metro. Asl, las ecuaciones parametricas de una curva del espacio 
pueden escribirse en la forma 

'*-/i('0.- * = /»('), «-/•(«), 

en donde , para cada valor asignado al parametro t , las coordenadas 
de un punto de la curva quedan determinadas . Hemos visto ya una 



CURVAS EN EL ESPACIO 449 

ilustracirin de tal representacirin param£trica de una eurva del espacio 
para la liaea recta (vease el teorema 3 del Artlculo 124) . 

Las ventajas y aplicaciones de las ecuaciones param6tricas de una 
curva del espacio son semejantes a las de una curva plana (Art. 89). 
Podemos anotar aqui que , en el estudio de las curvas del espacio por 
los m£todos de la Geometrfa diferencial, se emplea casi exclusivamente 
la representacidn paramgtrica . 

Si se dan las ecuaciones de una curva del espacio en la forma rec- 
tangular, las coordenadas de los puntos de interseccirin con una super- 
ficie se obtienen resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de 
la curva y la superficie. En general, este procedimiento no es tan 
sencillo como el m£todo empleado en el siguiente ejemplo cuando la 
curva esta representada parametricamente . 

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas de los puntos de intersecci6n de la curva 

x - t. y-t. z - s/l - t a , (1) 

y la superficie 

*» + </* - 2z. (2) 

Soluci6n. Las coordenadas de un punto de intersecci6n de la curva (1) y 
la superficie (2) deben satisfacer las ecuaciones de la curva y la superficie. Las 
coordenadas de tal punto corresponden a un valor definido del parimetro t; 
este valor de t puede obtenerse sustituyendo los valores de x, y y z de (1) en 
la ecuaci6n (2) . Esto nos da la ecuaci6n 



V 



+ t 2 =ly/T= 



cuyas soluciones se hallan facilmente y son t = =*= 1. Sustituyendo estos valores 
de t en las ecuaciones (1), obtenemos (1, 1, 1) y (- 1, —1, 1) como coor- 
denadas de los puntos de intersecci6n. 

Si se dan la? ecuaciones de una curva del espacio en una forma 
param6trica , podemos construir la curva por dos m£todos. De las 
ecuaciones param£tricas podemos determinar las coordenadas de algu- 
nos puntos de la curva , y trazando un numero suficiente de estos 
puntos se puede obtener una grafica adecuada . Por otra parte , elimi- 
nando el parametro , obtenemos las dos ecuaciones rectangulares de la 
curva , que puede construirse como se discutid previamente . 

Se observd anteriormente que para algunas curvas planas , como la 
cicloide (Art . 93 ) , la representation paramltrica es mas conveniente 
que la representacidn rectangular . Andlogamente , para algunas cur- 
vas del espacio , como la hUice , que estudiamos a continuacidn , la 
representacidn parametrica tiene ciertas ventajas sobre la represen- 
tacidn rectangular. 
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EJemplo 2. Hallai una representaci6n parametrica de una helice circular, 
definida como el lugar geometrico de un punto que se mueve sobre la superficie 
de un cilindro circular recto de tal manera que al mismo tiempo que gira alrede- 
dor del eje del cilindro signe avanzando en la direccion del mismo, de modo que 
la distancia que recorre paralelamente al eje del cilindro es directamente propcr- 
cional al angulo que describe alrededor de dicho eje. 

Soluclon. Supongamos que la ecuacion del cilindro circular es 



*» + «»- a". 



(3) 



y sea P (fig. 197) 




Fig. 197 
segun que 6 sea positivo 



interseccion de este cilindro y la parte positiva del eje X, 
un punto de la helice. Sea P(x. y. z) un punto 
cualquiera de la helice. Vamos a tomar como para- 
metro el angulo 8 que describe el punto P en torno 
del eje Z, el eje del cilindro (3). Como Po es un 
punto de la helice, el angulo se medira en sentido 
contrario al de las agujas del reloj o sentido posi- 
tivo, partiendo de la parte positiva del eje X. 

Evidentemente, de la fignra, las coordenadas 
x y y de P son a cos 8 y a sen 8. respectivamente. 
Por la definicion de helice, la coordenada z es direc- 
tamente proporcional a 8. Por tanto, si ft >0 repie- 
- — *-?" senta el factor de proporcionalidad, la coordenada z 
esta dada por k8. De acnerdo con esto, las ecuacio- 
nes parametricas de la helice son 

x " a cos 8, y - a sen 8. z - kd, (ft > 0) . (4) 

Una porcion de la helice aparece en la figura 197. 

Representa la forma de la rosea a la derecha de un 

tornillo. Por las ecuaciones parametricas (4) , ve- 

mos que la helice esta arriba o abajo del piano XV 

o negativo. 
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1. Hallar las coordenadas del punto de interseccion de la recta 

x =■ f. (/ = 3 — f, z = 4 — f, 

y el piano 5x + 4y — 2z » 7. 

2. Hallar las coordenadas del panto de interseccion de la recta 

jc = « — 2, 5/«=f + 5, z = « + l, 

y el piano 2x — 3y + 7z + 12 = 0. 

3. Hallar las coordenadas de los puntos de intersecci6n de la recta 

x = 4f, y " t + 4, z = 3f+6, 

y la esfera x" + y 2 + z» - 4x - 2y - 44 - 0. 

4. Hallar las coordenadas de los puntos de interseccion de la curva 

x — 2 cos 8. y — 2 sen 8, z — 2 sen 8, 
y la superficie jc 1 — y* + z* ■■ 4. 
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6. Construir la curva y la superficie del ejemplo 1, Articulo 147, y hallat 
asi suj pantos de intersecci6n geometricamente. 

6. Hallar las coordenadas de los puntos de intersecci6n de la curva 



y la superficie x* + ly — z =2. 

7. Demostrar que las formulas relativas a las coordenadas del punto que 
divide a un segmento dado en el espacio (teorema 2, Art. 109) en una razdn 
dada, pueden usarse como ecuaciones parametricas de una Iinea recta con la 
razon r como parametro. 

En cada uno de los ejercicios 8-20, construyase la curva cuyas ecuaciones 
parametricas se dan. 

8. x - t + 2, y - It - 4, z - 1 - t . 

9. jc — — 2f — 3. y = r + 5, z=4r-7. 

10. x - It, y •» it 2 , z = t. 

11. x = cos 6, y — cos* 0, z = sen 0. 

12. x ■= 4 sen 3 0, y = 2 cos 0, z = 2 sen 0. 

13. x - f, y = r, z = 1 — r». 

14. x — sen 1 0, y ■» sen cos 0, z = cos 0. 

15. x = t, y - 2f», z - 3f s . 

16. x — sen 0, y = esc 0, z = cos 0. 

17. x = 2 sen* r. y = sen 2f, z = 2 cos t . 

18. x = e ( . y - e _( , z = r. 

19. x = 2 cos 0, y = 2 sen 0. z = 20. 

20. x - cos 0, y = 2 sen 0, z = 30. 

148. Construction de volumenes. Por volumen entendemos una 
portion del espacio limitada por UDa o aids superficies . Si un volumen 
esta limitado por una sola superficie , tal como un elipsoide , dicho 
volumen puede representarse geometricamente por la construction 
de esa superficie (Art. 130). Si un volumen esta limitado por dos o 
mas superficies , la construction de ese volumen requiere la construc- 
tion de cada una de las superficies que lo forman y de sus curvas de 
intersection (Art. 146) . En este articulo vamos a considerar la cons- 
truction de volumenes de este ultimo tipo . 

Ejemplo 1. Construir el volumen en el primer octante limitado por las 

superficies 

x 2 + y 2 = 4 y * + y - z = 0. 

SolUCi6n. El volumen que se desea esti limitado por la superficie del cilin- 
dro circular recto x 2 + y* => 4, el piano x + y — z =■ 0, y los pianos coorde- 
nados *=0, j = 0, z = 0. Construimos primero una parte del cilindro en 
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el primer octante. El piano x + y — z = pasa pot el origen y se puede cons- 
trair pot medio de sus trazas sobre los pianos XZ y YZ. Luego construimos la 
curva de intersecci6n de este piano y el cilindro; para obtenet caalquiet panto P 
de esta curva, empleando an piano de corte paralelo al piano XZ, lo hacemos 
como lo indica la figora 198. El contorno del volomen aparece en la linea llena. 




(2,0,2) 



x+y— z = 
(0.2,2) 



**Y 



Fig. 198 

Ejemplo 2. Construir el volomen limitado pot las superficies x a +2y = 4, 
2j/ =■ 3z, x — y + \ =• 0, x = y z — 0,' y qne esti a la izquierda del piano 
x — y + \ =>0enel primer octante. 

Solucl6n. La porci6n de la curva de intersecci6n del cilindro parab61ico 
recto jf 2 + 2y = 4 y el piano 2y = 3z que est* en cl primer octante aparece 



B(0,2,-D 



i 2 +2»=4 



A (2,0,0) 




as- y+l=0 



Fig. 199 



marcada en la figura 199 por el arco AB. El piano x — y + 1 — corta al 
arco AB en el punto D, al cilindro en la generatriz CD, al piano 2y ™ 3z en 
la recta DE y al eje V en el punto F. Entonces el volumen requerido, que 
aparece en linea gruesa, est* limitado pot las porciones ACD del cilindro, 
AOED del piano 2y - 3z, CDEF del piano x — y + \ =0, OEF del pia- 
no x - y AOFC del piano z - 0. 
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El estudiante observari que las coordenadas de algunos pantos de la fignia 
han sido indicadas. Como prictica se le lecomienda que calcule las coordenadas 
de tales pantos. Las coordenadas no siiven solamente para constmir la figura. 
sino tambien algunas de ellas at requieren para el calculo del volumen. 
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En los siguientes ejercicios el estndiante debe identificar todas las superficies 
cnyas ecnaciones se dan. 

1. Construir el volnmen limitado por las superficies 

Jt* + y* » lz y z = 2. 

2. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 3 - ly 3 + 3z» - 6, y - y y - 2. 

3. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 3 + y 3 - z 3 - 0. z-1 y z - 3. 

4. Construir el mas pequeiio de los dos volumenes limitados por las super- 
ficies ** — y 3 + z % — 0, y ** 1x, y — 3 y z ~ 0. 

6. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x 1 + ly 3 - z J - 0. y - x. x = y z - 4. 

6. Construir la curia en el primer octante formada por las superficies 
x* + ly 3 — 4, y — x. x m 0, z — y z ■» 3. 

7. Construir el volumen interior a la superficie x* + (/* — 8 y exterior a 
la superficie x 3 + y 2 — z» = 4. 

8. Construir el volumen comprendido entre las superficies 

x* + y 3 - z 3 - y x* + y 3 + z» - 4. 

0. Construir el volumen exterior a la superficie x % — y 3 + z % " e inte- 
rior a la superficie x 3 + y* + z 3 ■* 9. 

10. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x* + y'-3z y x* + y» - 4. 

11. Construir el volumen interior a la superficie y a + z 2 — 2jc y exterior 
a la superficie x 3 — y 3 — z* — 0. 

12. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
2x 3 - y 3 + 7z 3 -0 y V » + z* - 1. 

13. Construir el volumen interior a la superficie x 3 + y 3 + z 3 - 4 y exte- 
rior a la superficie x 3 — y* + z 3 •• I. 

14. Construir el mis pequeiio de los dos volumenes limitados por las super- 
ficies Ax* + 3y 3 — z, y — 1 y z — 5. 

15. Construir la eufia en el primer octante formada por las superficies 
x 3 + y 3 — z* - 0. y - x. y - y z - 2. 

16. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x 3 - y 3 - z 3 - y * + y - 2. 

17. Construir el volumen limitado por las superficies x 3 + y 3 — 9, y ■* z 
y z - 0. 
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18. Construir la cniia formada por las superficies 

x 7 + y* = 4, z = x y z = 3x, 

que esta enf rente del piano YZ. 

19. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y s + z» -2 y x' + z' = 2. 

20. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y 3 + z = 1 y x 3 + y - 1. 

21. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x* + y — 4 = y z = x. 

22. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y* + z 3 = 4 y y» = .y. 

23. Conslruir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
•** + !/ J = z y jf + ?y = 2. 

24. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
y 2 + z = 1 y y' = x. 

25. Un triangulo equilatero de tamano variable se mueve paralelamentc 
al piano XZ y de tal manera que su base es siempre una cuerda de la curva 
4x a + y 3 = 4, z = 0. Construir el volumen generado. 

26. Construir el volumen limitado por las superficies 

y l + x = 2, z = 2x y x = 2z. 

27. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies 
z 3 +x-2 = 0y2x + y = 4. 

28. Construir el volumen en el primer octante exterior a la superficie 
•v* + y 2 = 2z e interior a la superficie x 3 + y 3 — 4y = 0. 

29. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 3 = y. y = z. * = 0, y = 4 y z - 0. 

30. Construir e] volumen en el primer octante limitado por las superficies 
x 2 + tf 2 = 4, z = Zx. y = y z = 0. 

31. Construir el volumen limitado por las superficies 

x'A + y% = 2. y + z = 4. * = 0, y - y z = 0. 

32. Un cilindro circular recto de altura h y radio r es cortado por un 
piano que pasa por un diametro de una de sus bases y que es tangente a la otra 
base. Escribir las ecuaciones de la superficie cilindrica y del piano. Construir 
el volumen de la porcion mas pequena de las dos en que queda dividido el 
cilindro. 

33. Construir el volumen limitado por las superficies 

y 2 + z - 9. y => x. x =0 y z •• 0. 
31. Construir el volumen limitado por las superficies 

* 2 + 4y 2 + z=4, x+2y«2, x = 0. y - y z - 0. 
35. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 2 + y 2 + 2z = 4, x + z = 2 y y - 0. 
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36. Construir el volumen en el primer octante limiudo por las superficies 
!/» + 2z = 4 y (/» + z J = 2x. 

37. Construir el volumen comun a las superficies 

x 3 + </' + z 3 - 4 y x» + y» - 2c/ = 0. 

38. Construir el volumen limitado por las superficies 

!/' + x = 4, (/ = 2jr, z = 2(/, * = y z = 0. 

39. Construir el volumen limitado por las superficies 

x 3 - 8y = 0, y = 2x. y + 2z = 4 y z - 0. 

40. Construir el volumen limitado por las superficies 

y 1 + x — z = 0, r = (/. (/ — 1, J'O y z = 0. 



APENDICE I 



LISTA DE REFERBNCIA DE FORMULAS, DEFIKICIONES 
Y TEOREMAS 



A . GeometrI a 

Las fdrmulas 1-5 se refieren a las figuras planas. En ellas : 

a, b, c — lados de un triangulo . h = altura . 

« ™ semiperfmetro = ^ (a + b + c). K = Area . 
b = base . r = radio del circulo . 

bi , bi = bases de un trapecio . s = arco de circunferen- 

C = longitud de la circunferencia . cia . 



1. Triangulo. K = K bk ; ; if - V «(« - a) (a - b) (a — c) 

2. Paralelogramo. K — bh. 

3. Trapecio. tf« J^(6i + &«)A. 

4. Circulo. C - 2jrr ; if = nr*. 

5. Sector circular. K — % sr . 

Las formulas 6-10 se refieren a cuerpos geora&ricos . En ellas : 



B = area de la base . 


*S = Area lateral . 


h = altura . 


» area de la esfera . 


r = radio . 


T = area total . 


« — lado . 


V = volumen. 



6. Prisma. V = Bh. 

7. Piramide. V = V 3 Bh. 

8. Cilindro circular recto. S = 2n rft; T = 2« r (A + r ); V = nr'ft. 

9. Cono circular recto. S «■ ji ra; T = nr(« + r); 7 — /^nr*ft. 
10. Esfera. £ - 4jtr*; 7 - X«r«. 
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B. Algebra 

1. La division por cero es una operation exclufda . 

2. Si el product© de dos o mas cantidades es igual a cero , udo de 
los factores , por lo menos , debe ser igual a cero . 

3. Ecuaci6n de segundo grado. La ecuacion cuadratica 

ax* + bx + c = , o ^ , 

tieDe las raices 

— 6 ± V b 2 — 4ac 

x= s » 

2a 

en donde D = b 2 — 4 ac se llama discriminante. Si a, b y e son todos 

numeros reales , estas rafces son reales e iguales si D = ; reales y 

desiguales si D > ; complejas conjugadas si D < . 

b c 

Suma de las raices = — — ; producto de las raices = — . 

a a 

4. Logaritmos. Definicidn. Si N , x y 6 son tres cantidades 
ligadas por la relation 

N = b x , b>0, 6^1, 

entonces el exponente x se llama logaritmo de N en la base b , y escri- 
bimos la relation equivalente 

x= logbN. 

£1 logaritmo de un numero negativo no existe en el sistema de 
numeros reales ; el logaritmo de cero es indefinido . 

SiM y JV son dos numeros positivos , las tres siguientes relaciones 
son verdaderas : 

logt (MN) = log 6 M + log 6 N , logt ( -^ 1 = logo Af - logs N , 

logs (M )" = n \ogbM , siendo n un numero real. 
Debe anotarse tambien las siguientes relaciones : 

logfcl = 0; logft6 = l; logt-^ - — logttf. 

El logaritmo de un numero en cualquier base puede obtenerse por la 
relation 

logo N = Y- 3 , 

8 logftO 

en donde , a > , a ^ 1 ; b > 0, b ^ 1. 
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5. Determinantes. Un delerminanle de orden n es una cantidad 
representada por un ordenamiento en cuadro de n a cantidades , llama- 
das elementos , ordenadas en n filas y n columnas. 

El calculo de determinantes se da en los texfcos de Algebra . Con- 
viene recordar las siguientes propiedades importantes : 

Propiedad 1 . Cualquier propiedad de un determinant* que es 
valida para sus filas es tambten valida para bus columnas. 

Propiedad 2 . El valor de un determinante no se altera si sus filas 
y columnas correspondientes son intercambiadas . 

Propiedad 3. Si en un determinante se intercambian dos de sus 
filas el determinante cambia de signo . 

Propiedad 4 . Si un determinante tiene dos filas identicas, su valor 
es cero. 

Propiedad 5 . Si se multiplica cada uno de los elementos de una 
fila de un determinante por un numero cualquiera k, el valor del 
determinante queda multiplicado por k . 

Propiedad 6. El valor de un determinante no se altera si cada uno 
de los elementos dc una fila se multiplica por un numero cualquiera k 
y se le suma el elemento correspondiente de cualquiera otra fila . 

6. Sistemas de ecuaciones lineales. Por brevedad , los teoremas 
dados aqui se ilustraran con sistemas de tres ecuaciones lineales ; sin 
embargo , son verdaderos para sistemas de cualquier numero de ecua- 
ciones . 

Consideremos el sistema de tres ecuaciones lineales no homogeneas 
en tres inedgnitas : 

OiX + biy + ciz = h , ) 

azx + hiy + c»z = fa , > ( 1 ) 

dzx + bsy + c 3 2 - k 3 , J 

en donde ki , kt y k 3 son constantes , no simultaneamente nulas . El 
determinante formado por los coeficientes se llama determinante del sis- 
tema y se designa generalmente por A , es decir , 



A- 



oi bi c\ 
at bi a 
as 63 C3 



Sea Aj el determinante formado a partir de A reemplazando los ele- 
mentos de la columna de orden j por los terminos independien- 
tes fti , hyti. 

Entonces teneinos : 
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Regla de Cramer . Si ■ A ^ , el sistema ( 1 ) liene una solucidn 
unica dada por 

At As A3 

X= A' y= A' Z= A- 

Si A = y A^O para un valor de 3 por lo menos, el sistema ( 1 ) 
no tiene soluci6n y se dice que es incompatible. 

Si A = y Ay = para todos los valores de 3 , el sistema ( 1 ) tie- 
ne un numero infinito de soluciones, y se dice que es indeterminado . 
Consideremos ahora el sistema de tres ecuaciones lineales homogi- 
neas en tres incdgnilas: 

a\x + fry + Ciz = 0, ] 

a 2 x + bty + etz = , \ (2) 

fl3X + bzy + az = . J 

Segun la regla de Cramer, si el determinante A de este sistema es 
diferente de cero , hay solamente una soluci6n : 

x = 0, y = 0, z = 0. 
De aquf el siguiente 

Teorema . Vn sistema de n ecuaciones lineales homagineas con n 
incdgnilas liene olras soluciones , ademds de la solvci&n 

x = 0, y = 0, z = 0, 

si y solamente si el determinante del sistema es igual a cero . 

C . THIGONOMETRfA 

1. Definicldn de las funciones trigonometricas. Sea 9 el angulo 
cuya variation de valores estd dada por el intervalo 

-360° <e <360°. 

Para los fines de definici6n de tal angulo y de sus funciones trigono- 
metricas es conveniente usar el sistema coordenado rectangular. Los 
enunciados que eiguen se aplican a cada una de las cuatro posiciones 
que aparecen en la figura 200 . 

Si a una recta que coincide con el eje X se la hace girar en el piano 
coordenado XY en torno del origen O a una position OA, se dice 
que se ha generado un angulo XOA = 6 que tiene a OX por lado 
inicial y a OA por lado final. Si la rotation se hace en el sentido 
contrario a las manecillas de un reloj, se dice que el angulo es positivo; 
y si la rotaci6n es en el mismo sentido de las manecillas (indicada 
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en las figures con lineas punteadas) , se dice que el angulo es nega- 
tivo . Se dice tambien que el angulo esta en el mismo cuadrante que 
su lado final . 

Sobre el lado final OA tomemos un punto cualquiera P diferente 
de 0, y de coordenadas (z, y). Desde P bajemos una perpendicu- 
lar PB al eje X. El segmento de recta OP se llama radio vector , se 
designa por r, y se toma siempre como positive-. En el triangulo OPB , 




*-X 



*-x 



T^-^X 




*~x 



Fig. 200 

OB oi x y PB = y tienen los signos de las coordenadas del punto P , 
como esta indicado para los cuatro cuadrantes . Entonces , cualquiera 
que sea el cuadrante en que est6 6 , las seis funciones trigonom&ricas 
de se definen en magnitud y signo , por las siguientee razones : 



scno de 



sen a = — , 



coseno de 



cos $ «■ — , 



tangente de $ = tg 6 = — , 

x 



secante de $ = sec 6 •■ — , 

x 



cotangente de 6 = ctg $ = — , 



cosecante de = esc $ = ■ 



V 



Las definiciones son verdaderas y no cambian para angulos positivos y 
negativos mayores que 360° en valor numerico. 
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2. Identidades trigonometricas fundamentals. 
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« 1 n 1 i. ' /. 1 j. /. sen * 

esc = , sec 9 = , ctg = -— — , tg 6 = , 

sen cos ' ^ tg ' B cos ' 

sen* 9 + cos 8 = 1, 1 + tg* 9 - sec' 0, 1 + ctg' = esc* . 

3. F6rmulas de reduccidn. 

sen (90° ±0) = cos 0, cos (90° ±0)==* sen 0, tg(9O°±0) = ^ctgd, 

sen(18O°±0) = =Fsen0, cos(18O°±0) = -cos0, tg (180° ± ) = ± tg 9, 

sen (270° ±0)=- cos 9, cos(27O°±0) = ±sen0, tg(27O°±0) = =F C tg0, 

sen (360° ± 0) = ± sen 9, cos (360° ± 9) = cos 9, tg (360° ± ) - ± tg 9 . 

4. Medida de angulos en radianes. Sea 9 un angulo central que 
intercepta un arco de longitud s sobre un clrculo de radio r . La me- 

a 

dida del angulo 9 , en radianes, esti definida por = — . Observe- 

se que por ser s y r longitudes , esta raz6n es un numero abstracto . 
De esta definicidn de medida en radianes tenemos de inmediato la 
relacitfn de conversion : 

it radianes = 180° , 
de donde , 

1 radian = — = 57 , 2958° (aprox . ) = 57° 17' 45" (aprox . ) , 



1° = t^t radianes = 0,017453 radianes (aprox.). 
5. Funciones trigonometricas de angulos especiales. 



Angnlo 6 en 












sen 8 


cos 


tg e 


Radianes 


Gradog 











0° 





1 





n 
6 


30° 


M 


VzVl 


K>n 


n 
T 


45° 


%Vi 


y 2 vi 


i 


n 

T 


60° 


'AVI 


X 


VI 


n 
2 


90° 


i 
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6. F6rmulas de adici6n y sustracci6n. 

sen (x ± y) = sen x cos y ± cos x sen y , 
cos (x ± y) = cos x cos y t sen x sen y , 

tg(x*y)- , tga::fctgy . 

7. Funciones trigometricas del angulo doble. 

sen 2x = 2 sen x cos x , 

cos 2x = cos* x — sen* x = 1 — 2 sen* * — 2 cos* x — 1 , 
tg2x« r 2j^L 
ft 1 — tg* x 

8. Funciones trigonometricas del angulo mitad. 



x ,/ 1 — cos x x / 1 + cos a 

Bn 2" ± \ — 2 — ' ^y^V — 2 — 

. x / 1 — cos x sen x 1 — cos x 

tg-T=*VT 



2 \ 1 + cos x 1 + cos x sen x 

9. Relaciones importantes. 



a sen (9 + b cos = V a* + 6 2 sen (0 + ^ ) , en donde ^ = arc tg — , 

a sen 5 + & cos 6 = V a* + 6 s cos (5 — f) , en donde "A = arc tg -r- . 

En las f6rmulas 10-12 , a, b y c son los lados de cualquier trian- 
gulo y A , B y C son los angulos opuestos respectivos . 

10. Ley de los senos. = = = ~ . 

sen A sen B sen C 

11. Ley de los cosenos. o 2 = 6* + c* — 26c cos A . 

12. Area de an triangulo. K = %ab sen C. 

D . Alfabeto griego 

a a alfa I ' iota f p to 

B p beta K * kapa 2 * sigma 

^ r gama j1 * lambda r r tau 

^ 3 delta * /■» mu o mi *" <•> ipsilon 

£ * Ipsilon JV » nu o ni * <e fi 

^ C dseta o aeta E ( x\ x * ji o ki 

f 1 eta ° ° omicron *" <P psi 

* teta W j: pi ii o> omega 
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A. LOGAR1TMOS COMUNES 








1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 





10 


0000 


0043 


0086 


0128 


0170 


0212 


0253 


0294 


0334 


0374 


11 


0414 


0453 


0492 


0531 


0569 


0607 


0645 


0682 


0719 


0756 


12 


0792 


0828 


0864 


0899 


0934 


0969 


1004 


1038 


1072 


1106 


13 


1139 


1173 


1206 


1239 


1271 


1303 


1335 


1367 


1399 


1430 


14 


1461 


1492 


1523 


1553 


1584 


1614 


1644 


1673 


1703 


1732 


15 


1761 


1790 


1818 


1847 


1875 


1903 


1931 


1959 


1987 


2014 


16 


2041 


2068 


2095 


2122 


2148 


2175 


2201 


2227 


2253 


2279 


17 


2304 


2330 


2355 


2380 


2405 


2430 


2455 


2480 


2504 


2529 


18 


2553 


2577 


2601 


2625 


2648 


2672 


2695 


2718 


2742 


2765 


19 


2788 


2810 


2833 


2856 


2878 


2900 


2923 


2945 


2967 


2989 


20 


3010 


3032 


3054 


3075 


3096 


3118 


3139 


3160 


3181 


3201 


21 


3222 


3243 


3263 


3284 


3304 


3324 


3345 


3365 


3385 


3404 


22 


3424 


3444 


3464 


3483 


3502 


3522 


3541 


3560 


3579 


3598 


23 


3617 


3636 


3665 


3674 


3692 


3711 


3729 


3747 


3766 


3784 


24 


3802 


3820 


3838 


3856 


3874 


3892 


3909 


3927 


3945 


3962 


25 


3979 


3997 


4014 


4031 


4048 


4066 


4082 


4099 


4116 


4133 


26 


4150 


4166 


4183 


4200 


4216 


4232 


4249 


4265 


4281 


4298 


27 


4314 


4330 


4346 


4362 


4378 


4393 


4409 


4425 


4440 


4456 


28 


4472 


4487 


4502 


4518 


4533 


4548 


4564 


4579 


4594 


4609 


29 


4624 


4639 


4654 


4669 


4683 


4698 


4713 


4728 


4742 


4757 


30 


4771 


4786 


4800 


4814 


4829 


4843 


4857 


4871 


4886 


4900 


31 


4914 


4928 


4942 


4955 


4969 


4983 


4997 


5011 


5024 


5038 


32 


5051 


5065 


6079 


6092 


5105 


5119 


5132 


6145 


5159 


5172 


33 


5185 


5198 


5211 


5224 


5237 


5250 


5263 


5276 


6289 


5302 


34 


5315 


5328 


5340 


5353 


5366 


5378 


5391 


5403 


5416 


5428 


35 


5441 


6463 


5465 


5478 


5490 


5502 


5514 


5527 


6538 


5551 


36 


5563 


5575 


6587 


5599 


6611 


6623 


5635 


5647 


6668 


5670 


37 


5682 


6694 


6705 


5717 


5729 


5740 


5752 


6763 


5775 


5786 


38 


5798 


5809 


5821 


5832 


6843 


6855 


5866 


5877 


6888 


5899 


39 


6911 


5922 


5933 


5944 


5955 


5966 


5977 


5988 


5999 


6010 


40 


6021 


6031 


6042 


6053 


6064 


6075 


6085 


6096 


6107 


6117 


41 


6128 


6138 


6149 


6160 


6170 


6180 


6191 


6201 


6212 


6222 


42 


6232 


6243 


6253 


6263 


6274 


6284 


6294 


6304 


6314 


6325 


43 


6335 


6345 


6355 


6365 


6375 


6385 


6395 


6405 


6415 


6425 


44 


6436 


6444 


6454 


6464 


6474 


6484 


6493 


6503 


6513 


6522 


45 


6632 


6542 


6551 


6561 


6571 


6580 


6590 


6599 


6609 


6618 


46 


6628 


6637 


6646 


6656 


6665 


6676 


6684 


6693 


6702 


6712 


47 


6721 


6730 


6739 


6749 


6768 


6767 


6776 


6785 


6794 


6803 


48 


6812 


6821 


6830 


6839 


6848 


6857 


6866 


6875 


6884 


6893 


49 


6902 


6911 


6920 


6928 


6937 


6946 


6955 


6964 


6972 


6981 


60 


6990 


6998 


7007 


7016 


7024 


7033 


7042 


7050 


7059 


7067 


51 


7076 


7084 


7093 


7101 


7110 


7118 


7126 


7135 


7143 


7162 


52 


7160 


7168 


7177 


7185 


7193 


7202 


7210 


7218 


7226 


7235 


53 


7243 


7251 


7259 


7267 


7276 


7284 


7292 


7300 


7308 


7316 


54 


7324 


7332 


7340 


7348 


7356 


7364 


7372 


7380 


7388 


7396 
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LOGARITMOS COMUNES 













1 


2 


3 


4 


6 


6 


7 


8 





55 


7404 


7412 


7419 


7427 


7435 


7443 


7451 


7459 


7466 


7474 


56 


7482 


7490 


7497 


7505 


7513 


7520 


7528 


7536 


7543 


7551 


57 


7559 


7566 


7574 


7582 


7589 


7597 


7604 


7612 


7619 


7627 


58 


7634 


7042 


7649 


7057 


7664 


7672 


7679 


7686 


7694 


7701 


59 


7709 


7716 


7723 


7731 


7738 


7745 


7752 


7700 


7767 


7774 


60 


7782 


7789 


7796 


7803 


7810 


7818 


7825 


7832 


7839 


7846 


61 


7853 


7860 


7868 


7875 


7882 


7889 


7896 


7903 


7910 


7917 


62 


7924 


7931 


7938 


7945 


7952 


7959 


7966 


7973 


7980 


7987 


63 


7993 


8000 


8007 


8014 


8021 


8028 


8035 


8041 


8048 


8055 


64 


8062 


8069 


8075 


8082 


8089 


8096 


8102 


8109 


8116 


8122 


65 


8129 


8136 


8142 


8149 


8156 


8162 


8169 


8176 


8182 


8189 


66 


8195 


8202 


8209 


8215 


8222 


8228 


8235 


8241 


8248 


8254 


07 


8261 


8267 


8274 


8280 


8287 


8293 


8299 


8306 


8312 


8319 


68 


S325 


8331 


8338 


8344 


8351 


8357 


8363 


8370 


8376 


8382 


69 


8388 


8395 


8401 


8407 


8414 


8420 


8426 


8432 


8439 


8445 


70 


8451 


8457 


8463 


8470 


8476 


8482 


8488 


8494 


8500 


8506 


71 


8513 


8519 


8525 


8531 


8537 


8543 


8549 


8555 


8561 


8567 


72 


8573 


8579 


8585 


8591 


8597 


8603 


8009 


8615 


8621 


8627 


73 


8633 


8639 


8645 


8651 


8657 


8603 


8609 


8675 


8681 


8686 


74 


8692 


8698 


8704 


8710 


8716 


8722 


8727 


8733 


8739 


8745 


75 


8751 


8756 


8762 


8768 


8774 


8779 


8785 


8791 


8797 


8802 


76 


8808 


8814 


8820 


8825 


8831 


8837 


8842 


8848 


8854 


8859 


77 


8865 


8S71 


8876 


8882 


8887 


8893 


8899 


8904 


8910 


8915 


78 


8921 


8»27 


8932 


8938 


8943 


8949 


8954 


8960 


8965 


8971 


79 


8970 


8982 


8987 


8993 


8998 


9004 


9009 


9015 


9020 


9025 


80 


9031 


9036 


9042 


9047 


9053 


9058 


9063 


9069 


9074 


9079 


81 


9085 


9090 


9096 


9101 


9106 


9112 


9117 


9122 


9128 


9133 


82 


9138 


9143 


9149 


9151 


9159 


9105 


9170 


9175 


9180 


9186 


83 


9191 


0190 


9201 


9206 


9212 


9217 


9222 


9227 


9232 


9238 


84 


9243 


9248 


9253 


9258 


9263 


9209 


9274 


9279 


9284 


9289 


85 


9291 


9299 


9304 


9309 


9315 


9320 


9325 


9330 


9335 


9340 


86 


9345 


9350 


9355 


9300 


9365 


9370 


9375 


9380 


9385 


9390 


87 


9395 


9400 


9405 


9410 


9415 


9420 


9425 


9430 


9435 


9440 


88 


9445 


9450 


9455 


9400 


9465 


9409 


9474 


9479 


9484 


9489 


89 


9494 


9499 


9504 


9509 


9513 


9518 


9523 


9528 


9533 


9538 


90 


9542 


9547 


9552 


9557 


9562 


9566 


9571 


9576 


9581 


9586 


91 


9590 


9595 


9600 


9605 


9609 


9614 


9619 


9624 


9628 


9633 


92 


9038 


9043 


9647 


9052 


9657 


9661 


9660 


9671 


9675 


9680 


93 


9085 


9689 


9094 


9099 


9703 


9708 


9713 


9717 


9722 


9727 


94 


9731 


9736 


9741 


9745 


9750 


9754 


9759 


9763 


9768 


9773 


05 


9777 


9782 


9786 


9791 


9795 


9800 


9805 


9809 


9814 


9818 


96 


9823 


9827 


9832 


9836 


9841 


9845 


9850 


9854 


9859 


9863 


97 


9808 


9872 


9877 


9881 


9886 


9890 


9894 


9899 


9903 


9908 


98 


0912 


9917 


9921 


9926 


9930 


9934 


9939 


9943 


9948 


9952 


99 


9956 


9961 


9965 


9969 


9974 


9978 


9983 


9987 


9991 


9996 



-30. 
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B. 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS NATURALES 




Radianes 


Gtados 


sen 


COS 


tg 


ctg 






.0000 


0.0 


.0000 


1.0000 


.0000 





90.0 


1.6708 


.0087 


0.5 


.0087 


1.0000 


.0087 


114.5887 


89.5 


1.5621 


.0175 


1.0 


.0175 


.9998 


.0175 


57.2900 


89.0 


1.5533 


.0262 


1.5 


.0262 


.9997 


.0262 


38.1885 


88.5 


1.5446 


.0349 


2.0 


.0349 


.9994 


.0349 


28.6363 


88.0 


1.5359 


.0436 


2.5 


.0436 


.9990 


.0437 


22.9038 


87.5 


1.5272 


.0524 


3.0 


.0523 


.9986 


.0524 


19.0811 


87.0 


1.6184 


.0611 


3.5 


.0610 


.9981 


.0612 


16.3499 


86.6 


1.5097 


.0698 


4.0 


.0698 


.9976 


.0699 


14.3007 


86.0 


1.5010 


.0785 


4.5 


.0785 


.0960 


.0787 


12.7062 


85.5 


1.4923 


.0873 


5.0 


.0872 


.9962 


.0875 


11.4301 


85.0 


1.4835 


.0960 


5.5 


.0958 


.9954 


.0963 


10.3854 


84.5 


1.4748 


.1047 


6.0 


.1045 


.9945 


.1051 


9.5144 


84.0 


1.4661 


.1134 


6.5 


.1132 


.9936 


.1139 


8.7769 


83.5 


1.4574 


.1222 


7.0 


.1219 


.9925 


.1228 


8.1443 


83.0 


1.4486 


.1309 


7.5 


.1305 


.9914 


.1317 


7.5958 


82.5 


1.4399 


.1396 


8.0 


.1392 


.9903 


.1405 


7.1154 


82.0 


1.4312 


.1484 


8.5 


.1478 


.9890 


.1495 


6.6912 


81.5 


1.4224 


.1571 


9.0 


.1564 


.9877 


.1584 


6.3138 


81.0 


1.4137 


.1658 


9.5 


.1650 


.9863 


.1673 


5.9758 


80.5 


1.4050 


.1745 


10.0 


.1736 


.9848 


.1763 


5.6713 


80.0 


1.3963 


.1833 


10.5 


.1822 


.9833 


.1853 


5.3955 


79.5 


1.3875 


.1920 


11.0 


.1908 


.9816 


.1944 


5.1446 


79.0 


1.3788 


.2007 


11.5 


.1994 


.9799 


.2035 


4,9152 


78.5 


1 .3701 


.2094 


12.0 


.2079 


.9781 


.2126 


4.7046 


78.0 


1.3614 


.2182 


12.5 


.2164 


.9763 


.2217 


4.5107 


77.5 


1.3526 


.2269 


13.0 


.2250 


.9744 


.2309 


4.3315 


77.0 


1.3439 


.2356 


13.5 


.2334 


.9724 


.2401 


4.1653 


76.5 


1.3352 


.2443 


14.0 


.2419 


.9703 


.2493 


4.0108 


76.0 


1.3265 


.2531 


14.5 


.2504 


.9681 


.2586 


3.8667 


75.5 


1.3177 


.2618 


15.0 


.2588 


.9659 


.2679 


3.7321 


75.0 


1.3090 


.2705 


15.5 


.2672 


.9636 


.2773 


3.6059 


74.5 


1.3003 


.2793 


16.0 


.2756 


.9613 


.2867 


3.4874 


74.0 


1.2915 


.2880 


16.5 


.2840 


.9588 


.2962 


3.3759 


73.5 


1.2828 


.2967 


17.0 


.2924 


.9563 


.3057 


3.2709 


73.0 


1.2741 


.3054 


17.5 


.3007 


.9537 


.3153 


3.1716 


72.5 


1.2654 


.3142 


18.0 


.3090 


.9511 


.3249 


3.0777 


72.0 


1.2566 


.3229 


18.5 


.3173 


.9483 


.3346 


2.9887 


71.5 


1.2479 


.3316 


19.0 


.3256 


.9456 


.3443 


2.9042 


71.0 


1.2392 


.3403 


19.5 


.3338 


.9426 


.3541 


2.8239 


70.5 


1.2305 


.3491 


20.0 


.3420 


.9397 


.3640 


2.7475 


70.0 


1.2217 


.3578 


20.5 


.3502 


.9367 


.3739 


2.6746 


69.5 


1.2130 


.3665 


21.0 


.3584 


.9336 


.3839 


2.6051 


69.0 


1.2043 


.3752 


21.5 


.3665 


.9304 


.3939 


2.5386 


68.5 


1.1956 


.3840 


22.0 


.3746 


.9272 


.4040 


2.4751 


68.0 


1.1868 


.3927 


22.5 


.3827 


.9239 


.4142 


2.4142 


67.5 


1.1781 


_. 




cos 


sen 


ctg 


t« 


Gtados 


Radianes 
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B. 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS NATURALES 




Radiants 


Grados 


sen 


COS 


tg 


ctg 






.3927 


22.5 


.3827 


.9239 


.4142 


2.4142 


67.5 


1.1781 


.4014 


23.0 


.3907 


.9205 


.4245 


2.3559 


67.0 


1.1694 


.4102 


23.5 


.3987 


.9171 


.4348 


2.2998 


66.5 


1.1606 


.4189 


24.0 


.4067 


.9135 


.4452 


2.2460 


66.0 


1.1519 


.4276 


24.5 


.4147 


.9100 


.4557 


2.1943 


65.5 


1.1432 


.4363 


25.0 


.4226 


.9063 


.4663 


2.1445 


65.0 


1.1345 


.4451 


25.5 


.4305 


.9026 


.4770 


2.0965 


64.5 


1.1257 


.4538 


26.0 


.4384 


.8988 


.4877 


2.0503 


64.0 


1.1170 


.4625 


26.5 


.4462 


.8949 


.4986 


2.0057 


63.5 


1.1083 


.4712 


27.0 


.4540 


.8910 


.5095 


1.9626 


63.0 


1.0996 


.4800 


27.5 


.4617 


.8870 


.5206 


1.9210 


62.5 


1.0908 


.4887 


28.0 


.4695 


.8829 


.5317 


1.8807 


62.0 


1.0821 


.4974 


28.5 


.4772 


.8788 


.5430 


1.8418 


61.5 


1 .0734 


.5061 


29.0 


.4848 


.8746 


.5543 


1.8040 


61.0 


1.0647 


.5149 


29.5 


.4924 


.8704 


.5658 


1.7675 


60.5 


1.0559 


.5236 


30.0 


.5000 


.8660 


.5774 


1 .7321 


60.0 


1.0472 


.5323 


30.5 


.5075 


.8616 


.5890 


1.6977 


59.5 


1.0385 


.5411 


31.0 


.5150 


.8572 


.6009 


1.6643 


59.0 


1.0297 


.5498 


31.5 


.5225 


.8526 


.6128 


1.6319 


58.5 


1.0210 


.5585 


32.0 


.5299 


.8480 


.6249 


1.6003 


58.0 


1.0123 


.5672 


32.5 


.5373 


.'8434 


.6371 


1.5697 


57.5 


1.0036 


.5760 


33.0 


.5446 


.8387 


.6494 


1.5399 


57.0 


.9948 


.5847 


33.5 


.5519 


.8339 


.6619 


1.5108 


56.5 


.9861 


.5934 


34.0 


.5592 


.8290 


.6745 


1.4826 


56.0 


.9774 


.>i021 


34.5 


.5664 


.8241 


6873 


1.4550 


55.5 


.9687 


.0109 


35.0 


.5736 


.8192 


.7002 


1.4281 


55.0 


.9599 


.6196 


35.5 


.5807 


.8141 


.7133 


1.4019 


54.5 


.9512 


.6283 


36.0 


.5878 


.8090 


.7265 


1.3764 


54.0 


.9425 


.6370 


36.5 


.5948 


.8039 


.7400 


1.3514 


53.5 


.9338 


.6458 


37.0 


.6018 


.7986 


.7536 


1.3270 


53.0 


.9250 


.6545 


37.5 


.6088 


.7934 


.7673 


1.3032 


52.5 


.9163 


.6632 


38.0 


.6157 


.7880 


.7813 


1.2799 


52.0 


.9076 


.6720 


38.5 


.6225 


.7826 


.7954 


1.2572 


51.5 


.8083 


.6807 


39.0 


.6293 


.7771 


.8098 


1.2349 


51.0 


.3901 


.6894 


39.5 


.6361 


.7716 


.8243 


1.2131 


50.5 


.8814 


.6981 


40.0 


.6428 


.7660 


.8391 


1.1918 


50.0 


.8727 


.7069 


40.5 


.6494 


.7604 


.8541 


1 . 1708 


49.5 


.8639 


.7156 


41.0 


.6561 


.7547 


.8693 


1.1504 


49.0 


.8552 


.7243 


41.5 


.6626 


.7490 


.8847 


1.1303 


48.5 


.8465 


.7330 


42.0 


.6691 


.7431 


.9004 


1.1106 


48.0 


,8378 


.7418 


42.5 


.6756 


.7373 


.9163 


L.0913 


47.5 


.8290 


.7505 


43.0 


.6820 


.7314 


.9325 


1.0724 


47.0 


.8203 


.7592 


43.5 


.6884 


.7254 


.9490 


1.0538 


46.5 


.8116 


.7679 


44.0 


.6947 


.7193 


.9657 


1.0355 


46.0 


.8029 


.7767 


44.5 


.7009 


.7133 


.9827 


1.0176 


45.5 


.7941 


.7854 


45.0 


.7071 


.7071 


1.0000 


1.0000 


45.0 


.7854 






cos 


sen 


ctg 


tg 


Grados 


Radiants 
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C. VALORES DE e* Ye~* 



X 


«* 


e~* 


X 


e* 


e~ x 


X 


e x 


e~* 


0.00 


1.000 


1.000 


0.1 


1.105 


0.905 


1 


2.72 


0.368 


.01 


1.010 


.990 


.2 


1.221 


.819 


2 


7.39 


.135 


.02 


1.020 


.980 


.3 


1.350 


.741 


3 


20.09 


.0498 


.03 


1.030 


.970 


.4 


1.492 


.670 


4 


64.60 


.0183 


.04 


1.041 


.961 


.5 


1.649 


.607 


5 


148.4 


.00674 


.05 


1.051 


.951 


.6 


1.822 


.549 


6 


403.4 


.00248 


.06 


1.062 


.942 


.7 


2.014 


.497 


7 


1097. 


.000912 


.07 


1.073 


.932 


.8 


2.226 


.449 


8 


2981. 


.000335 


.08 


1.083 


.923 


.9 


2.460 


.407 


9 


8103. 


.000123 


.09 


1.094 


.914 


1.0 


2.718 


.368 


10 


22026. 


.000045 



Not A. gi+K — e*e». 
EJemplo. e s.8i _ pi.gO.s.^o.oi 



(7.39) (2.226) (1.01) - 16.6. 



D. POTENCIAS Y RAICES DE ENTEROS 



n 


n* 


n» 


y/n 


</n 


n 


n J 


n» 


Vn 


<ft 


1 


1 


1 


1.000 


1.000 


26 


676 


17,576 


5.099 


2.962 


2 


4 


8 


1.414 


1.260 


27 


729 


19,683 


6.196 


3.000 


3 


9 


27 


1.732 


1.442 


28 


784 


21,952 


5.292 


3.037 


4 


16 


64 • 


2.000 


1.587 


29 


841 


24,389 


5.385 


3.072 


& 


25 


125 


2.236 


1 .710 


30 


900 


27,000 


5.477 


3.107 


6 


36 


216 


2.449 


1.817 


31 


961 


29,791 


5.568 


3.141 


7 


49 


343 


2.646 


1.913 


32 


1024 


32,768 


5.657 


3.176 


8 


64 


612 


2.828 


2.000 


33 


1089 


35,937 


5.745 


3.208 


9 


81 


729 


3.000 


2.080 


34 


1156 


39,304 


5.831 


3.240 


10 


100 


1,000 


3.162 


2.154 


35 


1225 


42,875 


5.916 


3.271 


11 


121 


1,331 


3.317 


2.224 


36 


1296 


46,656 


6.000 


3.302 


12 


144 


1,728 


3.464 


2.289 


37 


1369 


50,653 


6.083 


3.332 


13 


169 


2,197 


3.606 


2.351 


38 


1444 


54,872 


6.164 


3.362 


14 


196 


2,744 


3.742 


2.410 


39 


1521 


59,319 


6 245 


3.391 


15 


225 


3,375 


3.873 


2.466 


40 


1600 


64,000 


6.325 


3.420 


16 


256 


4,096 


4.000 


2.520 


41 


1681 


68,921 


6.403 


3.448 


17 


289 


4,913 


4.123 


2.571 


42 


1764 


74,088 


6.481 


3.476 


18 


324 


6,832 


4.243 


2.621 


43 


1849 


79,507 


6.557 


3.503 


19 


361 


6,859 


4.359 


2.668 


44 


1936 


85,184 


6.633 


3.530 


20 


400 


8,000 


4.472 


2.714 


45 


2025 


91,125 


6.708 


3.557 


21 


441 


9,261 


4.583 


2.769 


46 


2116 


97,336 


6.782 


3.583 


22 


484 


10,648 


4.690 


2.802 


47 


2209 


103,823 


6.856 


3.609 


23 


529 


12,167 


4.796 


2.844 


48 


2304 


110,592 


6.928 


3.634 


24 


576 


13,824 


4.899 


2.884 


49 


2401 


117,649 


7.000 


3,659 


25 


625 


15,625 


5.000 


2.924 


50 


2500 


125,000 


7.071 


3.684 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 

Orupo 1, p. S 
4. II; 10; 4. 14. (#. 0). 



5. (7). (- II). 15. Va' + b*. 

8. (- 15). (- II). (- 13). 16. 10. 

9. (14). 17. 30. 

10. -3. 18. (1. 1 +2 vT); (1. 1 -2VT). 

11. (a, a), (—a, a), (—a, — a), (a, —a). 

12. (2. 3). 20. 19. 10. 

13. 6, 5. 20. 20. 

Orupo 2, p. 15 

1. 20,26. 11. (.%. 1), ('%, -1). (2. 0). 

3. 34._ 12. (-4. 12). 

6. V82. 13. (1. -2). 

8. 5. 14. 3. 

9. 2. -6. 15. (- 1. 4). (5, 6). (3, -2). 
10. 5*-7y-24»0. 19. (2.2). 

Orupo 3, p. 24 

4. - Yi, YiVW. 14. -J4. 

5. -2, H. #• 15. -8. 

7. 5. 16. 13. 

8. 4, - 1. 18. 5. 

9. 4. 19. 4* - 5y - 13 - 0. 

10. 77" 28', 54° 10'. 48°22'. 20. 4* - y - 13 - 0. 

11. 108°26'. 22. 1. 

12. 71° 34'. 23. 33° 41', 56° l*. 

Orupo 7, p. 49 

11. (2. 3). 14. (4. 2). (tf. - %). 

12. (1. -2). 15. (0, 0). (1, 1). 



470 GEOMETRIA ANALITICA PLANA 



16. 


(0, 2). (2, 0). 




19. 


(3,2), (-3,-2), (2, 3), (-2, -3) 


17. 


(2. 2). (2, -2). 




20. 


(4. 4). (3, 1). 






Ornpo 


8, p 


. 54 


3. 


x-ly -3 -0. 




14. 


y» - 10x-8y + ll - 0. 


4. 


x » + tf J . 4. 




IS. 


7x»+ lby» - 112. 


5. 


x J + </» - 4x - by - 12 


- 0. 


16. 


16x» + 7tf« - 112. 


6. 


2x + 3(/ - 9 - 0. 




17. 


5x» - Ay 1 - 20. 


7. 


x+y-4-0. 




18. 


5j/» - 4x» - 20. 


8. 


x* + y' - 9x - 2y + 17 


- 0. 


19. 


x« + y*-2x+2y -2-0. 


9. 


2* + y + 9 - 0. 




20. 


3x» + 4y 2 - 24x - 8y + 40 - 0. 


10. 


x» + j/» + 6jr + 4y + 4 - 


-0. 


21. 


x»-3«/»+2x-4y + 5 -0. 


11. 


x» - 8y + 16 - 0. 




22. 


x' + y* = 4. 


12. 


x» + </» + x - 7y + 12 = 


= 0. 


23. 


xy + x + 7y - 17-0. 


13. 


4x + by - 21 =- 0, 




24. 


3x» - y* - 18x + 24-0. 




4x+6y + 3 =0. 




2$. 


3x = 6- vv+9; tfHO. 






Ornpo 


9, P 


. 63 


1. 


2x - y + 3 - 0. 




15. 


5x + t/ + 9 - 0. 


2. 


x- y + 3 = 0. 




16. 


llx- 5y -9-0. 


3. 


3x + y + 2 =■ 0. 






13x - y - 45 - 0. 


4. 


5x + 9y - 38 - 0. 




17. 


(-4. 11). (12. 3). (0. -9). 


5. 


2x - y - 0. 3x - 4i/ + 10 - 0. 


18. 


(«. JO- 




7x + 2y - 56 = 0. y = 


0. 


19. 


CK. H). 


6. 


3x - 2y - 6 - 0. 




20. 


<H. H). 


7. 


^T + ^4- 1 - 




21. 
22. 


36. 

4* + y - 10 - 0. 


8. 


f + f" 1 - 




23. 
24. 


(-4. 3). (4, 6). (9. 1). (1. -2) 
10. 


9. 


x + y - 3 - 0. 




25. 


'«• 


10. 


6x + 5y - 82 - 0. 




26. 


11. 


11. 


4* - 7« + 36 - 0. 




37. 


A - »W.. JB - 'Jit- 


13. 


3x - 5y + 8 - 0. 




29. 


y — mx — cm. 



14. AB:*-tf+3-0: BC: Sx + y - 27 - 0; AC:* + 2y-0. 

Ornpo 10, p. 70 

2. 3x + y + 2-0. 1 d= V7 

3. 5x - 3y - 15 - 0. 3 

4. 4*+3y + 13-0. 7. %.-%.%. 

5. 4. 8. - J*: 105° 57'; *#. 10. 
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9. 


=»= 10. 


15. 80° W. 


10. 


a « 4. 6 = 7. 


16. 5x - y- 11 -0. 


12. 


x - 2y + 1 - 0, 


*+5 !/ +3=0. 




x + 2y - 13 = 0. 


28. b 2 x -a*y - at 2 - a*b. 




Orupo 


11, P. 77 


1. 


4, + 2£„-6-0. 


4 - 17* + ^f«- 4 - 0: 


2. 


J*+-^y-3-0. 


p =4, to - 337° 23'. 
5. JisVu. 


3. 


143° 8'. 


6. * X VT. 


8. 


4jc + 3(/ - 25 = 0. 3* - 4|/ + 


25 - 0. 



9. x - y +Ay/2 = 0, x -y -Ay/2-0. 
32. 3*+ s/ + 2 VlO = 0, 3* + y - 2 VlO - 0. 

14. -— — x+—~=y- — — =0. 

y/lb V 2b V 26 

15. 3x + 2y + 8 V~13 = 0. 3* +2(/ - 8 VH - 0. 

3 -2 27 Vl4 

16. — — :x+— —y-—=.-0. 18. — — 

V7T VU Vl3 4 

19. H-VT3. 20. -{J-VT5. 

Orupo 12, p. 85 

1. 'JiiVH. 2. -'tfVT. 3. JiV"2j 9. 4. Jio. 

5. '%V7. 6. 5* + 17y + 40 = 0. 5x + Uy - 64 - 0. 

6 — 3 V"29 9- 24jc - lOy - 3 ■= 0: 

7 * * " ,„ 2 + 2 V7 

10. : • 

8. - 3. 7. 3 

11. * + „ - 4 = 0. jc-1,-2-0. 

12. (2VT- VT)x-(V"2+ V"5)l/ + V3+ VT-0, 

(2 V2 + VT) * - (VI - VT) « + V 2 - VT - o. 

13. ( Vl7 + 4 VT) x - (2 Vl7 + VT) V - 4 Vl7 - 4 VT = 0. 

17. Ax + 7y + \2- 0. Ax — 13y +12-0. 

18. x - 2y + 8 - 0, 13* - 6(/ + 24 = 0. 

20. y J - Sx. 21. x 3 - 8y. 

22. y» + 6tf + 12* - 15 = 0. y + 3 - 0. 

23. x* - 2xy + y* + bx +2y + 9 - 0. 

24. 8** + 9j/» - 42* + 72y + 171 - 0. 

25. x» - 8u» + Ax - 7Ay - 139 - 0. 

26. 23x* -48jev + 3 ( / 1 + 170* - 122y + 118-0. 28. 10. 
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Grupo 13, p. 94 

5. 2x - i/ + 8-0. 6. 12x-21 tf -28 - 0. 

7. 3x - 4y + 12 - 0. 

8. 5x- 12 tf + 65 - 0. 5x - 12y - 65 - 0. 

9. 2x+3tf+12-0, 2x + 3y-12-0. 
10. Sx-tf-13-0. 11. 9x + 7i/-ll-0. 

12. 2x - y + 6 - 0, 5x - 2 tf + 10 - 0. 

13. 4x + 3y - 12 = 0, x + 2y + 2 - 0. 

14. 3x - y - 3 \/2 - 0, 3x - y + 3 \/"2 - 0. 

15. 7x + 12« - 42 - 0, 7x + 3y + 21 - 0. 

16. 4x + 3t/-l2-0. 8x + 15(/ - 36 - 0. 

17. VTx + 7y - 9 - 0, tf + 3 - 0. 

18. 2x + 1y - 12 - 0. 3x + 2y - 12 - 0. 

19. x-4(/-0. 21. 3x-j/ + 5-0. 

20. 4x + 5y - 7 - 0. 22. 8x - 3t/ + 5 - 0. 

23. 5x - 12</ + 26 - 0. x - 2. 

24. x - 4j/ + 8 - 0, 9x - 4 tf - 24 - 0. 

25. 3x-$/-18-0. x— ?y — 1 — 0. 

Grupo 14, p. 96 

3. 41x - iy - 89 - 0. 16. 18*. 

12. 2. 18. ft, - ± 4, ftj - * 14. 

15. (7. 4) . 

Grupo 15, p. 102 

1. (» + 1).+( f + 5).-«. 15 . (x-^.+f, *V-|g. 

2. (x + l)*+( tf -4)» - 10. V 16 ' 25& 

3. (x -7)» +{y + 6)a - 89. 17. (x - 7) 2 + r> - 45. 

4. (*-2)>+(i, + 4)»-4. 

5. x»+(y+2)» -4. 

6. (x+4)*+(y + l)»-52. 

8. (x-6)*+(„ + 3)»-25. 

9. (x - 4) ' + (» - 2) » - 58. 

10. 7,07. 

12. (x + l)» + i/»-^. 21. x- 2i, + 10-0. 

„ ( n»j.(.4.?\* 625 22. * + 2 tf -20-0. 

14. (x-2)»+(y- l) 1 - 1. 24. (x-5)»+(j/ + 3)«-8. 

25. (x-5)* + ( V +2)»-l, ( x -3) * + («,+ i) 1 -^. 



"• "+("^)'-f' 
». (,-»•+(, + if)'. ^. 
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Otupo 16, p. 108 

1. Centto (H. - H) : "<*»" m V^- 4 - 5n - _ 

2. Ponto (- #. 1). 5. 2\/}«. 

3. Ningun lugat geometrico. 

9. x a + y 2 - 7x -Ay - .0: (#. 2> : ViVbS. 

10. bx s +6c/' -32x-25y -,34 -0; (%. J Mi) : M2\/2465. 

11. 7x 3 +7 !/ >-22x + 52 !/ +21 - 0; (»#,-*#); ^V2b. 

17. Di-Dj. £i-£a. F, ^ Fa. 18. (x - 2)» + (y + %) * - 9. 

19. 5x + Ay - 40 - 0. 

20. 4x - 3y - 32 - 0. 3x + 4y - 49 = 0. 

21. (x + 3)'+(f/- 1)» - 29. 

22. ** + (,, -6)* -25. (x -6)»+(j, + 2)» = 25. 

23. (x-8)»+(„-8)»- 13. (x-4)*+(„-2)»- 13. 

24. (x+l)*+((/-3)» = 5. 25. (x-3)»+(y-5)*-20. 
26. (x -4)*+(y + D l -25, (x - 3)* +(</ - 6)* = 25. 

-■ (.-.>■+(.-»>- * (-gM.-gy-Gw- 

29. (*- 1) *+((/- H)' = !4- 

30. (* + Ji) • + (» - H) » - "/.. (* - X) » + (¥-#> J - % 

(jc — 1) * + (tf + 2) * — 4. 31. ft--l, 25. 

32. 5x-!/+5-0. 5x-j/-47-0. 33. 3 y/1 . 
34. JC » +tf »_6x-2(/+ 1 -0. 4x*+4,/«-384x + 37(, + 2119-0. 

35 . (,_„.+(,-„..„. (,-»)»+(,,+.»)»-!$. 

Otupo 17, p. 118 

6 . x » + „» + 2x-8j/-33 -0. 8. 5x* + 5(/» - 38j/ - 115 - 0. 

7 . *« + „»_ 38 x + 167 - 0. 9. 2x* + 2y* - 20x - Iby +41 =0. 

10. x * + y* - x - *y - 10 - 0. x* + (/« - 7x + 3y + 2 - 0. 

11. x* + y 3 - 8x + 6 - 0. 9x« + 9y* + 88x - 106 - 0. 

13. x' + y a -8x - 16c/ + 35-0. 14. x* + (/* + 2x + Ay - 15 - 0. 

15 . x i + „i + x + l y - 10 - 0. x» + «« - 5x - 10j, +20-0. 

16. x»+ y* - x-2y = 0. x* + »* - 6x - 12y + 25 - 0. 

17 . x t + y t + itx - 16(/ + 24 - 0. 21. 7x-y_- 16 = 0: 2\/2. 

19. 24x - 28y + 3 •= 0. 23. Ji V«. 

28. (H. -•«)• 

Otupo 18, p. 127 

1. 2x — 3 V +-20 - 0. 5. x - « + 3 - 0, x - « + 11 -0. 

2. 3x + 2y-9-0, 3x+2j/+17-0. 6. x + 4y+20-0, x+4i/-14«0. 

3. 2x-tf + U-0, x+2y-12-0. 7. 6x + w - 32 -0. x -6y -30 - 0. 

4 . 2x + 3<y -21-0. 13. 46° 24'. 
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14. - 5 < ft < 5; ft- ±5; ft > 5. ft < - 5. 

15. - l % < m < 0: m-0. -•?{; m > 0, m < - »tf . 

17. 2x - 3y - 21 - 0. _ _ 

18. 3x + 5</-34=0: 5*-3</-0; JJ \/ 34^_ V 34; ^ : 3 - 

19. x-4,/ + 12-0; 4* + (/ -3-0; 3 v/ I7:_Ji V 17; J2; %. 

20. 7* - 4y +26 - 0: 4x + 7y - 13 - 0: tf \/65; J{ V65; >Ji; »Ji 

21. 82° 14'. 22. 78° 41'. 

Grupo 19. p. 131 

7. x a + y * - x „ 0. 11. 3x» + 3y2 - 2jc - 2y - 4 - 0. 

8. 3x a + 3 v» + 16jc - 20y +20-0. 14. 3x a + 3y a - 32* + 57 - 0. 

9. 8x* + Sy» - 28x + 38y + 55-0. 15. 2x 2 + 2y» + 2x - 10y + 9 - 0. 
10. 5x» + 5y» - 16* - 28y + 27 - 0. 21. jr-7i/+34 = 0. 

Grupo 20, p. 138 

1. x'* + y' 1 - 4. 8. 3x" - 2y'» = 12. 15. 2V 1 - 3y<* - l . 

2. 3x' J + 2j/'» - 6. 9. x'y' - 8. 16. x' 2 - 3y' - 0. 

3 . 4 X « _ „■» „ 4. 10. 2V» - y' J - 0. 17. *'» + y' % - 2. 

4 . „<3 _ x /a _ o. 11. x' 1 + !/'» = 5. 18. 2*" + y" - 2. 

5. *V-1. 12. 2x" + 5</'» - 10. 19. j/'»-6x'» = 9. 

6. 2.x' 3 + y 1 * - 4. 13. x" - 3y'» = 3. 20. x'y' = 2. 
3x'» + 2i/' 4 - 6. 14. 2x' 2 + 3y'» - 1. 



3 



7. 



Grupo 21, p. 142 



1. Oi V7-2. -H-2 v/3). 10. \/5V-2-0. 

2. (0. -1). (1.0). 11. 5*' 1 + 2x' - y' - I - 0. 

3. V29V - 3 - 0. 12. 21*" + l5(/'» - 10 - 0. 

4. 4j/'» - Vlx' + VTy' - 0. 13. bx» + y" - 2 - 0. 

5. 3 Vlx" - VJy" - 2 - 0. 14. x' - 3 tf ' = 0. x' + 3^- 0. 

6. 1 lx» + y' t - 8 - 0. 15. i/'-VI, ■/'--V'2. 

7. 4x /a - (/'» - 4 - 0. 16. 5x'» + 4x> - 3y' - 0. 

8 . jjM + w 'i _ 16. 20. 5x* - 26x« + 5y» + 72 - 0. 



Grupo 22, p. 147 



1. 2x"» - 3y"* -6-0. 3. x'" — Ay" - 0. 

2. .*''» + 4y"» - 4 - 0. 5. 3x"» + y"» - 3 * 0. 

in / 2CP - BE 2A£ - BD \ R ,_ 4 , c , 

10 - U»~4AC- B»-4ACJ- B - 4AC ^°- 

(_%_V3, ^Vl-1). 12. (2V2.-V2). 



11. 
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13. (K VI, 13 A + 3 VI). 14. *» - 6*y + y* + 4* + Ay - 0. 

16. *» 4- 2xy + y» + 6* - 6y + 15 = 0, *"» - 3 y/ly" - 0. 

17. 3*» - 2*y + 3y» - 8 - 0, *'» + 2y'» - 4 - 0. 

Grupo 23, p. 163 



- 2: 8. 



1. 


(3,0); *--3; 12. 




11. 


y» = 20*. 


2. 


(0, 3) ; y - - 3; 12. 




12. 


y»- - 8*: (-2, 0) 


3. 


(-2. 0): * - 2; 8. 




13. 


4 VI. 


8. 


y» - 12*. 




14. 


*«• 


9. 


*» - - 12y. 




16. 


*«. 


10. 


*» - - 20y. 




18. 


*• + «»- 5y. 


22. 


y» - 4* - 8y + 24 = 0; 


«"- 


-4*' = 


0. 


23. 


*» - 6* + 12y + 33 = 0; 


*" 


+ 12y' 


= 0. 



24. y» + 8* - 16 - 0; y'» + 8*' - 0. 

25. *» - 2*y + y» + 14x + by - 21 =0; y"» + J V"2*" - 0. 

Grupo 24, p. 159 

7. (y - 3)» = 12(x + 4); *--7; y - 3. 

8. (x -3)» - -8(y -3) '; y-5; 8. 

9. (*-4)» 8(y+l). 10. y J -20* - 6y +9 = 0. 

11. (tf - ?4) a = 12(*+2); (-2. »): (1.5*);* = -5: y - J{; 12. 

12. (* + «)» = -8y; (-«. 0): (_tf. -2): y - 2; * - - tf : 8. 
21. (* -3)» - 4(4 - k) (y - A). 25. y' + 4* + 2y - 15 - 0. 

23. y - 3*» - 2*. 29. y J - 4* - 2y + 1 - 0. 

24. y»-* + 2y-0. 30. *»-4y-4-0; *»+8y-16-0. 

Grupo 25, p. 163 

1. *-y + l-0; * + y-3-0; 2 VI: 2 VI; 2; 2. 

2. * + 2y - 0: 2* - y + 15 - 0; 3 VI; % VI: 6: }f. 

3. 2*-,/ + 3-0; *+2y + 4«0; H V 5; V"5, H : 2- 
9. * + y + 2 - 0. 14. 36°2'. 

10. * + 3y-2-0. 15. a)k<8: b) k - 8; c) A > 8. 

11. *-2y-l-0. 16. 30-58': 71° 34'. 

12. * + 2y-3-0: 3*-2y+15-0. 17. 63°26 / . 

13. *+2y-9-0; 3*-2y + 5«=0. 30. y » 4. 
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Grupo 26, p. 171 

1. Valor min. = 3 para x =• — 2. 5. * > J4 : Jf < — 3. 

2. Valor max. = 1 para x = 4. 6 - Pa " to ^ os los valo " s de * «" 

cepto 4. 

3. Valor min. = para x "3. 7. Para ningun valor de x. 

9. Positive cuando x < 1 y x > 4; negativo, cuando 1 < x < 4; cero, 
cnando x = 1, 4: min. = — % cuando x — H- 

10. Positive cuando — 3 < x < H : negativo, cuando x < — 3 y x > Yi ; 

cero, cuando * — — 3, X A ; max. - <% cuando x =» — %. 

11. Positivo, para todos los valores de x excepto 2; cero, cuando x — 2: 

min. = para x ■» 2. 
16. ax a + 4ox + 4a + 4, a < 0. 20. Cuadrado de 5 cm de lado. 

18. Cada cateto mide 7 cm. 21. 'A. 

19. 4, 4. 

Grupo 27, p. 178 

6. Vertices (0, 3), (0, -3); focos(0, y/1) , (0, -VT);2a = 6. 26 = 4: 

e = ¥-— : longitud del lado recto — %. 

7. Vertices (3, 0), (- 3, 0) ; focos (VI, 0) , (-V?, 0) ; 2a =6, 26 =.4; 

e =• -^— ; longitud del lado recto — %. 

8. Vertices (5, 0), (- 5. 0) ; focos (3, 0), (-3, 0); la = 10, 26 = 8; 

e =■ %; longitud del lado recto = *%. 

»• SHE-'' 15 - T + ^" 1 - 

i2. ^+^-i. i6. i+£-i. 

13. ig + -j£=l. 21. 6*. 1«. 

24. 25x» + 16(/> - UOx - 160c/ + 225 - 0; *£ + J(!!-l. 

16 25 

25. 7*3+ 16v»-14x +32« -89-0; i£ + j£-l. 

16 7 

26. 4x a + v a - 16x -4 tf + 4 - 0: *1 + J{1 =. I. 

4 16 

27. 4x' + 3y* - 48. 28. x" + 4i/> - 9. 

Grupo 28, p. 181 
6. ■ ( *- 4 ) 2 . + < . y- 1) \ - 1; focos (5. 1), (3, 1); 2a = 6, 26 - 4 VI ; 
longitud del lado recto =• l %. 

12 T 16 '* 
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8. (*-y>' + (s/ + 6>' „ 1; foc08 (,- + V7, -6), (5-V7.-6); 

lb 9 

.-VI. 

9. ( x - 3) * +<JLZ-lll= 1; vertices (3, 10), (3.0); e *- %. 

16 25 

10. _LL + lii + ^i_iil=l; e = ^U; f.«o.'(-2 + VTS. -1), 

(-2-VTT. -l). 

11. ix ~ 7) * + (t/ + 4)« = 1; e = 3^. 26-2\/7; longitud del lado rec- 

16 7 

to = % 

13. Cjc-3)» + (j/ + 2)' = 1 . centr0 (3, _ 2 ); vertices (5. -2). (1. -2); 

4 1 

focos (3 + VI, -2), (3 -VI, -2); la =4. 26 = 2: longitud 

del lado recto =1; e = — - — . 

14. ( * + 4) ' + ( "" 1)f -l; centro(-4, 1); vertices (- 1, 1), (-7. 1): 

9 4 

focos (- 4 + VI, l), (-4-V7, 1); 2a = 6, 26 = 4; longitud 
del lado recto = %; e = —^ — 

16. *?-|- ( y — 1 ) 1 - 1; centro (0. 1); vertices (0. 4). (0, -2); focos 
4 9 

(0. 1 + V"5), (0, 1 - Vl); la =6. 26 - 4; longitud del lado 
recto — %: e = ~- . 

20. x* + 4y* + 2x - 24y + 33 = 0. 26. 3x 2 + 4y a - 24* - 16y + 52 = 0. 

22. 4* a +V- 16jc — I8y -11 = 0. 27. x 2 + 4y* +4x + ]by + 4 = 0. 

23. 3x 2 + 4y*+bx - 8</ - 5 =0; 28. 4jr J + y 2 - 24* - 2y + 28 = 0. 
16jt' + 12j/» + 18*-24t/-15=0. 29. 4*" + y 2 - TAx = 0. 

24. 3,3. 30. 100*" + 84 v 2 - 16Sy - 441 = 0; 

25. * + 7y-9 = 0. 36*" + 20y a - 40(/ - 25 - 0. 

Grupo 29, p. 188 

6. 2*-3y-5=0; 3* + 2</ - 1 - 0; VtVH) }i VTI ; %; }i . 

7. 9jf+5y — 23 =0; ■ 5* -9y— 1 -0; tf \/I06 ; ^\/T06; Ji ; «. 

8. 10jc-5y -4VT? = 0; 10* - 5y + 4 V~15 = 0. 

9. *-</-l-0; 3* - 3y + 13 = 0. 

10. x +y - 2 = 0; 9v - 191y - 218 = 0. 

11. a)-7<fc<»?3: 6) k - - 7, *%; c) k < - 7, h > B ^. 

12. 68°12'. 20. (1,1). (-'#).»«). 22. 3* 4- 2</ - 2 = 0. 
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Grupo 30, p. 196 

6. Vertices (Z, 0), (-2, 0); focos (VTJ, 0) , ( - VTJ, 0) ; la - 4. 

26 = 6; t ~^p"- longitud del lado recto = 9. 

7. Vertices (3. 0), (-3. 0): focos (y/~B. 0), (-VI 0); la - 6, 

26-4; e-^l!2; longitud del lado recto - %. 

8. Vertices (0, 2) (0. -2); focos (0, y/Ti) , (0, - v'TI) ; la = 4. 

26 = 6; e = ^C^i longitud del lado recto = 9. 

,0. *-£-.: ,-f 14. i»-j£-,. 

11. ZZj/ 5 - 9x» - 200; — -. 15. y 2 -3*» = 1. 

12. £l_j£-] : e-Vi. 16. 4x*-5y*-\b. 

9 9 

13 - -TT--Is-- 1: foeoi (0, 6), (0,-6). 

17. tx 2 -4y» 4-40* +24y + 34 = 0; i£_j£!-l. 

4 5 

18. 5jc» — 4j/» — 30jc -r-3Zy — 39 = 0; . *2_j£-l. 

4 > 

23. J, 13. 24. 3x* - (/* = 27. 25. 4jt» - y' = 36. 

Grupo 31, p. 202 

4. 2x - y/lg =0, 2* + \ZTi/-0. 7. 4(/ 2 - 7jc» - 8. 

5. (3. 2), (-«. 1). 8. 4. 

6. Ix* - 9y» = 9. 14. xy = 5. _ 
16. Vertices (0, 3). (0, - 3) ; focos (0, VTT) , (0. - V'TI) ; e = ^p. 

Grupo 32, p. 206 

fc (*-U'_ fy-3)», ,. {0C0J (4> J)t ( _ 2 , 3); 2 fl -4; 26 = 2</">; 
4 5 

longitud del lado recto = J. 

7. (l/4-l)'_<*+2)», 1; focot( _ 2i ^, + 2VD, (-2. -l-2v/3)i 

9 3 



8. 



* - }i VI. 
4 8 



9. <y + UI - i x ~ 4) * = 1 ; longitud del lado recto - 5 ; e - J<. 
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11. J/!_ <* + 3 > a - l; focos (- 3, VH) , (-3, -Vl3); e=^. 
4 9 2 

14. . ( *~ 2) ' - ^ ~ 2)> - 1; centro (2, 2) ; vertices (5, 2) , (-1.2): 

focos (2 + VlO. 2), (2-VlO. 2); 2s - 6; 26=2; longitud del 
ladorecto = H: c - 2^*1 ; asintotas: *+3f/-8=0, je-3y+4-0. 

15. (tf ~ 2)1 - ( * + 4)> - 1 ; centro (-4, 2) ; vertices (-4. 4) , (-4, 0) : 

4 9 

focos (-4, 2 + V~l3) , (- 4. 2 - VTJ) ; 2a - 4: 26-6; longi- 
tud del lado recto — 9; e = ; asintotas: 2jc + 3y + 2 = 0, 

b 

2x - 3y + 14 = 0. 

16. Dos rectas que se cortan; jc + 2y — 1—0. x — 2y — 1 — 0. 

18. j£ - (*+*>' - 1 : centro (- 5, 0) ; vertices (- 5. VI). (- 5, -VI) \ 

focos (-5. 2), (-5, -2); 2a - 2 VI; 26-2; longitud del lado 
recto - }i VI ; e - H VI \ asintotas: Vlx + y + 5 VI - , 
Vlx -y + SVl-0. 

20. 36° 52'. 23. 3*» - y* + 20* - 2^ + 11 - 0. 

21. Ax* - y 2 - 8* + 2y - 8 - 0. 24. 3** - y» - 16* + 16-0. 

22. x* - 8y* - 6* - 22y + 4 - 0. 3** - y* - 8* - 0. 

Grupo 33, p. 208 

5. 3x - y - 2 - 0. * + 3y - 4 = 0, _*ii° . V"i0. Y„ 3. 

6. 5*-8y-4-0. 8* + 5y-42-0, % V"89, -^?. '«. ?{. 

4 

7. 15* - 8y - 22 - 0, 8* + 15s, - 31 - 0. >Ks. % Jii. l %. 

8. * - </ + 1 - 0, * - y - 1 - 0. 10. m - «- -^i. 

9. 23° 23\ 23. 6* + 8y + 3 - 0. 

Grupo 34, p. 219 

6. x" 1 — Ay" 1 — 4. 10. Ningun lugargcom£trico. 

7. y" 2 — Ax" — 0. 12. Dos rectas paraleias. 

8. Dos rectas que se cortan. 14. x" 2 + 2y"» - 2. 

9. Punto. 15. Una recta.. 

Grupo 35, p. 225 

1. Ax 3 - Axy + y % - Ax - 8y - 4 - 0. 

2. 8*» + Axy + 5y» - 18* + 3by + 45 - 0. 
4. 3** - 12x 9 - 13y» - 18* + by + 71 - 0. 
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5. 


7x i - bxy + 15j/2 - ] 


Ax + 102y + 151 - 0. 


7. 


(- }i. -X). 


8. (-%. -'/,) 


12. 


(2. 0) , 2x - 9 - 0; 


(-2. 0), 2x +9 = 0. 


13. 


(5, 0), 5* -9 = 0; 


(- 5, 0) , 5* + 9 - 0. 


14. 


(0. 2). 2y-5 = 0: 


(0. - 2) . 2y + 5 = 0. 


15. 


(0, 3). 3y-7 = 0; 


(0, -3). 3s/ + 7 =0. 


16. 


(-3. 1). 4* -29 = 


0; (5. 1). 4x +21 =0. 



Grupo 36, p. 231 



1. 2* + !/ -4=0, x -2y + 3 = 0. 

3x - y - 2 - 0, 9x - 3j/ + 22 = 0. 

3* - 2y - 5 = 0, 7x - 6</ - 21 - 0. 

3*-t/-2=0; *+3y-4 = 0; 



2. 
3. 

4. 

5. 



VlO. 



VlO; }$; 3. 



X+S/-1-0, 3*+3|/ + l = 0. 13. x 2 + xy - y* +2x -3y + 5 = 
6. 29° 45'; 47°29\ 14. x 2 + y" + 2x - 2y — 23 = 0. 

15. x* + 2xy + y*+3x-2y = 4; 169jc» + 2bxy + y* + 27* - 146t/ = 1%. 

16. Jt 2 + Jty + s/> - 2x - y - 0. 

18. 9jf* + 33jcy + 9</» - 8* + 2.2 (/ -1=0, 

19. 4x 2 — 17jcy — 10y s - 24* + 37 y + 10 = 0. 

21. 4x 2 + 4xy + y" + \2x + 20y + 8 = 0, 
4x 2 - 4xy + y 2 - \2x - 20y - 16 = 0. 

22. 2x* - 4xy + 2y 2 - x + 3y - 5 = 0. 

2x 2 + I2*y + 18i/ 2 + 23* - Sy - 13 = 0. 
27. 3x* + 4y* = 48, 3x 2 - y* = 3. 



Grupo 37, p. 243 

(V!„. f). (Vi. £). (VI. f ). (V*. £> 



5. 
6. 
9. 



(1, 120°), (1. 240°). 
Linea recta: *= — . 



8. Circunferencia: r 



10. Pi(-XVl. -KV2), P 2 (>/1. 1), P*(%\/3, -%), P4(-3, 3). 

11. (VlJ, 123° 41'). (VTi, 326° 19'). 

12. r = = 2. 16. r» cos 29 = 4. 

14. ?r a + 2r cos 8-br sen 9 + 3 =0. 17. r = 2 icn 0. 

15. fl = ate tg 2. 18. r 2 sen 2« = 4, 
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19 . r _ 2 25. 3*» + 4y» -4*-4 = 0. 

1-scne' 27. y* = 4x>. 

20. r cos (0 - (o) = p. 28. y a + 8x — 16 = 0. 

22. x* + y» - 4y = 0. 29. (* 2 + y» + 2x) a = 4(.v' + y 2 ) . 

24. y 2 - 8* - 16 = 0. 30. (* 2 + y 2 ) 2 = 4(x 2 - « 2 ) . 

Orupo 39, p. 252 

■■■ (■•*)■ (■•?)■■ M 4 ^*)- 

2. (2. y). ( 2 '^) 5. (V6. 35°16'), (Vb. 324° 44' ) . 

..(..i). '(,.!!). *(i£ ? ).P*. 

a. (2. i). M * ... (2. ■). (i. «•). 

.. (f . J). P.I.. 

... (,. «). (,. *). (f *). (i. «). 

12. (l, —V (0,347. 1*9° 40'). 1S- 7-19 ' 
V 2 ; 23. 0.966. 

13. 6.46. 24. 2.35. 

Orupo 40, p. 259 

4. r cos(# - ?L\ = 4. 

5. r cos (0 — (o) = 1, en donde <o = ate tg (— %) esta en el segundo cua- 

drante. 

7. r cos (0 — co) = 2, en donde w = arc tg (Ji) esta en el primer cuadrante. 
9. r cos 6 = — 3. 10. r sen = 2. 

12. 2r sen H~ - ») + V 2 r sen |«-il|=4V2 sen I?. 

14. r 2 - 12r cos (2fE - ^ + 20 = 0. 

15. r» -br cos/Z£- «V+ 6 Vl- 4 = 0. 

20. Centro (2, 0), radio = 2. 22. Centro (2, — J, radio = 3. 

21. Centro^2, iV radio = 2. 23. Centro (l> -y)- radio = 2. 
24. r = — 2cosd: centro (1, Jt) , radio = 1. 

Lthnwiui* — 31- 
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{?■ *> 



25. r — cos 4- sen 9; ccntro | — - — , -j |, radio — , 

30. Paribola; vcrtice (%. x) ; longitnd del lado recto — 5; ecuaci6n rectan- 

gular: 4y* - 20x — 25 - 0. 

31. Elipse; centro (I. 25Y vertices (2. i). (3. 25\; 2a -'»: 

2b-3\/2; longicird del lado recto =4: ecuaci6n rectangular: 
9x* + 8(/» + 12y - 36 - 0. 

32. Hiperbola: centro (1.0): virticei (K. 0) . (- J4. n) : 7 a - 1 : lb . - i/l ; 

longitud del lado recto-J ; tctucion rectangular'. 12x*—*i/ , -24x +9 - 0. 

33. Venice ( .§., nj: directrix: r co» =■ — p. 



(H 



Grupo 41, p. 263 



1. Etpiral de Arqoimedes, r - k$. 

2 Eipiral hiperb61ica o reciproca, rO — ft. 

3. Eipiral parab61ica, r* — k$- 

4. Etpiral logaritmica o equiangular, log r - ft0. 

5. Lituoj, r*0 =■ ft. 7. Circunferencia, r — a cos 0. 

x s 8. Circunferencia, r — }iacos0. 

2a — x 9. Circunferencia, r ~ J» a cos 0. 

10. Rosa de cuatro hojas, r =» a sen 20. 

11. r - 2a cos 1 0. 17. r - 2a sen + *. 

12. r - 2a sen' 0. 

18. Circunferencia, r =- 2a (cos 04- sen 0). 

19. r — 2a cos + a sen 20. 21. Cardioide. 

20. r - 2a cos 0(1 + co* 0). 

Grupo 42, p. 269 



5. 


fc»x»+aV - a*b*. 


17. 


xH + yX - aX. 


7. 


a A 


20. 
21. 


x« -f y* - fl H. 
x* + y* «* a*. 


8. 


i . Jc t_ a « ( ,i _ u * 6 i. 


25. 


20x* - 4xy + 13,/* - 256, 


9. 


xy — 6. 


28. 


x* + y* — 3ax|/ - 0. 


10. 


x* ~ 2(/ + 4. 


29. 


x*v* + b*x»-a*y t . 


11. 


(x-2)» + «»-4. 


31. 


2 tf * + x - 1 - 0. 


14. 


(x-2)» ((/ + 3)» _ , 
9*4 


33. 
35. 


2x* H- y - I - 0. 
xy 1 — x +2y = 0. 


15. 


(x + D* (»-2)»_, 
4 1 


38. 


4x s — 3x + y - 0. 
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Grupo 43. p. 278 

8. x = 2 - iji,t. y- -1 + ){,». 

13. x - a arc cos £-!!» =F \/li'-ii , + 2as/ -~s/» . 
6 

20. x — a cos tf + a* ten $. y — a ten tf — aJ cos 0. 

Grupo 41, p. 283 

1. x 2 + y 2 ~7a 2 . 9. (x» + y») 2 - a 2 x 2 + &» !/*• 

2. Ditecttiz: x - - p. 11. (x 2 + s/ 2 ) 2 = o 2 x 2 - & 2 s/ 2 . 

3. Circulo director: x 2 +s/*"*a 2 -6 2 . IS. kx - p. 

4. x 2 + y 2 + a* - 0. 16. Ax» - y 2 - Aa 2 - 6 2 . 

5. o 2 x 2 + a 2 j/ 2 +o6 2 x -0. 17. x» - (/' +6px + p 2 =0. 

6. 2x 2 - 2xy + 2x - y - 0. 18. x 2 + y 2 - o 2 , 

7. (A 2 +fc) 2 xM-(A+l)V«A 2 / 2 . W- * 2 + I/* - o 2 . 

8. Elejey. 20. (x 1 + y 2 +2x) » - 4(x' + y 2 ) . 

Grupo 49, p. 320 

8. 18: V22. 11. WW. 20. 3V~5. 

Grupo 50, p. 326 

1..3V/6. 5. rf- V(x, -x,)* + (vi-y»)'. 

3. 21,91. 7. 7 unidades del origen. 

8. 2\/TdelejeX; VFldelejey; 5 del eje Z. 
11. 3 n/"10 sobre el piano XY. 12. 3. 14. 3: - 1. 

15. Snperficie esferica: *' + y 2 + z 2 - 4x - 2y — 8z - 4 - 0. 

16. Plauo: lOx - 4y - Az - 1 - 0. 18. (tf. J{. tf) . 

19. V,i. Vx. 5): (-><• »/.. 3): (1. I. 4). 

20. (-2. 1, 4). 22. x -9, z - 5. 

21. 3. 23. (3, 0, 3). 

Grupo 61, p. 332 

1. ^1. -I-y/l. ^1. 4. 1. ^2. 0. 

15 15 3 2 2 

2- -«• «• ->i- VI , , 

3. *Ji- 2 ' 2' 2' 
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■)W*. 



Grupo 52, p. 339 
17. 
18. 



6. 


2 2 2 


7. 


* Ji V3. ± MVI 


8. 


54° 44'; 125° It/. 


0. 


45° 6 135°. 



11. 


2 


-.3^1. 0. 

2 


14. 


(5, 6, 0) . 




15. 


(2. 0, 9). 




16. 


=•= J4iV2l. 


*)JiV2l, =r=Mi\/2T. 


17. 


Mi VTT. 


Mi VTT, -Mi VTT 



i. 


)U V21. 


2. 


76° 14'. 


4. 


88° 17'. 


5. 


100° 59\ 


8. 


65° 54'. 


9. 


25° 45'; 107° 17'; 


10. 


53° 58'; 36° 2'. 


11. 


6,8. 


13. 


12. 


14. 


21. 


IS. 


[2, -5. - 11]. 


16. 


[7, 56. 66]. 



x — 


1 y 


-4 


z - 1 










1 




-7 


J 


x — 


4 _y- 


-11 


zf+1 



46° 58'. 





2 3 - 1 


19. 


* = 1. z = 4. 


20. 


(-2, 3, 0). 


21. 


(0, 2, - 3) . 


22. 


[6. -7, 1] 6 [110, -71. 47] 


23. 


(7. - 4, 4) . 


24. 


y = — 2, z = 2. 


25. 


(4, 2. 5). 



Grupo 53, p. 347 



1. 


x - Ay + 2z - 15 = 0. 


5. 


3x - 3y + Az + 2 = 0. 


2. 


3*- \2y -4z + 11 =0. 


6. 


3x - 7y + 3z + 11 -0 


3. 


x-2y + z-6 = 0. 


7. 


5x + ly - z = 17. 


4. 


3* + 2(/ - 6z - 16 = 0. 






9. 


x + V~2</ + z - 8 + V 2 = 0; 


x + 


V 2(/ - z - 2 + V 2 - 0, 


10. 


z -9. 


22. 


24. 


11. 


!/ + 5 - 0. 


23. 


20. 


12. 


a- - 3y + 8z - 15 = 0. 


24. 


42. 


20. 


21. 


25. 


20. 



Grupo 54, p. 355 

1. 3x -5y - 15z + 15 = 0. 15. x + 2</ + z + 6 - 0. 

3. x +By + 13z - 22 = 0. 16. 5x - 9y - 8z - 30 - 0. 

6. 81° 50'. 18. 7x + By - z - 10 - 0. 

7. 81° 7'. 19. x +7y-3z +4 -0. 

13. 4</-3z+26 = 0. 21. lly + 4z - 5 = 0. 

14. 2x - 3y = 10. 22. x + Ay = 0. 
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23. 5* + y - 8z - 24 = 0. 

24. 5* + 5</ + (8+3 Vt) z -20-0; 5* + 5y + (8 - 3 V"6)z - 20 - 0. 

25. 11* -7y - 16z - 64 = 0. 26. k - 6. 

27. 21*+ (40 + 3 VT70)</- 7z- 28 = 0; 2U +(40 - 3 v/T70)r/-7 Z -28=0. 

28. 9* +by - z = 1 .. 

Grupo 55, p. 363 



Vlx + y +z - 10 =0; V2* + y - z - 10 = 0. 
2* - by - 3z + 35 - 0; 2* - 6</ - 3z - 35 = 0. 



1. 

7. 

8. ft- =2. 14. -»}<». 

9- % * + % y ~ % 2 - 2 = 0. 15. 5. 

10. 5. 16. 7. 

11. HV6. 18. 6- 

12. 1. 19- 33. 

13. - 2. 

20. 2* - y + 2z - 15 = 0; 2* - y + 2z - 3 = 0. 

21. ft = 3, tf. 

24. 7* - i/ + 2z +9 = 0; 5* + 7y - 14z + 27 - 0. 

25. 131* + \9y - lOz = 0: 23* - 107y + 98z + 3% = 0. 

26. 4* + 3y-2z=0; 5y - 6z + 12 = 0. 
33. 40. 

Grupo 56, p. 368 

1. 2* -3y + 2z -22 -0. 3. 4* - 2y + 3z - 21 = 0. 

2. 2*-y + z+7 = 0. 4. *+3y-2z-6-0. 

5. * - 2y + 2z -6 = 0, * - 2y + 2z + 6 = 0. 

6. 7* + 3y -2z +8 = 0. 9. * + 7y = 4. 

7. 3* + 2y + 4z = 12 = 0. 10. 6* + 7y - 5z = 0. 

8. 3* - (/ - 10 - 0. 

11. *-2y+2z-6; 9* - 12y + 8z = 34. 

12. 2* - 3y + 6z - 21 = 0; 92* + 327y - %z - 1 059 - 0. 

13. 2* +2y + z - 19=0. 

14. 8* - 4y + z - 1 - 0; 2* - y - 2z + 5 = 0. 

15. *-2</ + 3z + 2 =0. 23. (,1.0,-1). 

16. 3* - y +2z + 7 =0. 24. 4*-2i/ + z = ll. 

17. 5* + </ + 8z- 14 = 0. 25. 2y+z+l=0. 
21. (2. -1. 1). 
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Grupo 67, p. 375 



2. 


x -2 y + 1 z -4 
3 - 1 6 " 


S. 


*+ 2 _*-?. y-4. 
2 -3 


3. 


x — 4 tf _ z - 5 
1 '" -1 3 * 


6. 


T _ fr y-3_ z +2 
* b ' 4 7 


7. 


*-4 y + 1 z -4. 
V2 1 1 ' 


x — 4 y 


+ 1 z -4 
1 - 1 


8. 


*-3 W" 4 " 2 - *~ 7 
* 3 ' "-2 ■ 7 ' 


19. 


x - 3 y + 3 z-4 
8 1 -3 ' 


9. 


* - 3. y - - 4. 


20. 


34° 22'. 


10. 
17. 


x- -2. y - 1. 

*4-7 y - 3 z 4-5 
2 -11 -10' 


23. 
24. 


x y 2 
2 " - 1 5" 

jt-5. »- z_7 . 
' 3 -4 


18. 


* + 6-y-5-3-2. 


26. 


y - 3. 2 - - 4. 


33. 


* -6+ H'. »--4 


-vi, . 


-2 + Vzt; 




Jt-6 + H'. y - - 4 - 


-^•■« 


■2-H'. 



34. jr-5+tff. tf -_3-«f. 2->*f. 

35. x-l + Jif. y-2 + «f. z = -3 + ftf. 

Grupo 58, p. S81 

13. 3* + 5y - Ax +4 - 0. 22. 134° II'. 

14. 5x + 16y + 3z + 2 - 0. 25. 70° 54'. 

15. (2. I. 0). <%. 0. - JO. (0. 7. 10). 



1. 


4°6'. 6. 11 


2. 


12° 33'. 7. 9. 


5. 


7. 8. 3. 


12. 


2* + 7y + 132 - 19 - 0. 


13. 


x -7 y+2 z - 9 
11 ~ -7 -12 ' 


15. 


jf-6 u-4 * +2 
1 7 "" 5 


16. 


7* + 6y + z - 4 - 0. 


17. 


x - 9y - 17z + 3 - 0. 


18. 


2. 


19. 


5* - 18y - 7x + 19 - 0. 


20. 


2* + 10y - 7z - 7 - 


22. 


Ux-7y-8z -49. 



Grupo 59, p. 386 

9. 'XVJ. 

10. }i Vb . 

11. 3jr-y-2z+4 -0. 

23. 29* + 9y + 2 - 72 - 0. 

25 * ~ * y — 6 z 4- 5 
21 - 31 -60" 

26. 27* + 19y - 21z +53-0. 

27. ll* + l5y-4z+G7-0. 

28. MiVTT. 

29. 3x - 4y + 8z - 8 - 0. 

30. 2. 
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Gxnpo 81, p. 39B 

2. x* + y» + z* - bx - 4y + 4z + 3 - 0. 

3. x» + y» + z* - 4x - 17. 8. x* + |/' + z* - 4x + 2z - 44. 

4. Centro (4. - 3. 6) : r - 7. 10. x* + y» + z* - 6x + 2y - 2z - 70. 

5. 16* nnidadcs caadradas. 11. x* + y* + z* — 2x — 4y — 2z = 3. 

6. x» + y* + z* + by - 4z - 4. 18. 5x - 3y + 5z + 1 - 0. 
19. 8x + 2y + 8z + 17 - 0. 3x+2y + 2z - 12 - 0. 



20 {-^l 21 H\ 
20 ' { IT' lb' IT)' 



21. x* + y» + z* - 19* - 32y - 21z +70-0. 

22. x» + y* + z* - 4x - by + Az + 8 - 0; 

x' + y' + z* - 4x - 24y + 22z + 44 - 0. 



25. 
26. 



(i # I). (^ # v.). 

(5, -5, ate tg (-«)). (7. arc co« J4. arcigH). 



27. r - 4 sen ^ sen 9. 

28. o) « ■» arc tg (- }£) ; b) r sen * acn $ - 2; c) raen*-2: 
d) r' sen* * + 2r» cos 8 * - 4; e) * - 45°. <t> - 1 35°. 

30. a) x* + y* + z» - 16; b) y - 7; c) x» + y» + z» - 3z - 0. 

Ompo 82, p. 405 

10. y» + z« + 2yz -4x + 4z - 0. 15. x» + y* - 4. t - 0; [1. 2, - 1 ]. 

11. x» + 5y» + z»-4xy+2yz-l-0. 16. 2y» + z»-2, x-0; [I. 2. 3]. 

12. x»- y*-4z»-4yz- 1 - 0. 17. jcz - 1. 1/ - 0: [2. - 1. 0]. 

13. x* + 4z* - 4xz + y - I - 0. 18. jc* + z* - 2z - 0. 

14. 4x»+64y» + z»-32xy+4z-0. 19. x* + z» + 2xz + 2x — 2z «= I. 

20. (a£ ^. -2). (-1. vx 4). 

21. (5. arc tg %, - 7) . (13. arc tg (- "}» . 8) . 

22. a) * - arc tg 2; b) r - 2 sen 9; c) r» + z' = 4; 
d) t* cos» 9 - z* - 4: e) r" sen» - 4z. 

23. a) x» + y 2 = 4: b) x> + y* - z 2 ; c) *» + y* - 4x: 
d) x + y - z - 4: e) y» + 4z a - 4. 

Ompo 63, p. 410 

1. x' + y* - z 1 . 2. z» + 2xy-4y. 

3. 8x* - 9y» - 9z» - 6xy + 22x + 12y +5 - 0. 

4. 4x 2 - 7|/» - 16z» - 4xy - 16yz + 12x + 26y + 48z - 31. 

5. 4x» - yz» - 0. 



5. 


x 2 + y 2 - z 2 tg 2 = 0. 


6. 


y 2 + z 2 - 4px = 0. 


7. 


a 2 T 6 2 ^ 6 2 


9. 


x 2 + y 2 + z 2 =4. 


10. 


9x 2 - y 2 - z 2 = 0. 


11. 


x 2 + z 2 -2y =0. 


12. 


y 2 - x 2 - z 2 = 4. 


13. 


9x 2 + 4y 2 + 9z 2 = 36. 


30. 


(x 2 + y 2 + z 2 + b 2 - i 
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18. x 2 - y 2 + z 2 - 0. 20. "An unidades cubicas. 

19. xy + xz + yz " 0. 21. 9 V 2ji unidades cuadradas. 
22. a) = arc rg <± s/1) ; b) r = ± Viz- 

Grupo 64, p. 414 

14. x 2 + z 2 + 2y-6. 

15. x 2 + y 2 - 2z 2 + 4z = 6. 

16. 9j( 2 + 9y 2 - 4z 2 + 24z — 36. 

17. y* - Ax 2 - 4z 2 = 0. 

18. x« - y 2 - z 2 = Q. 

19. z = e^+^. 

20. x 2 z 2 + y 2 z 2 = 1. 

27. r sen 2 — 2 cos = 0. 

28. r» cos 2 + 4r 2 sen 2 6 + 4z 2 = 4. 

29. Jx 2 + 9y 2 + 9z 2 = 45. 

fl 2)2 = 463(y2 + z >). 

Grupo 65, p. 418 

1. r» - 4y> = 4. 6. xy + xz + yz = 0. 

2. x 2 + y 2 -9z 2 = 0. 22. y 2 (x - l) 2 = x(* + z - l) 2 . 

3. x 2 + y 2 - 4z 2 = 4. 23. y 2 z i - z« + 2xz 3 - x 2 = 0. 

4. x 2 - 9y 2 + 9z» = 9. 24. 4x 2 - (4 - y 2 ) (2 - z) 7 . 

5. x 2 -4y 2 = z. 25. 36z 2 =(x - 3) 2 (4- y J ). 

GTupo 66, p. 423 

2. P,(2. 0, 7),' P 2 (-6, 4, 7). 9. 2x'» + 2y' 2 + 2z' 2 - 7. 

3. P,(-4, 1, -3), P 2 (--l, -6, 

4. x' 2 + y'» - 4z' 2 - 0. 

6. 2x'» + 3z' 2 = 6. 

7. 9x'» + 4f/'* + 36z' 2 = 36. 

8. x'» - 4y' 2 + 2z' 2 = 4. 

Grupo 67, p. 436 

8. x 2 + « 3 + 2z 2 = 4. 21. x» + 4y 2 + 2z 2 = 7. 

9. 8 V~2« unidades cubicas. 32. x 2 — 2y 2 = 2z. 

20. x 2 + y» - z 2 - 4. 

Grupo 70, p. 450 

1. (1.2,3). 3. (0.4,6). (-4,3.3). 4. (2,0,0), (-2.0.0), 



. 


9. 


2x'» + 2y' 2 + 2z' 2 - ; 


2). 


10. 


y" = z' 2 . 




14. 


(2, 7, 1). 




15. 


(3, -6, 9). 




18. 


x' 2 - y" + z' 2 = 0. 




19. 


4x' 2 + 4y' 2 + z' 2 = 4. 
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Amplitud. 296. 

Angulo, 

concavo, 16. 

de dos curvas, 124. 

de dos pianos. 350. 

de dos rectas, 20. 
ditigidas, 16, 33 3. 

de fase, 297. 

generador. 414. 

de inclinacicin, 17. 

de una recta y un piano, 384. 

vectorial, 238. 
Angulos directores, 328. 
Anillo de ancla, 416. 
Arco parabolico, 167. 
Area de un triangulo, 86. 
Atgumento, 238. 
Arquimedes. 244, 250. 
Artificio de los numeros directores, 

338. 
Asintotas, 

de una curva, 41. 

de lahiperbola, 198. 
Astroide, 277. 
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de gravedad del triangulo, 327, 
radical, 118, 399. 
de simetria, 35. 
Centroide del tetraedro, 327. 
Ciclo, 296. 
Cidoide, 268, 272. 
Cilindro, 
hiperbolico, 438. 
parabolico, 3 94. 
Cilindros proyectantes, 444. 
Circulo director, 281. 
Circuncentro, 64. 
Circunferencia, 99. 
cuerda de contacto, 129. 
determinada por tres condiciones, 

106. 
ecuacion, 
canonica, 100. 
en coordenadas polares, 254. 
en forma de determinante, 108. 
forma ordinaria, 99. 
general, 103. 
de una tangente, 125. 
ecuacionesparametricas, 265. 
evolvente de la, 279. 
exinscrita, 110. 
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Circnnferencia, 

dc lot naeve pantos. 13 2. 
Cisoide. 45. 249. 262. 291. 
Colineales, 88. 
Concidicos. 108. 
Concoide. 249. 264. 292. 
Condici6a necesaria y saficiente. 19. 
C6nica, 

definicion aaalitica. 212. 

definici6n geometrica. 220. 

no central. 210. 
Conicas, 

aato-ortogonalet, 231. 

centrales. 210. 

coaxiales, 230. 

en coordenadas polares, 256 . 

degeneradas, 210. 1 

genero, 
elipse. 216. 
hiperbola, 216. 
parabola. 216. 

bomofocales. 209, 229. 

representaci6n paramftrica. 269. 

resamen. 211. 
Cono asint6tico, 431. 
Conoide. 419. 
Construcci6n, 

decurvas. 43. 244. 446. 
en coordenadas polares, 244. 
del espacio, 446. 

de superficies. 392. 

de volumenes, 4 51. 
Coordenadas, 

cilindricas, 403. 

tti ericas, 396. 

polares. 237. 
par principal, 23 9, 

rectangnlares, 6. 
Cosecantoide, 300; 
Cosenos directores, 328. 
Cosinasoide. 299. 
Cotangentoide, 300. 
Cramer, 459. 
Crnciforme, 295. 
Cnadrante. 5. 

Coadratora del circnlo, 293. 
Cuadricas, 425. 

con centro. 426. 
sistema de 3 75. 

sin centro, 426, 433. 



Cuadricas, 

dasificacion, 427. 

bomofocalet, 439. 
Caerda. 

decontacto. 129. 164. 190. 209. 

de la elipse, 174. 

focal. 150, 174, 192. 

de la hiperbola, 192. 

de la paribola. 150. 
Cnrva, 

de Agnesi, 290. 

alabeada. 440. 

algcbraica, 286. 

de error, 307. 

ezponencial. 306. 

deLamt. 295. 

logaritmica. 304. 

pedal. 282. 

plana de grado superior, 287. 

polinomia, 287. 

de probabilidad, 307. 
Cnrvas. 

circundantes, 312. 

compoestas, 309. 

en el espacio, 440. 

ortogonales, 124. 

planas, 441. 

polinomias, 287. 

potenciales, 289. 

trascendentes, 286. 

ttigonometricas inversas, 301. 



Descartes, 10. 295. 
Determinantes. 45 8. 
Diametro, 164, 174, 190, 192. 

210. 
DUmetros conjugados, 190, 210. 
Directriz, 149. 220. 223, 224. 

400, 406. 
Discnsion de ana ecnaci6n, 33. 
Distancia entre dos pantos, 5, 11. 

251. 321. 
Division de an tegmento. 12. 323. 
Duplicaci6n del enbo, 291. 



e* y «-*. valores de, 468. 
Ecaacion, 
discoaicta dc ana, 3 3 . 
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Ecnaci6n, 

general de segnndo grado. 

con dos variables, 212. 

con tres variables. 425. 
homogenea, 408. 
lineal. 65, 66. 

de un lugar geomltrico. 33, 50. 
polar. 240. 
de la recta en el piano, 5 6. 

en coordenadas polares, 253. 

dada por dos condiciones, 67. 

dada su pendiente y la ordeaada 
en el origen, 59. 

forma de determinante, 89. 

forma general, 65. 

forma normal, 72. 

forma punto y pendiente, 5 8 . 

forma simeuica, 61. 

que pasa por dos puntos, 60. 
rectangular, 240. 
de segnndo grado, 457. 
Ecuaciones, 
de las bisectrices, 84. 
equivalences. 244. 
factotizables, 4 7. 
parametricas, 266. 375, 397, 

404. 443. 
reciprocal. 143. 
de la recta en el espacio, 3 71. 

forma general. 371. 

forma parametrica, 375. 

forma simetrica, 372. 

pianos proyectantes, 377. 

qne pasa por dos pantos, 3 74 . 
de transformaci6n. 133. 
Eje, 
conjugado, 192. 
focal. 173. 192. 
mayor, 173. 
menor, 174. 
normal, 174, 192. 
a noventa grados. 2 3 8. 
de la parabola, 149. 
polar. 23 7. 
radical, 114, 399. 
dc revolnci6n, 411. 
dc simetria, 35. 
transverso, 192. 
Ejcs. 
conjngados. 192. 
de coordenadas, 4, 5, 318. 



Elipse. 173. 

angulo excentrico, 271. 

circulo director, 28 1. 

circnlo menor, 272. 

circalo principal, 272. 

como secci6n conica, 235. 

cuerda de contacto, 1 90. 

diametro. 174. 

diametros conjngados, 190. 

directrices, 224. 

ecnaciones parametricas, 269. 

excentricidad, 176, 222. 224. 

primera ecuaci6n, 177. 

propiedad focal, 187. 

propiedades, 186. 

segunda ecnaci6n, 181. 

tangente a la, 186, 
Elipsoide. 428. 

de revolnci6n, 429. 
Epicicloide, 274. 
Esfera. 395. 
Esferoide, 415, 429. 
Espiral. 

de Arquimedes. 244, 250. 

biperbolica. 249. 

logarftmica, 249. 

parab61ica. 249. 
Estrofoide. 264. 295. 
Enler, 72. 
Evolvente, 279. 

de la circnnferencia, 279. 
Excentricidad, 176, 194, 220, 222. 
Extensi6n, 

de ana cnrva, 39. 

del lngar geomltrico. 246. 

de nna snperficie, 393. 



Factor, 

deamplitud, 297. 

de crecimiento, 312. 

de periodicidad. 297. 
Familia, 

de circnnferencias, 110. 

dec6nicas. 228. 

de cnrvas, 228. 

deesferas, 399. 

dc pianos, 366, 368. 

de rectas, 90. 
Foco, 220. 
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Focos. 149, 173, 191, 220. 
Forma, 

can6nica, 100. 

normal, 72. 35 6. 
Formulas, 456. 
Funcion, 285. 

algebraica, 28 6. 

cuadratica, 164. 

exponencial, 304. 

hiperbolica, 310. 

homogenea, 407. 

lineal, 66. 

multiforme, 301. 

periodica, 296. 

racional, 2 86. 
entera. 285. 

trascendente, 286. 

uniforme, 301. 



Generatriz, 400, 406, 411, 416. 
Genero. 

clipsc, 216. 

hiperbola, 216. 

parabola, 216. 
Gcomctria, 

analitica, caracter de la, 10. 

cartesiana, 10. 

pura, 10. 
Grade 286. 
Graficas, 33, 246. 267. 

H 

Haz, 

de pianos, 36 7. 

de rectas, 90. 
Helice. 44 9. 
Hiperbola, 191. 

angulo excentrico, 27 2. 

asintotas, 198. 

circulo auxiliar, 272. 

como seccion conica, 2 3 5. 

cuerda de contacto, 209. 

diametro, 192, 210. 

diametros con jugados, 210. 

directrices, 224. 

ecuaciones parametricas, 272. 

equilatera. 3 9, 200. 

excentricidad, 194, 222. 

primera ecuaci6n, 192. 

propiedad focal, 208. 



Hiperbola, 

propiedades, 20 7. 

rectangular, 200. 

segunda ecuacion, 20 3. 

tangente, 207. 
Hiperbolas conjugadas, 20 1 . 
Hiperboloide, 

de una hoja, 4 29. 

de dos hojas, 43 1. 

de revolucion, 413, 414. 432. 
Hiperboloides conjugados, 433. 
Hipocicloidc, 274. 
Hoja, 

de Descartes, 295. 

de una superficie conica, 406. 

I 

Incentro, 85. 
Inclinacion, 17. 
Indicador, 215. 

Intersecciones, 34, 46, 244, 249, 
345, 346, 443. 



Lado recto. 150, 174, 192. 
Lame, 295. 

Lemniscata, 248, 249. 
Ley, 

de Boyle, 290. 

del interes compuesto, 306. 
Lituus, 249. 

Logaritmos, 305, 457, 464. 
Longitud, 

de la normal, 123. 

de un segmento, 1, 4. 

de la tangente, 123. 
Lugares geometricos, 33, 5 0. 

M 

Maclaurin, 2 95. 
Meridiano, 412. 
Metodo parametrico. 27 9. 

N 
Normal, 

a una curva, 123. 

ecuaci6n de la, 123. 

a un piano, 341. 
Numeros, 

directores 331. 

reales, 6 . 
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Octante, 319. 
Ordenada, 5. 

en el origen, 59. 
Origen. 1, 5. 318. 
Ortocentro. 64. 
Ovalos de Cassini, 263. 



Papel coordcnado polat. 2 3 9. 
Parabola, 149. 

aplicacioncs, 167. 

cubica, 3 8. 

cucrda de contacto, 164. 

diametro, 164. 

ecaaciones parametricas, 270. 

excentricidad, 222. 

piimera ecuaci6n, 15 2. 

propicdad focal, 168. 

secci6n de un cono, 235. 

segunda ecuaci6n. 155. 

semiciibica, 40. 

tangente a la, 161. 
Pataboloide, 

eliptico, 433. 

hiperbolico, 4 17, 434. 

de revolncion, 393, 414. 434. 
Paraboloides homofocales, 4 3 9. 
Paralelismo, 

de pianos, 35 2. 

de tecta y piano, 3 83. 

de rectas, 23, 336, 338. 
Paralelo, 4 12. 
Parametro, 91, 266. 
Pascal, 26 2. 
Pendiente, 

de una curva, 121. 

final, 21. 

inicial, 21. 

de una tecta, 1 6. 
Petiodo, 296. 
Perpendicularidad, 

de pianos, 35 2. 

de recta y piano, 3 83. 

de rectas, 23. 336, 338. 
Piano, 34 1. 

ecuaciondel, 34 1, 348, 350. 

radical, 3 99. 

de simetria. 391. 



Pianos, 

asintoticos, 43 8. 

biiectores, 3 6 2. 

coordcnados, 318. 

proyectantes, 377. 
Podaria, 284. 
Podarias. 28 2. 
Polo, 23 7. 

Potencias y raices, 46 8. 
Propiedad focal, 168, 187, 208. 
Proyeccion ortogonal , 3 21. 
Proyecciones paralelas, 3 20. 
Punto, 

aislado, 2 95. 

de contacto. 12 1. 

inicial, 1. 

maximo, 165. 

medio, 13, 325. 

minimo, 165. 

de t.ngencia, 12 1. 
Pantos conciclicos, 108. 



Radiacion de pianos, 36 8. 

Radio vector, 150, 174, 192, 

237, 397. 
Recta, 

de Euler. 72. 

final, 20. 

inicial, 20. 

de Simpson, 13 2. 
Rectas, 

concurrentes, 71. 

que se cruzan, 3 2 7. 
Reflector parab6lico, 1 70. 
Regla de Cramer, 45 9. 
Regains, 43 1. 
Rosa de cuatro hojas, 24 9. 
Rotaci6n de ejes, 139, 420, 422. 
Ruleta, 272. 



Secantoide, 300. 
Seccion meridiana, 412. 
Secciones coaicas, 210, 233. 

casos limites, 23 6. 

planas, 23 3, 
Segmento, 1 . 

dirigido, 1 . 
Serpentina, 295. 
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Simccria. 35. 
en coordenadas polares. 245. 
dc una curva, 35, 24 5. 
en el espacio. 391. 
Simpson, 132. 
Sinusoide, 295. 
Sistema, 
de cdnicas. 2 28. 
coordenado, 
lineal. 3. 4. 
de fflano detecha. 3 18. 
de mano izqaierda, 318. 
en el piano, 5. 
de cuadricas sin cencto, 439 
de ecuaciones. 45 8. 
lineales. 45 8 
Sabnotmal, 123. 
Subtangente. 123. 
Superficie, 
cilindtica, 400. 402. 
circular, 403. 
eliptica, 403. 
hiperb61ica. 403. 
parabolica, 40 3. 
conica. 406. 
reglada, 416. 
Superficies, 389. 
construcci6n de, 392. 
discusion de la ecuacion, 390. 
extension. 393. 
intercepciones, 34 6, 
de revolucion, 411. 
trazat, 346. 



Tabla de potencias y raices, 
Tablas, 463. 
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Tangencia, condicicm de, 122. 
Tangente, 

a una circunferencia. 125. 

a una c6nica, 226. 

a una curva, 1 20. 

ecuacion de una, 123. 

a una elipse, 1 86. 

a una hiperbola, 207. 

longitud de la, 123. 

a una parabola, 161. 
Tangentoide, 299. 
Terna ordenada, 320. 
Tipo, 

hiperbolico, 289. 

parabolico. 28 9. 
Toro, 416. 
Transformacion de coordenadas, 

133, 241, 397. 404. 419. 
Traslacion de ejes, 13 5, 419. 
Trayectorias ortogonales, 124, 231. 
Trigonometria, formulas, 45 9. 
Trinomio de segundo grado, 1 64. 
Triseccion de un angulo, 291. 
Triteetriz, 295. 
Trocoide, 274. 



Valores principales, 302. 
Variable, 285. 
Variables auxiliares, 279. 
Vertice de la parabola, 150. 
Vertices, 

de la elipse, 173. 

de la hiperbola, 192. 
Vibraciones decrecientes, 311. 
Volumenes, 451. 
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Ohras a fines: 

GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 
Enfoque vectorial 

Zosimo Menna Goncalves 

Esta obra cs el segundo volumen de un curso 
regular sobre Geometria Analitica. El primer 
volumen, titulado GEOMETRIA ANALITICA 
PLANA, del mismo autor y editado por la mis- 
ma editorial, es el complemento logico de esta 
obra v am bos abarcan todos los temas que por 
lo general se tratan en un cur so de Geometria 
Analitica. 

Se exponen los temas en forma elemental 
pero consistervte y completa, lo que permite 
que haya continuidad del primero al ultimo 
capitulo. Se enfatiza la tecnica, aunque tam- 
bien el autor ofrece claridad en las conceptos. 
La forma amena en que se trata el tema consti- 
tuye una de sus principals caracteristicas. 

Este volumen, asi como el titulado GEOME 
TRIA ANALITICA PLANA, son magm'ficos 
libros de texto para los cursos que se imparten 
en los dos primeros semestres de las carreras. 
profesionales en Ciencias e Ingenieria. 



GEOMETRIA ANALITICA PLANA 
Enfoque vectorial 

Zosimo Menna Gancalves 

En este libro se estudian algunas curvas alge- 
braicas y trascendentes especiales de mucho 
uso. Al final de cada capi'tulo se presentan ejer- 
cicios resudtos. Ademas, la obra se modifico en 
forma sustancial, no solo en cuanto al conteni- 
do, sino especialmente res pert o a la aplicacion 
del metodo sectorial que se trata aqui de mane 
ra mas amplia. 

En la parte final se incluye un apendice que 
resume las principales formulas V los conoci- 
mientos relatives a vectores en el piano coorde- 
nado cartesiano adoptando las notaciones mas 
utiles. 

Lo mas sobresaliente de esta obra es la clari- 
dad y brevedad con que se tratan los conceptos, 
lo que la hace un excelente libro de texto para 
los cursos que >e imparten en las carreras de In- 
genien'a, Matematicas y Fi'sica. 
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